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Περίληψη

Στο πλαίσιο της παρούσας διδακτορικής διατριβής μελετώνται υπολογιστικά ζητήματα που προκύπτουν

από τη θεωρία της κοινωνικής επιλογής. ΄Ενα από τα κύρια θέματα της θεωρίας αυτής είναι οι εκλογές.

Τα προβλήματα που σχετίζονται με τις εκλογές ανήκουν στη θεωρία ψηφοφοριών όπου βασικό πρόβλημα

είναι η εύρεση του νικητή των εκλογών όταν έχουμε ως δεδομένες τις προτιμήσεις των ψηφοφόρων. Στη

βιβλιογραφία υπάρχουν αρκετοί κανόνες ψηφοφορίας βάσει των οποίων γίνεται ο υπολογισμός της κατάταξης

μιας ψηφοφορίας και της ανάδειξης του νικητή. Η θεωρία των ψηφοφοριών αποτελεί ένα σημαντικό κλάδο της

θεωρίας της κοινωνικής επιλογής με άμεσες εφαρμογές στην κοινωνία, καθώς οι κανόνες αυτοί εφαρμόζονται

στην πράξη σε βουλευτικές, δημοτικές ή τοπικές εκλογές, καθώς επίσης και σε αρκετές επιτροπές σχετικές με

την λήψη συλλογικών αποφάσεων. Στη συγκεκριμένη διατριβή μελετούμε πρώτα τους κανόνες ψηφοφορίας

που πρότειναν ο Dodgson και ο Young, οι οποίοι είναι σχεδιασμένοι έτσι ώστε να εντοπίζουν τον υποψήφιο
που είναι διαισθητικά πιο κοντά στο να είναι ο νικητής σύμφωνα με το κριτήριο του Condorcet. Σύμφωνα
με το κριτήριο αυτό, νικητής θα πρέπει να είναι ο υποψήφιος που έχει την προτίμηση της πλειοψηφίας έναντι

των άλλων υποψήφιων. Ωστόσο κάτι τέτοιο δεν μπορεί να υπολογιστεί πάντα, καθώς οι προτιμήσεις της

πλειοψηφίας μπορεί να είναι κυκλικές. Για παράδειγμα σε μια εκλογή με 3 υποψηφίους, ο υποψήφιος a να
προτιμάται σε σχέση με τον b, ο b να προτιμάται σε σχέση με τον c, αλλά ο c να προτιμάται σε σχέση με
τον a. Στην περίπτωση αυτή δεν μπορεί να καθοριστεί ο νικητής των εκλογών σύμφωνα με το κριτήριο
του Condorcet. Για το λόγο αυτό χρησιμοποιούμε τους κανόνες ψηφοφορίας που προτάθηκαν από τους
Dodgson και Young, οι οποίοι παρέχουν μια διαφορετική έννοια εγγύτητας ενός υποψήφιου στο να αναδειχθεί
νικητής κατά Condorcet. Οι συγκεκριμένοι κανόνες αποτελούν ένα σημαντικό κομμάτι της βιβλιογραφίας
της θεωρίας της Κοινωνικής Επιλογής διότι διαισθητικά παρουσιάζουν υψηλή εγγύτητα με τον κανόνα του

Condorcet. Πιο συγκεκριμένα και σύμφωνα με τον κανόνα του Dodgson ισχύουν τα εξής: δεδομένου ενός
συνόλου προτιμήσεων των ψηφοφόρων, ο βαθμός ενός υποψηφίου ορίζεται ως ο ελάχιστος αριθμός των

ανταλλαγών που πρέπει να γίνουν μεταξύ γειτονικών υποψηφίων στην κατάταξη των ψηφοφόρων έτσι ώστε

ο συγκεκριμένος υποψήφιος να αναδειχθεί νικητής κατά Condorcet. Ο υποψήφιος που έχει τον ελάχιστο
βαθμό Dodgson είναι νικητής κατά Dodgson. Αντίστοιχα, σύμφωνα με τον κανόνα του Young ο βαθμός
ενός υποψηφίου είναι το μέγεθος του μεγαλύτερου υποσυνόλου ψηφοφόρων έτσι ώστε, αν ληφθούν υπόψη

μόνο αυτά τα ψηφοδέλτια, ο συγκεκριμένος υποψήφιος να γίνεται νικητής κατά Condorcet. Ο υποψήφιος με
το μέγιστο βαθμό Young είναι νικητής κατά Young.
Δυστυχώς, ο υπολογισμός του βαθμού ενός δεδομένου υποψηφίου είναι δύσκολος είτε με τον κανόνα

του Dodgson είτε με τον κανόνα του Young. Για αυτό το λόγο τα υπολογιστικά ζητήματα που προκύπτουν
και μελετώνται στην παρούσα διατριβή αφορούν στην προσέγγιση των δυο αυτών κανόνων ψηφοφορίας. Πιο

συγκεκριμένα παρουσιάζονται δύο αλγόριθμοι που προσεγγίζουν το βαθμό ενός υποψηφίου σύμφωνα με τον

κανόνα του Dodgson: ένας άπληστος αλγόριθμος και ένας αλγόριθμος βασισμένος σε γραμμικό πρόγραμμα.
Οι δυο αυτοί αλγόριθμοι έχουν λόγο προσέγγισης Hm−1, όπου m είναι ο αριθμός των υποψηφίων και Hm−1

είναι ο (m − 1)-ος αρμονικός αριθμός. Επίσης, αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχει αλγόριθμος πολυωνυμικού
χρόνου που να προσεγγίζει το βαθμό Dodgson κατά λογαριθμικό παράγοντα, εκτός εάν υπάρχουν για τα
προβλήματα της κλάσης NP αλγόριθμοι ψευδο-πολυωνυμικού χρόνου. Παρότι διαισθητικά υπερέχει ο ά-
πληστος αλγόριθμος, στη συγκεκριμένη διατριβή υποστηρίζουμε ότι ο αλγόριθμος που είναι βασισμένος σε

γραμμικό πρόγραμμα έχει πλεονέκτημα από την οπτική της θεωρίας της κοινωνικής επιλογής. Επιπλέον,

αποδεικνύεται ότι ο υπολογισμός κάθε λογικής προσέγγισης της κατάταξης που παράγεται από τον κανόνα

Dodgson είναι ένα υπολογιστικά δύσκολο πρόβλημα, γεγονός που εξηγεί, από την πλευρά της θεωρίας της
πολυπλοκότητας, το ότι έχουν παρατηρηθεί μεγάλες διαφορές κατά τη σύγκριση εκλογών Dodgson με α-
πλούστερους κανόνες ψηφοφορίας που εμπεριέχονται στη βιβλιογραφία της θεωρίας της κοινωνικής επιλογής.

Τέλος, αποδεικνύεται ότι το πρόβλημα υπολογισμού του βαθμού ενός υποψηφίου σύμφωνα με τον κανόνα

του Young είναι επίσης υπολογιστικά δύσκολο. Αυτό οδηγεί σε ένα αποτέλεσμα μη προσεγγισιμότητας για
την κατάταξη υποψηφίων σε μια εκλογή σύμφωνα με τον κανόνα του Young.
Αν και ο κανόνας του Dodgson είναι ένας από τους πιο καλά μελετημένους κανόνες ψηφοφορίας, πα-

ρουσιάζει σοβαρές ελλείψεις, τόσο από υπολογιστικής άποψης — είναι υπολογιστικά δύσκολο ακόμη και να



προσεγγιστεί ο βαθμός Dodgson ενός υποψηφίου — όσο και από την πλευρά της κοινωνικής επιλογής, καθώς
αποτυγχάνει σε βασικές επιθυμητές ιδιότητές της, όπως είναι η μονοτονία και η ομοιογένεια. Ωστόσο, αυτό

δεν αποκλείει την ύπαρξη προσεγγιστικών αλγορίθμων για τον κανόνα του Dodgson που είναι μονότονοι ή
ομοιογενείς, οπότε τίθεται το ερώτημα ύπαρξης τέτοιων αλγόριθμων. Στη διατριβή αυτή δίνονται οριστικές

απαντήσεις στα ερωτήματα αυτά. Παρουσιάζεται ένας μονότονος αλγόριθμος εκθετικού χρόνου που πετυ-

χαίνει λόγο προσέγγισης του βαθμού Dodgson ίσο με 2 και το αποτέλεσμα συμπληρώνεται με ένα αυστηρό
αντίστοιχο κάτω φράγμα. Παρουσιάζεται επίσης ένας μονότονος προσεγγιστικός αλγόριθμος πολυωνυμικού

χρόνου με λόγο O(logm) (όπου m είναι ο αριθμός των υποψηφίων): και στην περίπτωση αυτή το αποτέ-
λεσμα είναι βέλτιστο, λόγω ύπαρξης αντίστοιχου κάτω φράγματος. Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι μια μικρή

παραλλαγή σε ένα γνωστό κανόνα ψηφοφορίας δίνει ένα μονότονο, ομοιογενή, O(m logm)-προσεγγιστικό
αλγόριθμο πολυωνυμικού χρόνου, με τον καλύτερο δυνατό λόγο προσέγγισης, ακόμη και αν αυτό που μας

ενδιαφέρει είναι μόνο η ομοιογένεια. Τέλος, μελετώνται διάφορες πρόσθετες ιδιότητες κοινωνικής επιλο-

γής, για τις οποίες δεν υπάρχει αλγόριθμος με λόγο προσέγγισης που να εξαρτάται μόνο από το m. Αυτά
τα αποτελέσματα της προσεγγισιμότητας του κανόνα αυτού αποτελούν σημαντική προσφορά της διατριβής

καθώς μπορούν να θεωρηθούν ως κανόνες που υπολογίζονται σε πολυωνυμικό χρόνο και πληρούν μάλιστα

επιθυμητές κοινωνικές ιδιότητες, ενώ ταυτόχρονα διέπονται και από την φιλοσοφία του κανόνα που θέσπισε

ο Dodgson.
΄Ενα άλλο σημαντικό υπολογιστικό πρόβλημα με το οποίο ασχολείται η παρούσα διατριβή είναι αυτό

της δωροδοκίας των εκλογών. Στο πρόβλημα της δωροδοκίας μπορεί κάποιος με δεδομένο ένα χρηματικό

προϋπολογισμό να αλλάξει τις προτιμήσεις των ψηφοφόρων ώστε να αναδειχθεί νικητής των εκλογών ο

υποψήφιος της αρεσκείας του. Στη συγκεκριμένη διατριβή μελετώνται κανόνες ψηφοφορίας που βασίζονται

στη βαθμολόγηση των υποψηφίων. Πιο συγκεκριμένα μελετάται η τάξη των κανόνων ψηφοφορίας όπου

κάθε ψηφοφόρος εκχωρεί κ βαθμούς στον υποψήφιο που προτιμά ως πρώτο, λ βαθμούς στον υποψήφιο
που προτιμά ως δεύτερο και 0 βαθμούς σε όλους τους υπόλοιπους υποψηφίους. Αποδεικνύεται ότι για
αυτήν την τάξη των κανόνων βαθμολόγησης η δωροδοκία είναι ένα υπολογιστικά δύσκολο πρόβλημα. Στους

κανόνες που βασίζονται στην βαθμολόγηση των υποψηφίων περιλαμβάνονται αυτοί της πλειοψηφίας και της

2-έγκρισης όπου μια βέλτιστη στρατηγική δωροδοκίας μπορεί εύκολα να υπολογιστεί, καθώς επίσης και ο

κανόνας της 3-έγκρισης όπου η δωροδοκία είναι ένα υπολογιστικά δύσκολο πρόβλημα. Λαμβάνοντας υπόψιν

την πολυπλοκότητα αυτών των κανόνων εξάγεται το συμπέρασμα ότι οι κανόνες που μελετήθηκαν είναι εκ

των πιο απλών που δεν είναι ευάλωτοι στη δωροδοκία.



Abstract

In this PhD thesis we study computational problems arising from the theory of social choice. One
main aspect of Computational Social Choice is voting theory. The most important problem of voting
theory is the computation of the winner of the elections when we have as input the preferences of the
voters. In the literature there are many voting rules according to which the computation of the winner of
the elections is done. Voting theory is a seminal subject in the Computational Social Choice theory with
applications in the society. Voting rules are widely used in government and municipal or local elections
and also in committees for taking decisions. In this thesis we start by considering voting rules proposed
by Dodgson and Young. These rules are both designed to find an alternative closest to being a Condorcet
winner. According to the Condorcet criterion, the winner of the elections should be the one that the
majority of the voters prefer in relation to every other candidate. Unfortunately, the preferences of the
majority may be circular. For example, in an election with 3 candidates, candidate a is preferred to b by
the majority and b is preferred in relation to c, but c is preferred to a. Then a Condorcet winner does not
exist. Each of these voting rules provide a different notion of proximity of how close they are to Condorcet
rule. In the Dodgson rule the score of a candidate, given a set of preferences, is the minimum number of
exchanges between adjacent candidates in order for the specific candidate to become a Condorcet winner.
The Dodgson winner is the candidate with the minimum Dodgson score. In the Young rule the score of a
candidate is the size of the largest subset of voters, when taking in account only these votes, the specific
candidate becomes a Condorcet winner. The Young winner is the candidate with the maximum Young
score.

The score of a given alternative is known to be hard to compute under either rule and so the computa-
tional problems that arise and we consider are related to the approximation of the voting rules proposed
by Dodgson and Young. We put forward two algorithms for approximating the Dodgson score: a com-
binatorial, greedy algorithm and an LP-based algorithm, both of which yield an approximation ratio of
Hm−1, where m is the number of alternatives and Hm−1 is the (m − 1)st harmonic number. We also
prove that there is no polynomial time algorithm that approximates the Dodgson score by (1/2− ε) lnm,
unless problems in NP have quasi-polynomial time algorithms. Despite the intuitive appeal of the greedy
algorithm, we argue that the LP-based algorithm has an advantage from a social choice point of view.
Further, we demonstrate that computing any reasonable approximation of the ranking produced by Dodg-
son’s rule is NP-hard. This result provides a complexity-theoretic explanation of sharp discrepancies that
have been observed in the social choice theory literature when comparing Dodgson elections with simpler
voting rules. Also, we show that the problem of calculating the Young score is NP-hard to approximate
by any factor. This leads to an inapproximability result for the Young ranking.

Although Dodgson’s rule is one of the most well-studied voting rules, it suffers from serious defi-
ciencies, both from the computational point of view — it is NP-hard even to approximate the Dodgson
score within sublogarithmic factors — and from the social choice point of view — it fails basic social
choice desiderata such as monotonicity and homogeneity. However, this does not preclude the existence
of approximation algorithms for Dodgson that are monotonic or homogeneous, and indeed it is natural
to ask whether such algorithms exist. In this thesis we give definitive answers to these questions. We
design a monotonic exponential-time algorithm that yields a 2-approximation to the Dodgson score, while
matching this result with a tight lower bound. We also present a monotonic polynomial-time O(logm)-
approximation algorithm (where m is the number of alternatives); this result is tight as well due to a
complexity-theoretic lower bound. Furthermore, we show that a slight variation on a known voting rule
yields a monotonic, homogeneous, polynomial-time O(m logm)-approximation algorithm, and establish
that it is impossible to achieve a better approximation ratio even if one just asks for homogeneity. We
complete the picture by studying several additional social choice properties; for these properties, we prove
that algorithms with an approximation ratio that depends only on m do not exist.

In this thesis we consider also the important computational problem of bribery in elections, where the
winning candidate is computed using a scoring voting rule. In the bribery problem we have an external



agent who wants to change the preferences of some voters to make his favorite candidate win the election
given a budget. In this thesis we consider scoring voting rules where the voter gives to the first candidate
κ points, λ points to his second most preferred candidate and zero points to all other candidates. We
prove that for this class of rules bribery is a computationally hard problem. The class of scoring voting
rules includes plurality and 2-approval for which an optimal bribing strategy can be computed efficiently
as well as 3-approval which is hard to bribe. Concluding we derive that the class of rules we consider is
one of the most simple scoring voting rules that are resistant to bribery.
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Kef�laio 1

Eisagwg 

Ta teleutaÐa qrìnia parathreÐtai èna suneq¸c auxanìmeno endiafèron apì thn pleur� thc je-

wrhtik c plhroforik c gia ta upologistik� probl mata pou prokÔptoun apì thn jewrÐa thc Koi-

nwnik c Epilog c (Social Choice Theory). H apaÐthsh gia koinwnik  dikaiosÔnh kai h ektetamènh

qr sh twn yhfofori¸n se diafìrouc tomeÐc thc anjr¸pinhc drasthriìthtac èqoun suntelèsei sto

gegonìc autì. Stic mèrec mac blèpoume na qrhsimopoioÔntai sÔnjetoi kanìnec yhfoforÐac akìmh

kai se bouleutikèc   dhmotikèc eklogèc. H sÔnjeth an�lush, apì upologistik c pleur�c, aut¸n

twn kanìnwn yhfoforÐac od ghse sth melèth diafìrwn upologistik¸n zhthm�twn pou phg�zoun

apì thn jewrÐa thc Koinwnik c Epilog c. H dom  thc diatrib c eÐnai h akìloujh.

Arqik� (sto Kef�laio 1) analÔoume th susqètish twn episthmonik¸n pedÐwn thc jewrÐac thc

Koinwnik c Epilog c kai thc Epist mhc twn Upologist¸n, mèsa apì thn opoÐa prokÔptei èna nèo

pedÐo ston tomèa thc epist mhc pou onom�zetai Upologistik  Koinwnik  Epilog . Skopìc eÐnai

na exhg soume poia eÐnai ta upologistik� zht mata pou ereun¸ntai sto nèo autì pedÐo, xekin¸ntac

apì th jewrÐa yhfofori¸n, miac kai autì eÐnai to antikeÐmeno pou ja mac apasqol sei ektenè-

stera. Se autì to plaÐsio analÔoume touc shmantikìterouc kanìnec yhfoforÐac pou up�rqoun

sth bibliografÐa kai anafèroume ta upologistik� zht mata apì ta opoÐa p�sqoun oi perissìteroi

apì autoÔc kai aforoÔn kurÐwc sthn upologistik  poluplokìthta kai sugkekrimèna sth duskolÐa

eÔreshc tou nikht  sÔmfwna me touc kanìnec autoÔc. Sth sunèqeia analÔoume probl mata pou

proèrqontai apì thn jewrÐa thc Koinwnik c Epilog c kai sugkekrimèna idiìthtec twn kanìnwn

yhfoforÐac pou den eÐnai epijumhtèc, ìpwc eÐnai h qeirag¸ghsh kai h dwrodokÐa se eklogèc. H

sÔndesh thc jewrÐac thc Koinwnik c Epilog c me thn Epist mh twn Upologist¸n kai thn upolo-

gistik  poluplokìthta prosfèrei ta aparaÐthta ergaleÐa ¸ste na antimetwpistoÔn ikanopoihtik�

aut� ta probl mata. AntistoÐqwc, meletoÔme ta upologistik� probl mata thc katanemhmènhc an�-

jeshc pìrwn afoÔ ed¸ prokÔptoun zht mata dikaiosÔnhc, megistopoÐhshc tou koinwnikoÔ ofèlouc

kai èlleiyhc z liac kat� to diamoirasmì pìrwn kai agaj¸n. 'Epeita, exet�zoume tic apait seic

pou up�rqoun gia thn poluplokìthta sthn epikoinwnÐa gia ta upologistik� zht mata thc Upo-

logistik c Koinwnik c Epilog c pou èqoume anafèrei prohgoumènwc, en¸ telei¸nontac to pr¸to
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kef�laio parousi�zoume to ereunhtikì antikeÐmeno kai th suneisfor� thc diatrib c.

H upìloiph diatrib  domeÐtai wc ex c.

• Sto Kef�laio 2 parousi�zontai apotelèsmata gia thn prosèggish twn kanìnwn yhfoforÐac

tou Dodgson kai tou Young, xekin¸ntac apì touc orismoÔc twn kanìnwn yhfoforÐac kai thn

an�lush twn problhm�twn pou parousi�zoun apì upologistik c pleur�c. Parousi�zontai

nèoi algìrijmoi kai gÐnetai axiolìghsh twn apotelesm�twn.

• Sto Kef�laio 3 analÔetai h adunamÐa tou kanìna tou Dodgson na ikanopoi sei basikèc

idiìthtec thc jewrÐac thc Koinwnik c Epilog c. ProteÐnontai proseggistikoÐ algìrijmoi gia

ton kanìna tou Dodgson pou ikanopoioÔn autèc tic basikèc idiìthtec, en¸ gÐnetai anafor�

sth qrhsimìthta twn proseggistik¸n aut¸n algorÐjmwn.

• Sto Kef�laio 4 parousi�zetai to upologistikì prìblhma thc dwrodokÐac se eklogèc kai

apodeiknÔetai tautìqrona ìti akìmh kai se ènan aplì kai fainomenik� eÔkolo kanìna yhfo-

forÐac, to prìblhma thc dwrodokÐac eÐnai upologistik� dÔskolo.

• Tèloc, sto Kef�laio 5 parousi�zetai sunolik  axiolìghsh twn sumperasm�twn mac kai

topojèthsh thc sumbol c thc diatrib c.

1.1 Ti eÐnai h Upologistik  Koinwnik  Epilog 

H jewrÐa thc Koinwnik c Epilog c afor� sth sqedÐash kai an�lush mejìdwn gia l yh sul-

logik¸n apof�sewn. Ta teleutaÐa qrìnia h epist mh twn upologist¸n kai h teqnht  nohmosÔnh

(TN) diadramatÐzoun oloèna kai pio energì rìlo sthn Koinwnik  Epilog , en¸ èqoun anaptuqjeÐ

duo diaforetikèc kateujÔnseic èreunac. H pr¸th apì autèc, afor� sthn eisagwg  ennoi¸n kai

mejìdwn apì thn TN gia thn epÐlush erwthm�twn pou arqik� phg�zoun apì thn Koinwnik  Epi-

log . 'Enausma gia aut n th kateÔjunsh apotèlese to gegonìc ìti oi jewrhtikoÐ thc Koinwnik c

Epilog c èqoun epikentrwjeÐ sthn kajièrwsh afhrhmènwn apotelesm�twn pou sqetÐzontai me thn

Ôparxh diadikasi¸n pou ikanopoioÔn sugkekrimèna erwt mata, all� ta upologistik� zht mata pou

sqetÐzontai me aut� den èqoun analujeÐ epark¸c. Gia par�deigma, en¸ den eÐnai dunatì na sqe-

diasteÐ èna prwtìkollo yhfoforÐac pou na k�nei adÔnato gia èna yhfofìro na klèyei me ton èna

trìpo   ton �llon, mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti to na klèyei k�poioc epituq¸c eÐnai èna upologistik�

dÔskolo prìblhma, gegonìc pou jewreÐtai epijumhtì sthn pr�xh. Autì deÐqnei thn prosfor� thc

TN kai genikìtera thn epÐdrash thc epist mhc twn upologist¸n sthn epÐlush problhm�twn thc

jewrÐac thc Koinwnik c Epilog c. Ektìc apì th jewrhtik  an�lush thc poluplokìthtac twn prw-

tokìllwn yhfoforÐac, �lla qarakthristik� paradeÐgmata sthn Upologistik  Koinwnik  Epilog 

apoteloÔn o epÐshmoc orismìc kai h epal jeush twn koinwnik¸n diadikasi¸n (ìpwc oi algìrij-

moi dÐkaihc katanom c) qrhsimopoi¸ntac majhmatik  logik , kaj¸c kai h efarmog  diadikasi¸n
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pou anaptÔqjhkan apì thn TN kai th logik  sth sumbatik  anapar�stash twn protim sewn se

sunduastikèc perioqèc (ìpwc h suz thsh p�nw se adiaÐretouc pìrouc   h yhfoforÐa gia epitropèc).

H deÔterh gramm  èreunac sthn Upologistik  Koinwnik  Epilog  deÐqnei proc thn antÐjeth

kateÔjunsh, kaj¸c asqoleÐtai me thn eisagwg  ennoi¸n kai diadikasi¸n apì th jewrÐa aut  gia

thn epÐlush erwthm�twn pou prokÔptoun sthn Epist mh twn Upologist¸n kai sthn TN. Qarakth-

ristikì par�deigma apoteleÐ h perÐptwsh thc efarmog c twn diadikasi¸n thc Koinwnik c Epilog c

sthn an�ptuxh susthm�twn kat�taxhc pou qrhsimopoioÔn oi mhqanèc anaz thshc sto Internet.

'Ola aut� dhmiourgoÔn mia genikìterh t�sh gia diepisthmonik  èreuna pou perilamb�nei apì

thn mia pleur� th jewrÐa apof�sewn, th jewrÐa paignÐwn, thn koinwnik  epilog  kai thn oiko-

nomik  jewrÐa euhmerÐac, kai apì thn �llh thn plhroforik , thn teqnht  nohmosÔnh, thn èreuna

diadikasi¸n, kai thn upologistik  logik . Jetikì stoiqeÐo apoteleÐ ìti o euergetikìc antÐktupoc

thc èreunac sth jewrÐa paignÐwn kai thn plhroforik   dh anagnwrÐzetai kai odhgeÐ se shmantik 

prìodo se tomeÐc ìpwc oi sunduastikèc dhmoprasÐec, o sqediasmìc mhqanism¸n kai oi efarmogèc

sto hlektronikì empìrio. Up�rqoun dÔo diakritèc kateujunt riec grammèc sÔmfwna me tic opoÐ-

ec ja mporoÔsame na taxinom soume ta jèmata pou exet�sthkan apì thn upologistik  koinwnik 

epilog :

1. H fÔsh tou probl matoc thc koinwnik c epilog c pou exet�zetai kai

2. O tÔpoc thc upologistik c teqnik c pou melet�tai.

Autèc oi dÔo grammèc eÐnai anex�rthtec wc èna bajmì. Parajètoume arqik� ènan (mh leptomer )

kat�logo jem�twn pou empÐptoun sthn pr¸th perÐptwsh:

Sun�jroish protim sewn - H sun�jroish twn protim sewn eÐnai mia sullog  P =<

P1, ..., Pn > apì tic protim seic memonwmènwn yhfofìrwn (profÐl protim sewn) se mia sullogik 

protÐmhsh P ∗. Merikèc forèc endiaferìmaste mìno gia ton kajorismì enìc koinwnik� apodektoÔ

upoyhfÐou   enìc uposunìlou twn koinwnik� protim¸menwn upoyhfÐwn par� gia mia sunolik 

protÐmhsh: mia sun�rthsh koinwnik c epilog c antistoiqÐzei mia sullogik  protÐmhsh P se ènan

mìno upoy fio, en¸ mia antistoiqÐa koinwnik c epilog c antistoiqÐzei mia sullogik  protÐmhsh P

se èna mh kenì uposÔnolo upoyhfÐwn. H pr¸th aut  perÐptwsh moi�zei me autèc pou perigr�fontai

sth sunèqeia, oi opoÐec sun jwc exet�zoun k�poio eÐdoc sun�jroishc protim sewn, all� se pio

sugkekrimèno plaÐsio.

JewrÐa yhfofori¸n (eklog¸n) - H yhfoforÐa eÐnai ènac apì touc dhmofilèsterouc

trìpouc gia na ft�soume se koin� apodektèc apof�seic. Oi ereunhtèc sth jewrÐa thc koinwnik c

epilog c èqoun proteÐnei di�forouc kanìnec yhfoforÐac kai èqoun melet sei ekten¸c tic idiìthtec

touc. IdiaÐterh anafor� se di�forouc kanìnec yhfoforÐac perilamb�netai p.q. sthn ergasÐa twn

Brams kai Fishburn [17]. ParadeÐgmatoc q�rin ènac aplìc kanìnac yhfoforÐac eÐnai autìc pou

upologÐzei èna bajmì gia k�je upoy fio me b�sh th jèsh tou se k�je profÐl protÐmhshc kai
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epilègei ton upoy fio me to megalÔtero �jroisma bajm¸n. Parak�tw ja analÔsoume arketoÔc

apì touc plèon shmantikoÔc kanìnec yhfoforÐac.

Katanom  twn pìrwn kai dÐkaih diamèrish - H katanom  twn pìrwn twn adiaÐretwn

agaj¸n stoqeÔei ston katamerismì twn stoiqeÐwn apì èna peperasmèno sÔnolo R sta mèlh enìc

sunìlou apì N ontìthtec, lamb�nontac upìyh tic protim seic touc gia ìlec tic pijanèc dèsmec

agaj¸n. Sto kentrikì prìblhma katanom c, o katamerismìc autìc kajorÐzetai apì mia kentrik 

arq  sthn opoÐa oi ontìthtec èqoun d¸sei tic protim seic touc ek twn protèrwn. Sta katanemhmèna

probl mata, oi ontìthtec diapragmateÔontai, koinopoioÔn ta endiafèront� touc kai antall�ssoun

ta agaj� kat� thn di�rkeia diafìrwn gÔrwn kai endeqomènwc me polÔpleuro trìpo. Mia episkì-

phsh twn zhthm�twn sthn katanom  twn pìrwn paratÐjetai sto [26]. Genikìtera mporoÔme na

diakrÐnoume dÔo tÔpouc krithrÐwn gia thn axiolìghsh thc poiìthtac miac katanom c pìrwn: thn

apodotikìthta kai th dikaiosÔnh. To plèon jemeli¸dec krit rio apodotikìthtac eÐnai h apodoti-

kìthta kat� Pareto ìpou mia katanom  prèpei na eÐnai tètoia ¸ste na mhn up�rqei enallaktik 

katanom  pou ja  tan kalÔterh gia merikèc ontìthtec, en¸ tautìqrona den prèpei na eÐnai qeirì-

terh gia opoiad pote apì tic �llec katanomèc. 'Ena par�deigma gia èna krit rio dikaiosÔnhc eÐnai

h mh Ôparxh z leiac (envy-freeness): mia katanom  lème ìti den eÐnai zhlìfjonh an kai mìno an,

kami� ontìthta den epijumeÐ th dèsmh pou katèqei k�poia apì tic upìloipec ontìthtec.

Sqhmatismìc sunaspismoÔ - Se pollèc peript¸seic, oi ontìthtec den antagwnÐzontai

all� ant' autoÔ sunerg�zontai, ìpwc sthn perÐptwsh pou jèloun na ulopoi soun apotelesmatik�

èna dedomèno stìqo. Ac upojèsoume, gia par�deigma ìti h ontìthta x antameÐbetai me 10 ìtan

ekteleÐ èna dedomèno stìqo, en¸ h ontìthta y me 20. E�n diamorf¸soun mia om�da, to kèrdoc touc

mporeÐ na ft�sei mèqri 50. AntÐstoiqh perÐptwsh apì thn kajhmerinìthta ja  tan to par�deigma

dÔo mousik¸n, ìtan paÐzoun eÐte sìlo eÐte se ntouèto. O sqhmatismìc sunaspismoÔ melet� dÔo

erwt seic: p¸c ja dhmiourghjoÔn sunaspismoÐ gia èna dedomèno prìblhma, kai p¸c prèpei na

diairejeÐ to pleìnasma metaxÔ twn mel¸n tou sunaspismoÔ (efìson èqoun lÔsei to prìblhma

beltistopoÐhshc). Exairetik c spoudaiìthtac eÐnai sto shmeÐo autì h ènnoia thc eust�jeiac ìpou

mia ontìthta den prèpei na èqei kanèna kÐnhtro gia na egkataleÐyei to sunaspismì. Autèc oi

erwt seic melet¸ntai ston tomèa thc sunergatik c jewrÐac paignÐwn [100], kai èqoun parousiasteÐ

di�forec sqetikèc proseggÐseic.

Sun�jroish krÐsewn kai sugq¸neush pepoij sewn - O tomèac thc sun�jroishc

krÐsewn stoqeÔei sth melèth tou p¸c mia om�da atìmwn prèpei na ajroÐsei tic atomikèc krÐseic twn

mel¸n thc gia merikèc diasundedemènec prot�seic, stic antÐstoiqec sullogikèc krÐseic gia autèc tic

prot�seic. Tètoia probl mata sun�jroishc emfanÐzontai se poll� diaforetik� sullogik� ìrgana

l yhc apof�sewn. H sugq¸neush pepoij sewn eÐnai èna paremferèc prìblhma pou sqetÐzetai me

thn exeÔresh trìpwn ¸ste na ajroistoÔn di�forec atomikèc b�seic pepoij sewn se mia sullogik 

(oi sundèseic metaxÔ twn dÔo problhm�twn parousi�zontai apì touc Eckert kai Pigozzi [47], [102]).

Sust mata taxinìmhshc - Ta apokaloÔmena {sust mata taxinìmhshc} eÐnai mia paralla-
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g  thc klassik c jewrÐac koinwnik c epilog c ìpou to sÔnolo twn yhfofìrwn kai to sÔnolo twn

upoyhfÐwn sumpÐptoun. H pio gnwst  oikogèneia tètoiwn susthm�twn eÐnai h taxinìmhsh selÐdwn

apì mhqanèc anaz thshc (p.q., [2], [119]).

1.2 JewrÐa yhfofori¸n

H jewrÐa yhfofori¸n (eklog¸n) prwtoemfanÐsthke sta tèlh tou 18ou ai¸na upì thn epÐdrash

thc Gallik c Epan�stashc. Tìte �rqisan na proteÐnontai sust mata kai trìpoi eklog c pou

skopì eÐqan th dÐkaih anak ruxh tou nikht  miac yhfoforÐac   eklog c.

H arq  ègine apì ton Borda [12] kai ton Marquis de Condorcet [39]. Ta perissìtera apì ta

sust mata pou prot�jhkan esti�zoun stic idiìthtec twn susthm�twn yhfoforÐac gia kubernhtikèc

eklogèc   l yh apof�sewn se epitropèc [11]. Gia èna meg�lo di�sthma den up rxe antÐstoiqh

èreuna sta sust mata aut�. Sta tèlh ìmwc tou 20oÔ ai¸na h emf�nish efarmog¸n meg�lhc

klÐmakac gia exìruxh plhroforÐac, kat�taxh kai an�kths  thc metèjese ta sust mata yhfoforÐac

sthn èreuna thc epist mhc twn upologist¸n. Autì sunèbh diìti probl mata san thn kat�taxh

sunìlwn ([1, 36, 46]) mporoÔn na jewrhjoÔn wc probl mata eklog¸n. Sta probl mata kat�taxhc

sunìlwn, dÐdetai èna sÔnolo apì diaforetikèc katat�xeic (p.q. ta apotelèsmata apì diaforetikèc

mhqanèc anaz thshc istoselÐdwn se èna sugkekrimèno er¸thma) gia to Ðdio sÔnolo dedomènwn (p.q.

istoselÐdec sqetikèc me to er¸thma), kai o skopìc eÐnai na epilegeÐ mia monadik  kat�taxh pou

na eÐnai kont� se ìlec tic katat�xeic sÔmfwna me èna pl rwc aposafhnismèno krit rio. Se autì

to par�deigma, oi diaforetikèc mhqanèc anaz thshc eÐnai oi yhfofìroi kai k�je selÐda antistoiqeÐ

se èna upoy fio, en¸ o skopìc sÔmfwna me to opoÐon upologÐzetai h monadik  kat�taxh eÐnai

o kanìnac yhfoforÐac. EÐnai fanerì ìti se tètoiec efarmogèc h apìfash gia to poioc eÐnai o

nikht c twn eklog¸n den eÐnai to mìno prìblhma afoÔ sun jwc apaiteÐtai h pl rhc kat�taxh twn

upoyhfÐwn.

To basikì loipìn er¸thma sto opoÐo prospajeÐ na apant sei h jewrÐa twn eklog¸n eÐnai to

poioc upoy fioc antanakl� kalÔtera to koinwnikì kalì. 'Eqontac wc dedomèno èna sÔnolo yhfo-

fìrwn pou katat�ssoun èna sÔnolo upoyhfÐwn, poioc eÐnai o upoy fioc ekeÐnoc pou ja epilegeÐ

wc nikht c? O G�lloc majhmatikìc, filìsofoc kai ènac apì touc pr¸touc politikoÔc epist monec

Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat, marquis de Condorcet, prìteine to akìloujo diaisjhtikì

krit rio: nikht c prèpei na eÐnai ènac upoy fioc pou kerdÐzei ìlouc touc �llouc upoyhfÐouc se

mia an� zeÔgoc eklog . Autì shmaÐnei ìti ènac upoy fioc protim�tai se sqèsh me opoiond pote

�llo apì thn pleioyhfÐa twn yhfofìrwn. Gia par�deigma, o upoy fioc a protim�tai se sqèsh me

ton b ìtan stouc parap�nw apì touc misoÔc yhfofìrouc o a brÐsketai pio yhl� sthn protÐmhs 

touc. Dustuq¸c ìmwc oi protim seic thc pleioyhfÐac mporeÐ na eÐnai kuklikèc. Gia par�deigma se

mia eklog  me 3 upoyhfÐouc, o upoy fioc a na protim�tai se sqèsh me ton b kai o b se sqèsh me

ton c all� o c na protim�tai se sqèsh me ton a. Tìte den mporeÐ na kajoristeÐ o nikht c twn
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eklog¸n sÔmfwna me autì to krit rio. To fainìmeno autì onom�zetai par�doxo tou Condorcet

gia thn par�kamyh tou opoÐou polloÐ ereunhtèc prìteinan thn eklog  enìc upoyhfÐou pou na eÐnai

ìso pio kont� gÐnetai sto nikht  Condorcet. Up�rqoun diaforetikèc idèec ìson afor� sto pìso

pio kont� eÐnai ènac upoy fioc sto nikht  me b�sh ton Condorcet pou odhgoÔn se diaforetik�

sust mata eklog¸n.

Parak�tw anafèrontai sunoptik� oi kuriìterec mèjodoi eklog¸n pou up�rqoun sth jewrÐa thc

koinwnik c epilog c, oi opoÐec anadeiknÔoun ton nikht  kai thn kat�taxh twn upoyhfÐwn mèsa apì

mia diadikasÐa yhfoforÐac.

Mèjodoc ajroÐsmatoc htt¸n: Se k�je upoy fio dÐnetai ènac bajmìc Ðsoc me to �jroi-

sma ìlwn twn diafor¸n ìtan èqei htthjeÐ se an� zeÔgh anametr seic me �llouc upoyhfÐouc. Se

perÐptwsh pou èqei kerdÐsei h diafor� den prosmetr�tai sto bajmì. O upoy fioc me to qamhlìtero

bajmì anakhrÔssetai nikht c.

Mèjodoc Borda: K�je upoy fioc paÐrnei èna bajmì gia k�je upoy fio pou eÐnai k�tw apì

autìn sthn kat�taxh kai misì bajmì gia k�je upoy fio me ton opoÐo brÐsketai sthn Ðdia jèsh. O

upoy fioc me to sunolikì uyhlìtero bajmì kerdÐzei. Autìc o bajmìc suqn� onom�zetai arÐjmhsh

Borda (Borda Count).

Mèjodoc Black: ProteÐnei wc nikht  ton nikht  Condorcet an up�rqei, alli¸c ton nikht 

Borda.

Mèjodoc Bucklin: Oi yhfofìroi yhfÐzoun touc upoyhfÐouc an�loga me th seir� protÐ-

mhs c touc. Pr¸ta lamb�nontai upìyin oi y foi pr¸thc epilog c. An ènac upoy fioc èqei thn

pleioyhfÐa, tìte autìc ja eÐnai kai o nikht c, eid�llwc oi y foi deÔterhc epilog c prostÐjentai

se autèc thc pr¸thc. An brejeÐ upoy fioc me pleioyhfÐa tìte anadeiknÔetai nikht c, an ìmwc de

brejeÐ, tìte suneqÐzetai h prìsjesh kai twn epìmenwn kathgori¸n epilog c èwc ìtou k�poiouc

apì touc upoyhfÐouc na anakhruqjeÐ nikht c.

Mèjodoc Copeland: O bajmìc Copeland k�je upoyhfÐou upologÐzetai an afairèsoume ton

arijmì twn upoyhfÐwn pou ton kerdÐzoun se an� zeÔgh anametr seic apì ton arijmì twn upoyhfÐwn

ènanti twn opoÐwn upertereÐ. O upoy fioc me ton uyhlìtero bajmì Copeland kerdÐzei.

Mèjodoc Dodgson: O bajmìc Dodgson eÐnai o el�qistoc arijmìc antallag¸n metaxÔ

geitonik¸n upoyhfÐwn stic protim seic twn yhfofìrwn prokeimènou na gÐnei ènac sugkekrimènoc

upoy fioc nikht c sÔmfwna me to krit rio tou Condorcet. O nikht c kat� Dodgson eÐnai opoios-

d pote upoy fioc me to mikrìtero bajmì Dodgson.

Mèjodoc ègkrishc (approval): Sthn genik  morf  tou kanìna autoÔ o yhfofìroc

yhfÐzei ìsouc upoyhfÐouc epijumeÐ en¸ up�rqoun kai pio eidikèc morfèc thc mejìdou ìpou oi

upoy fioi pou mporeÐ na yhfÐsei ènac yhfofìroc periorÐzontai se èna sugkekrimèno arijmì. O

upoy fioc me tic perissìterec y fouc kerdÐzei.

Mèjodoc elaqÐstou-megÐstou: Se k�je upoy fio dÐdetai ènac bajmìc pou isoÔtai me th

megalÔterh diafor� apì thn opoÐa autìc o upoy fioc q�nei se mia an� zeÔgoc eklog . O bajmìc
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0 dÐdetai an den up�rqoun  ttec gia ton upoy fio. O upoy fioc me to qamhlìtero bajmì kerdÐzei.

Mèjodoc IRV: Skopìc thc mejìdou aut c eÐnai na brejeÐ gia k�je upoy fio (an�mesa se

autoÔc pou den èqoun diagrafeÐ) o sunolikìc arijmìc yhfofìrwn pou ton katat�ssoun pr¸to.

Katìpin diagr�fetai o upoy fioc me to qamhlìtero bajmì en¸ h diadikasÐa epanalamb�netai mèqri

na meÐnei ènac upoy fioc pou eÐnai o nikht c.

Mèjodoc Kemeny-Young: O yhfofìroc katat�ssei me seir� protÐmhshc touc upoyhfÐouc

en¸ èqei to idiaÐtero qarakthristikì tou na mporeÐ na katat�xei perissìterouc apì ènan upoy fiouc

sthn Ðdia seir�. Ta b mata gia thn efarmog  autoÔ tou kanìna eÐnai duo. Arqik� sugkroteÐtai ènac

pÐnakac pou upologÐzei an� zeÔgh touc upoyhfÐouc sÔmfwna me tic protim seic twn yhfofìrwn.

Sth sunèqeia, exet�zontai ìlec oi pijanèc katat�xeic upoyhfÐwn kai upologÐzetai ènac bajmìc gia

k�je kat�taxh pou isoÔtai me to �jroisma twn zeug¸n tou parap�nw pÐnaka. H kat�taxh me to

megalÔtero bajmì eÐnai h nik tria kat� Kemeny-Young.

Mèjodoc Nanson: SÔfwna me aut  th mèjodo diagr�fontai ìsoi upoy fioi èqoun arÐjmhsh

Borda Ðsh   mikrìterh thc mèshc arÐjmhshc Borda twn upoyhfÐwn. Autì epanalamb�netai mèqri

na parameÐnei ènac upoy fioc.

Mèjodoc PleioyhfÐac: Ed¸, k�je yhfofìroc yhfÐzei mìno èna upoy fio. O upoy fioc

me tic perissìterec y fouc kerdÐzei.

Mèjodoc Slater: To MP eÐnai to gr�fhma tou opoÐou oi korufèc eÐnai oi upoy fioi kai

perièqei thn akm  x→ y an kai mìno an mia austhr� pleioyhfÐa yhfofìrwn protimoÔn ton x apì

ton y. O kanìnac tou Slater antistoiqeÐ n atomik� profÐl protim sewn P1, ..., Pn se èna sunolikì

profÐl (kat�taxh Slater) elaqistopoi¸ntac thn apìstash gia to gr�fhma pleioyhfÐacMP to opoÐo

ep�getai apì to P .

Mèjodoc Smith: To sÔnolo Smith eÐnai to mikrìtero mh kenì sÔnolo upoyhfÐwn ètsi

¸ste opoiosd pote upoy fioc tou sunìlou kerdÐzei an� zeÔgoc opoiond pote upoy fio ektìc tou

sunìlou. SÔmfwna me th mèjodo aut , ìla ta mèlh tou sunìlou Smith eÐnai nikhtèc.

Mèjodoc STV (Single Transferable Vote): Oi eklogèc gÐnontai se gÔrouc, me touc

yhfofìrouc na dÐnoun èna bajmì ston upoy fio pou katat�ssoun uyhlìtera se k�je gÔro. O

upoy fioc me touc ligìterouc bajmoÔc apokleÐetai. H mèjodoc aut  qrhsimopoieÐtai stic ejnikèc

eklogèc sthn IrlandÐa, sthn AustralÐa kai sth M�lta kai se topikèc eklogèc sthn N. ZhlandÐa

kai sth SkwtÐa.

Mèjodoc Young: O bajmìc Young enìc upoyhfÐou eÐnai to mègejoc tou megalÔterou

uposunìlou yhfofìrwn ètsi ¸ste, an lamb�nontai upìyin mìno aut� ta yhfodèltia, o dedomènoc

upoy fioc na gÐnetai nikht c Condorcet. Nikht c kat� Young eÐnai opoiosd pote upoy fioc me

mègisto bajmì. Enallaktik� o nikht c kat� Young eÐnai o upoy fioc pou anadeiknÔetai nikht c

kat� Condorcet afair¸ntac touc ligìterouc yhfofìrouc.

Apì touc proanaferjèntec kanìnec eklog¸n, oi plèon melethmènoi eÐnai autoÐ twn Dodgson

([42]) kai Young ([126]). An kai autoÐ oi dÔo kanìnec eklog c parousi�zoun endiafèron, eÐnai
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gnwstì ìti eÐnai dÔskolo na upologistoÔn. 'Hdh apì to 1989 oi Bartholdi, Tovey kai Trick [6]

èdeixan ìti o upologismìc tou bajmoÔ Dodgson eÐnai èna pl rec gia thn kl�sh NP prìblhma kai

ètsi o entopismìc tou nikht  kat� Dodgson eÐnai èna epÐshc upologistik� dÔskolo prìblhma. Au-

t  h shmantik  ergasÐa  tan apì tic pr¸tec pou qrhsimopoÐhsan teqnikèc jewrÐac upologistik c

poluplokìthtac sth jewrÐa koinwnik c epilog c. Argìtera ta apotelèsmata epekt�jhkan kai apì

touc Hemaspaandra k.�. [67] oi opoÐoi apèdeixan ìti to prìblhma apìfashc gia to e�n ènac sugke-

krimènoc upoy fioc eÐnai nikht c Dodgson eÐnai èna upologistik� dÔskolo prìblhma. Dustuq¸c,

polloÐ �lloi kanìnec yhfoforÐac ìpwc autoÐ twn Kemeny [74], Slater [118], kai Young [126] è-

qoun epÐshc apodeiqjeÐ dÔsqrhstoi miac kai o upologismìc tou nikht  apoteleÐ èna upologistik�

dÔskolo prìblhma (Kemeny [69], Slater [29], Young [110]).

Ta apotelèsmata twn ergasi¸n pou proanafèrjhkan ([6] kai [67]) den parèqoun epiplèon stoi-

qeÐa gia th duskolÐa prosèggishc miac eklog c Dodgson kai apl¸c dhl¸noun ìti eÐnai dÔskolo na

apofasisteÐ e�n ènac dedomènoc upoy fioc èqei   ìqi mikrìtero bajmì Dodgson apì k�poion �llo

upoy fio pou èqei uyhlìtero bajmì Dodgson apì touc �llouc upoyhfÐouc. Me apl� lìgia ènac

kanìnac epilog c poluwnumikoÔ qrìnou den mporeÐ na proseggÐsei akrib¸c thn kat�taxh ìlwn twn

upoyhfÐwn se mia kat�taxh kat� Dodgson. Gia autì to lìgo èqoun gÐnei pollèc prosp�jeiec na

sugkrijeÐ to apotèlesma miac eklog c Dodgson me eklogèc pou basÐzontai se aploÔsterouc ka-

nìnec epilog c, tètoiec sugkrÐseic ìmwc p�ntote apok�luptan èntonec diaforèc. Gia par�deigma, o

nikht c Dodgson mporeÐ na brejeÐ se opoiad pote jèsh sthn kat�taxh sÔmfwna me ton kanìna tou

Kemeny [107]   tou Borda [108]. EpÐshc h kat�taxh tou Dodgson mporeÐ na eÐnai akrib¸c antÐjeth

me tou Borda [78] kai tou Copeland ([76]), kai antistrìfwc o nikht c twn eklog¸n Kemeny kai

Slater mporeÐ na eÐnai opoud pote sthn kat�taxh kat� Dodgson [77].

Ta parap�nw apotelèsmata apotèlesan to ènausma gia thn prosèggish tou upologismoÔ tou

bajmoÔ enìc upoyhfÐou eÐte me ton kanìna tou Dodgson eÐte me ton kanìna tou Young miac kai

apoteleÐ èna endiafèron upologistikì prìblhma, wc èna pedÐo efarmog c algorijmik¸n teqnik¸n.

Bèbaia apì thn optik  gwni� thc jewrÐac koinwnik c epilog c den eÐnai �mesa profanèc ìti mia

prosèggish enìc kanìna yhfoforÐac eÐnai h epijumht , efìson mporeÐ na eklegeÐ ènac upoy fioc

pou den eÐnai yhl� stic protim seic twn yhfofìrwn (p.q. ènac upoy fioc pou den eÐnai o pio

kontinìc se nikht  kat� Condorcet). 'Omwc apodeiknÔoume se aut  th diatrib  ìti h qr sh pro-

sèggishc eÐnai epijumht . Pr�gmati, stic peript¸seic twn kanìnwn twn Dodgson kai Young, o

nikht c pou upologÐzoun eÐnai mia prosèggish tou nikht  sÔmfwna me ton kanìna tou Condorcet.

Oi algìrijmoi prosèggishc mporoÔn na jewrhjoÔn wc isodÔnamoi me nèouc kanìnec yhfoforÐac,

pou egguhmèna eklègoun èna upoy fio pou den eÐnai polÔ makri� apì ton nikht  Condorcet. 'Etsi

loipìn sqedi�zoume duo algìrijmouc, èna nteterministikì kai ènan pijanotikì, me lìgo prosèggi-

shc tou bajmoÔ Dodgson O(logm), ìpou m eÐnai o arijmìc twn upoyhfÐwn [23] en¸ h ereÔna mac

epekteÐnetai kai sto sqediasmì proseggistik¸n algìrijmwn pou plhroÔn epijumhtèc koinwnikèc

idiìthtec [24].
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1.3 Upologistik� zht mata poluplokìthtac sthn Qeira-

g¸ghsh kai DwrodokÐa Eklog¸n

'Ena polÔ shmantikì upologistikì z thma thc jewrÐac thc Koinwnik c Epilog c pou èqei me-

lethjeÐ ekten¸c eÐnai autì thc poluplokìthtac tou elègqou kai thc qeirag¸ghshc twn eklog¸n.

Sthn qeirag¸ghsh mia om�da apì par�gontec (qeiragwgoÔc) prosjètei th dik  thc lÐsta proti-

m sewn (dhlad  nèouc yhfofìrouc) ¸ste na k�nei k�poion sugkekrimèno upoy fio thc areskeÐac

touc nikht . Ac doÔme èna par�deigma qeirag¸ghshc. 'Estw 3 upoy fioi c1, c2, c3 kai 5 yhfofìroi

apì touc opoÐouc oi 2 èqoun to profÐl protÐmhshc c1 � c2 � c3, 2 �lloi yhfofìroi èqoun to profÐl

protÐmhshc c2 � c1 � c3, kai o teleutaÐoc yhfofìroc èqei to profÐl protÐmhshc c3 � c1 � c2. E�n

qrhsimopoieÐtai o kanìnac thc pleioyhfÐac, o teleutaÐoc yhfofìroc ja èqei sumfèron na yhfÐsei a-

neilikrin¸c ton c1 sthn koruf , epeid  o epijumhtìc upoy fioc tou, o c3, den èqei kamÐa pijanìthta

na nik sei. H shmasÐa twn susthm�twn yhfoforÐac prok�lese thn diereÔnhsh thc euaisjhsÐac twn

kanìnwn yhfoforÐac sthn qeirag¸ghsh. EpÐshc melet jhkan kai �lloi kÐndunoi ìpwc o èlegqoc

kai h dwrodokÐa twn eklog¸n. Gia par�deigma, oi diorganwtèc miac eklogik c diadikasÐac mporoÔn

na prospaj soun na elègxoun to apotèlesma twn eklog¸n mèsw diadikastik¸n kìlpwn ìpwc h

prìsjesh/afaÐresh upoyhfÐwn,   h enj�rrunsh/apoj�rrunsh yhfofìrwn. H klassik  jewrÐa

thc Koinwnik c Epilog c asqoleÐtai me to pìso pijanìc eÐnai ènac tètoioc diadikastikìc èlegqoc.

'Omwc apodeÐqjhke ìti parìlo pou up�rqei h dunatìthta elègqou   qeirag¸ghshc eklog¸n, eÐnai

akìmh dÔskolo na entopisjoÔn oi enèrgeiec pou apaitoÔntai ¸ste na ephre�soume ton èlegqo  

thn qeirag¸ghsh. 'Enac lìgoc eÐnai ìti ta probl mata upologismoÔ elègqou, qeirag¸ghshc kai

dwrodokÐac eÐnai upologistik� dÔskola gia arketoÔc kanìnec yhfoforÐac. H poluplokìthta tou

elègqou gia to poioc eÐnai o nikht c twn eklog¸n melet jhke arqik� apì touc Bartholdi, Tovey

kai Trick [7] kai argìtera apì polloÔc �llouc ereunhtèc ([68], [57] kai [92]). H akeraiìthta miac

eklogik c diadikasÐac den kinduneÔei mìno apì touc diorganwtèc all� kai apì touc yhfofìrouc

(qeirag¸ghsh), pou mporoÔn na yhfÐsoun b�sei strathgik c (kai ìqi sÔmfwna me tic pragmatikèc

touc protim seic) ¸ste na petÔqoun to apotèlesma pou protimoÔn. 'Ena jemeli¸dec je¸rhma thc

Koinwnik c Epilog c, autì twn Gibbard-Satterthwaite ([65] kai [113]) deÐqnei ìti ousiastik� ìla

ta sust mata eklog¸n mporoÔn na qeiragwghjoÔn. 'Etsi eÐnai shmantikì na broÔme gia poia sust -

mata eÐnai upologistik� dÔskolh h qeirag¸ghsh. H èreuna xekÐnhse apì touc Bartholdi, Tovey kai

Trick [5], sÔmfwna me touc opoÐouc up�rqoun sust mata pou eÐnai trwt� sth qeirag¸ghsh (dhlad 

mporoÔme na poÔme se poluwnumikì qrìno e�n kai p¸c ènac dedomènoc upoy fioc mporeÐ na gÐnei

o nikht c) kai sust mata pou antistèkontai sth qeirag¸ghsh (dhlad  eÐnai upologistik� dÔskolo

na upologisteÐ o nikht c). Sugkekrimèna apèdeixan ìti h qeirag¸ghsh tou kanìna thc pleioyhfÐac

mporeÐ na epilujeÐ se poluwnumikì qrìno. H èreuna argìtera suneqÐsthke apì polloÔc �llouc

ereunhtèc me èmfash se parallagèc tou basikoÔ probl matoc thc qeirag¸ghshc ([34] kai [66]). To

prìblhma thc qeirag¸ghshc me b�rh eÐnai to basikì prìblhma thc qeirag¸ghshc me to periorismì
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ìti k�je yhfofìroc èqei b�roc (p.q. b�roc a isodunameÐ me a aploÔc yhfofìrouc monadiaÐou b�-

rouc). Sthn ergasÐa [66] melet�tai to prìblhma thc α-qeirag¸ghshc, ìpou α = (α1, ..., αm) ènac

pÐnakac me bajmoÔc. Dhlad  o upoy fioc pou eÐnai pr¸toc sthn protÐmhsh k�poiou yhfofìrou

paÐrnei α1 bajmoÔc, o upoy fioc pou eÐnai deÔteroc α2 kai oÔtw kajex c. Sth perÐptwsh pou

α2 = ... = αm tìte to prìblhma epilÔetai gr gora eid�llwc se ìlec tic �llec peript¸seic to

prìblhma eÐnai upologistik� dÔskolo. Epiplèon kai h qeirag¸ghsh tou kanìna STV eÐnai upolo-

gistik� dÔskolo prìblhma [4]. O lìgoc pou eÐnai endiafèrousa aut  h ereunhtik  anaz thsh eÐnai

ìti e�n to prìblhma upologismoÔ thc qeirag¸ghshc eÐnai dÔskolo upologistik�, tìte oi yhfofìroi

ja stamat soun thn qeirag¸ghsh kai ja ekfr�soun tic eilikrineÐc protim seic touc. Dhlad , eÐnai

apì tic lÐgec forèc pou h poluplokìthta den èqei arnhtikì rìlo kaj¸c ìso uyhlìterh eÐnai tìso

to kalÔtero, kai �ra autì mac wjeÐ sto na anazht soume tètoiouc algìrijmouc.

'Ena prìblhma pou sqetÐzetai sten� me to prìblhma thc qeirag¸ghshc eÐnai h dwrodokÐa. AntÐ

na prosjètoume yhfofìrouc ìpwc sth perÐptwsh thc qeirag¸ghshc, ed¸ koit�me to prìblhma apì

th meri� enìc exwterikoÔ parathrht  pou jèlei na k�nei ènan dedomèno upoy fio nikht  kai èqei èna

proôpologismì ¸ste na k�nei touc yhfofìrouc na all�xoun tic y fouc touc. To prìblhma thc

dwrodokÐac gia ton kanìna thc pleioyhfÐac apodeÐqthke ìti epilÔetai se poluwnumikì qrìno [54].

EpÐshc sthn Ðdia ergasÐa apodeÐqthke ìti kai to prìblhma dwrodokÐac tou kanìna thc pleioyhfÐac

me b�rh lÔnetai gr gora. Mia shmantik  parallag  tou probl matoc thc dwrodokÐac eÐnai to

prìblhma thc dwrodokÐac me b�rh kai timèc gia k�je yhfofìro (weighted-$bribery). Plèon den

èqoun ìloi oi yhfofìroi to Ðdio ìrio dwrodokÐac all� k�je yhfofìroc èqei diaforetik  tim 

¸ste na all�xei tic protim seic tou. SÔmfwna me thn ergasÐa [54] apodeiknÔetai ìti to prìblhma

thc dwrodokÐac me timèc gia ton kanìna thc pleioyhfÐac epilÔetai gr gora en¸ to prìblhma thc

dwrodokÐac me timèc kai b�rh gia ton kanìna thc pleioyhfÐac eÐnai upologistik� dÔskolo. Sto

plaÐsio aut c thc ergasÐac [25] meletoÔme to prìblhma thc dwrodokÐac gia mia kathgorÐa kanìnwn

yhfoforÐac pou jewroÔntai apì touc aploÔsterouc.

1.4 Katanemhmènh An�jesh Pìrwn kai Diapragm�teush

Ta teleutaÐa qrìnia, oi ènnoiec apì th jewrÐa koinwnik c epilog c èqoun gÐnei ìlo kai pe-

rissìtero emfaneÐc sthn èreuna thc plhroforik c, kai idiaÐtera se jèmata ìpwc ta katanemhmèna

sust mata, ta sust mata pollapl¸n qrhst¸n, to upologistikì plègma, kai to hlektronikì empì-

rio. Poll� apì ta zht mata pou ereun¸ntai se autèc tic perioqèc mporoÔn na montelopoihjoÔn

wc diapragm�teush metaxÔ autìnomwn ontot twn. Gia par�deigma, sthn perÐptwsh tou upologi-

stikoÔ plègmatoc, h prìsbash stouc ligostoÔc upologistikoÔc pìrouc mporeÐ na anatejeÐ b�sei

sugkekrimènwn anagk¸n. H jewrÐa paignÐwn apoteleÐ th b�sh gia thn èreuna twn strathgik¸n

ptuq¸n tètoiwn senarÐwn, en¸ oi mhqanismoÐ sun�jroishc protÐmhshc pou phg�zoun apì th jew-

rÐa koinwnik c epilog c mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn gia na prosdiorÐsoun koinwnik� epijumht�
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apotelèsmata thc diapragm�teushc.

MporoÔme na diakrÐnoume dÔo tÔpouc krithrÐwn kat� thn axiolìghsh miac an�jeshc pìrwn:

krit ria pou eÐnai sqetik� me thn apodotikìthta miac an�jeshc kai krit ria sqetik� me tic ekti-

m seic dikaiosÔnhc. Ta dÔo aut� krit ria mporoÔn suqn� na perigrafoÔn wc kat�taxh me b�sh

to koinwnikì ìfeloc   wc mia sullogik  sun�rthsh qrhsimìthtac [95]. Parak�tw, paratÐjentai

merik� paradeÐgmata krithrÐwn apodotikìthtac kai dikaiosÔnhc:

Apodotikìthta kat� Pareto - EÐnai mia kat�stash katanom c pìrwn sthn opoÐa eÐnai

adÔnato na èqei mia ontìthta kalÔterh jèsh qwrÐc na fèrei toul�qiston mia �llh ontìthta se qei-

rìterh kat�stash. Dedomènhc miac arqik c katanom c twn agaj¸n metaxÔ enìc sÔnolou atìmwn,

mia diaforetik  katanom  pou k�nei toul�qiston mia ontìthta na brÐsketai se kalÔterh kat�stash

qwrÐc na odhgeÐ opoiad pote �llh ontìthta se qeirìterh kat�stash onom�zetai beltÐwsh kat�

Pareto. Mia katanom  orÐzetai wc apodotik  kat� Pareto, ìtan den mporoÔn na gÐnoun peraitèrw

belti¸seic kat� Pareto.

Ajroistikì Koinwnikì 'Ofeloc - To ajroistikì koinwnikì ìfeloc miac an�jeshc eÐnai

to �jroisma twn atomik¸n kerd¸n twn paiqt¸n. H apaÐthsh gia to mègisto ajroistikì koinwnikì

ìfeloc eÐnai mia polÔ isqur  apaÐthsh apodotikìthtac.

Isìthta - To koinwnikì ìfeloc miac an�jeshc ìtan basÐzetai sthn isìthta dÐnetai apì to

atomikì ìfeloc thc ftwqìterhc ontìthtac sto sÔsthma. To na stoqeÔoume sth megistopoÐhsh

aut c thc axÐac eÐnai èna par�deigma miac basik c apaÐthshc dikaiosÔnhc. Gia na to petÔqoume autì

èqoume thn kat�taxh leximin pou leitourgeÐ me to na sugkrÐnei pr¸ta ta ofèlh twn ligìterwn

ikanopoihmènwn ontot twn, kai ìtan aut� sumpÐptoun, sugkrÐnei ta ofèlh twn epìmenwn ligìterwn

ikanopoihmènwn ontot twn, kai oÔtw kajex c.

Mh Ôparxh z leiac - Mia ontìthta lème ìti eÐnai zhlìfjonh ìtan ja protimoÔse na p�rei

touc pìrouc pou èqoun anatejeÐ se mia �llh ontìthta antÐ gia touc dikoÔc thc pìrouc. Mia

an�jesh den qarakthrÐzetai apì z leia ìtan kami� ontìthta den eÐnai zhlìfjonh. E�n mia an�jesh

pou den qarakthrÐzetai apì z leia den eÐnai efikt , tìte eÐnai endiafèron na meiwjeÐ h z leia ìso

to dunatìn perissìtero (pou mporeÐ, gia par�deigma, na metrhjeÐ wc o arijmìc twn zhlìfjonwn

ontot twn).

Ta krit ria apodotikìthtac kai dikaiosÔnhc suqn� den eÐnai sumbat�. Gia par�deigma, gia èna

sugkekrimèno profÐl me protim seic ontot twn, de mporeÐ na up�rxei kamÐa an�jesh pou tautìqrona

eÐnai apodotik  kat� Pareto kai den perièqei z leia. Sthn ergasÐa [14] èqei exetasteÐ h upologistik 

poluplokìthta tou elègqou e�n up�rqoun oi anajèseic pou ikanopoioÔn ènan orismèno sunduasmì

twn anwtèrw krithrÐwn gia èna dedomèno sen�rio an�jeshc twn pìrwn. Sqetik� apotelèsmata

poluplokìthtac pou odhgoÔn se krit ria apodotikìthtac eÐnai  dh gnwst� sth bibliografÐa. Gia

par�deigma, o èlegqoc e�n up�rqei mia an�jesh ètsi ¸ste to ajroistikì koinwnikì ìfeloc na

uperbeÐ èna dedomèno kat¸fli eÐnai gnwstì ìti eÐnai upologistik� dÔskolo prìblhma [111].

'Ena �llo jèma pou ereun�tai èqei sqèsh me tic diadikasÐec pou apaitoÔntai gia na broÔme
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kalèc anajèseic. Oi sunduastikèc dhmoprasÐec eÐnai mhqanismoÐ gia na brÐskoume mia an�jesh

pou megistopoieÐ to kèrdoc tou pwlht . To kèrdoc autì eÐnai to sÔnolo twn tim¸n pou oi �llec

ontìthtec eÐnai prìjumec na plhr¸soun gia tic dèsmec agaj¸n pou anatÐjentai se autèc. Oi

sunduastikèc dhmoprasÐec èqoun melethjeÐ ekten¸c ta teleutaÐa qrìnia [38]. EÐnai mia kathgorÐa

diadikasi¸n an�jeshc, sthn opoÐa h isìthta kai h dikaiosÔnh den eÐnai sqetikèc. Se autì to

plaÐsio, oi domèc protÐmhshc eÐnai sunart seic axiolìghshc (jetikèc kai monìtonec sunart seic

qrhsimìthtac). Oi sunduastikèc dhmoprasÐec eÐnai epÐshc kentrikopoihmènoi mhqanismoÐ an�jeshc.

Stic katanemhmènec proseggÐseic sthn an�jesh pìrwn, oi anajèseic prokÔptoun kaj¸c oi atomikèc

ontìthtec sumfwnoÔn topik� se mia akoloujÐa diapragmateÔsewn ¸ste na antall�xoun merik� apì

ta stoiqeÐa pou èqoun sthn katoq  touc [112], [52]. Sto plaÐsio thc katanemhmènhc an�jeshc

pìrwn, mia endiafèrousa er¸thsh eÐnai upì poiec perist�seic, mporeÐ na up�rxei h sÔgklish se mia

koinwnik� bèltisth an�jesh. Oi ènnoiec koinwnik c beltistopoÐhshc pou exet�zontai se autì to

pedÐo xekinoÔn apì thn ajroistik  sun�rthsh ofèlouc [112] mèsw beltistopoÐhshc kat� Pareto

kai thn isìthta [52] kai katal goun sth mh Ôparxh z leiac [27].

'Ena akìmh z thma sthn an�jesh kai sth diapragm�teush twn katanemhmènwn pìrwn eÐnai au-

tì thc upologistik c poluplokìthtac se di�forec diadikasÐec an�jeshc. Oi Dunne k.�. [45]

èqoun analÔsei thn upologistik  poluplokìthta twn problhm�twn apìfashc pou prokÔptoun sto

plaÐsio katanemhmènhc diapragm�teushc. Gia par�deigma, o èlegqoc e�n mporeÐ na epiteuqjeÐ mia

dedomènh an�jesh me to mègisto koinwnikì ìfeloc qrhstikìthtac me th bo jeia miac akoloujÐac

diapragmateÔsewn p�nw se monadikoÔc logikoÔc pìrouc1 eÐnai upologistik� dÔskolo prìblhma

[44]. Mia sqetik  ereunhtik  kateÔjunsh afor� sthn poluplokìthta epikoinwnÐac twn katanemh-

mènwn mhqanism¸n diapragm�teushc, pou analÔoun ta �nw kai k�tw fr�gmata ston arijmì twn

diapragmateÔsewn pou ulopoioÔntai èwc ìtou na epiteuqjeÐ mia bèltisth an�jesh [43], [51].

1.5 Apait seic EpikoinwnÐac sthn Koinwnik  Epilog 

Mia perioq  ìpou h allhlepÐdrash metaxÔ thc koinwnik c epilog c kai thc jewrhtik c plhro-

forik c eÐnai entupwsiak  ta teleutaÐa qrìnia eÐnai aut  thc an�lushc twn problhm�twn koinwnik c

epilog c upì to prÐsma thc poluplokìthtac epikoinwnÐac touc. Sta pio poll� (e�n ìqi se ìla)

probl mata koinwnik c epilog c up�rqoun apait seic epikoinwnÐac. Akìma ki an h diadikasÐa eÐnai

kentrikopoihmènh, o kentrikìc stajmìc prèpei se k�poio bajmì na aposp�sei tic protim seic twn

ontot twn pou summetèqoun sth diadikasÐa prokeimènou na upologÐsei to apotèlesma. An kai

merikèc forèc eÐnai dunatìn na sqediastoÔn prosektik� ta prwtìkolla pou ja katast soun autìn

ton stìqo eukolìtero, ta genik� apotelèsmata (k�tw fr�gmata) upodeiknÔoun ìti suqn� den eÐnai

realistikì na sthriqjoÔme se aut� ta pr¸tokolla. Autì eÐnai sth sunèqeia èna kÔrio kÐnhtro

1Apì thn �poyh ìti eÐnai dunatì na taktopoi sei tic deutereÔousec plhrwmèc ètsi ¸ste na èqoun ìfeloc kai
oi dÔo emporikoÐ etaÐroi.
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gia na melethjeÐ peraitèrw to prìblhma. T¸ra en suntomÐa parousi�zoume mia episkìphsh thc

prìsfathc èreunac gia autèc tic perioqèc.

O sqediasmìc prwtokìllwn pou apospoÔn tic protim seic twn ontot twn eÐnai èna basikì

prìblhma. Ac jewr soume thn perÐptwsh miac sunduastik c dhmoprasÐac me |R| stoiqeÐa: h

pl rhc apok�luyh twn protim sewn miac ontìthtac ja apaitoÔse na ektimhjoÔn 2|R| − 1 dèsmec

agaj¸n, kai autì gia k�je mia apì tic ontìthtec pou pleiodotoÔn. T¸ra an mpoÔme sth jèsh

tou dhmopr�th, fusik� ja anarwthjoÔme e�n eÐmaste pragmatik� upoqrewmènoi na rwt soume

tìsa poll� erwt mata pou aforoÔn sthn tim . 'Iswc mia diadoqik  prosèggish ja dieukìlune

th diadikasÐa me thn apofug  twn peritt¸n erwt sewn. To basikì shmeÐo sunÐstatai sto poiec

protim seic prìkeitai na apospastoÔn apì k�je ontìthta kai gia poia apotelèsmata. Ac doÔme

èna par�deigma apì th jewrÐa yhfofori¸n: upojètoume ìti èqoume 4 upoyhfÐouc A,B,C,D kai 9

yhfofìrouc, 4 apì touc opoÐouc yhfÐzoun C � D � A � B, 2 apì touc opoÐouc yhfÐzoun A �
B � D � C, 2 apì touc opoÐouc yhfÐzoun B � A � C � D kai h teleutaÐa y foc pou eÐnai akìma

�gnwsth. E�n epilèxoume ton kanìna pleioyhfÐac tìte to apotèlesma eÐnai  dh gnwstì (o nikht c

eÐnai o C) opìte den up�rqei kamÐa an�gkh na xèroume tic protim seic tou teleutaÐou yhfofìrou.

E�n qrhsimopoi soume ton kanìna tou Borda tìte oi epimèrouc bajmoÐ eÐnai A: 14, B: 10, C:

14, D: 10, kai epomènwc to apotèlesma den kajorÐzetai. EntoÔtoic, den qrei�zetai na xèroume to

sÔnolo thc teleutaÐac y fou, all� prèpei mìno na xèroume e�n h teleutaÐa yhfofìroc protim� ton

A apì ton C   ton C apì ton A. MporoÔme p�nta na sqedi�soume èna tètoio èxupno prwtìkollo?

H poluplokìthta thc epikoinwnÐac mporeÐ na eÐnai qr simh sthn ap�nthsh aut c thc er¸thshc.

H poluplokìthta thc epikoinwnÐac [82] endiafèretai gia to prìblhma tou upologismoÔ tou posoÔ

thc plhroforÐac pou prèpei na antallaqjeÐ metaxÔ twn ontot twn prokeimènou na upologisteÐ

mia dedomènh sun�rthsh f , ìtan h eÐsodoc aut c thc sun�rthshc katanèmetai metaxÔ ekeÐnwn twn

ontot twn. Oi upologistikoÐ pìroi pou apaitoÔntai den ja mac apasqol soun. Pio teqnik�, h

poluplokìthta epikoinwnÐac orÐzetai wc h qeirìterh perÐptwsh tou kalÔterou prwtokìllou pou

mporeÐ na brejeÐ gia ton upologismì aut c thc sun�rthshc. Gia mh domhmèna probl mata, eÐnai

apÐjano na up�rqei kalÔtero apì to tetrimmèno �nw fr�gma to opoÐo prokÔptei apì thn apok�luyh

olìklhrhc thc eisìdou k�je ontìthtac. Se merikèc peript¸seic, entoÔtoic, h sunduastik  dom 

tou probl matoc mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ ètsi ¸ste na elattwjeÐ to fortÐo epikoinwnÐac. H

poluplokìthta epikoinwnÐac prosfèrei teqnikèc pou mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn gia na par�goume

k�tw fr�gmata stic apait seic epikoinwnÐac. 'Iswc h dhmofilèsterh apì autèc tic teqnikèc eÐnai

to èxupno sÔnolo. To èxupno sÔnolo apoteleÐtai apì èna sÔnolo dianusm�twn eisìdou. K�je

di�nusma ja èdine to Ðdio apotèlesma sth sun�rthsh, me tètoio trìpo ètsi ¸ste na mporoÔme na

anameÐxoume opoiod pote zeug�ri dianusm�twn kai na p�roume mia diaforetik  tim . H èkjesh enìc

èxupnou sunìlou megèjouc m eggu�tai ènan logarijmikì k�tw fr�gma sthn poluplokìthta thc

epikoinwnÐac.

YhfoforÐa - San pr¸to par�deigma, parousi�zoume to epiqeÐrhma twn Conitzer kai San-
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dholm [32] pou epitrèpei na katal xoume sto sumpèrasma ìti h poluplokìthta epikoinwnÐac tou

kanìna yhfoforÐac kat� Condorcet eÐnai Ω(nm), ìpou n eÐnai o arijmìc twn yhfofìrwn kai m o

arijmìc twn upoyhfÐwn. Se aut n thn perÐptwsh, h sun�rthsh f pou prèpei na upologisteÐ eÐnai

o kanìnac yhfoforÐac pou epistrèfei ton upoy fio pou eÐnai nikht c, èqontac wc eÐsodo to di�nu-

sma yhfoforÐac ìlwn twn yhfofìrwn. Upojètoume ìti to C eÐnai to sÔnolo upoyhfÐwn. H idèa

eÐnai na kataskeu�soume èna sÔnolo dianusm�twn yhfoforÐac ètsi ¸ste o pr¸toc yhfofìroc na

protim sei opoiod pote upoy fio k�poiou sunìlou Si ⊆ C se sqèsh me ton α, kai ton α se sqèsh

me opoiond pote �llon upoy fio (Si � α � Si), en¸ oi upìloipoi ja protim soun (Si � α � Si),

kai oÔtw kajex c. Tèloc, o teleutaÐoc yhfofìroc ja protim sei ton α apì opoiod pote �llon

upoy fio. O α protim�tai pr�gmati apì opoiond pote �llon upoy fio se autì to sÔnolo (apì

mia monadik  y fo). Kataskeu�zontai t�xhc nm tètoia pijan� dianÔsmata. T¸ra autì to sÔnolo

ja  tan pr�gmati {èxupno} an kai mìno an, gia opoiod pote zeug�ri tètoiwn dianusm�twn, ja  tan

dunatì na anameiqjoÔn oi y foi twn dianusm�twn kai na lhfjeÐ ènac diaforetikìc nikht c kat�

Condorcet. JewroÔme èna opoiod pote zeug�ri twn dianusm�twn yhfoforÐac. Apì thn kataskeu ,

prèpei na up�rqei ènac upoy fioc, èstw b, o opoÐoc taxinomeÐtai k�tw apì ton α apì ènan dedomèno

yhfofìro enìc dianÔsmatoc tou zeugarioÔ, en¸ katat�ssetai p�nw apì ton α sto �llo di�nusma.

Apì thn antikat�stash thc teleutaÐac y fou sthn pr¸th y fo, ja k�noume ton b proteinìmeno

apì èna monadikì yhfofìro. Autì to sÔnolo eÐnai pr�gmati èna èxupno sÔnolo, tou opoÐou to mè-

gejoc epitrèpei na par�goume to k�tw fr�gma sthn poluplokìthta epikoinwnÐac. Oi Conitzer kai

Sandholm [32] anèlusan thn poluplokìthta epikoinwnÐac di�forwn �llwn kanìnwn yhfoforÐac,

kai o Segal [116] melèthse mia idiaÐterh upokathgorÐa twn kanìnwn yhfoforÐac.

Sqhmatismìc SunaspismoÔ - 'Ena epiplèon par�deigma thc qr shc thc teqnik c tou è-

xupnou sunìlou anafèretai sthn ergasÐa twn Procaccia kai Rosenschein [104] ìpou analÔoun thn

poluplokìthta epikoinwnÐac tou sqhmatismoÔ sunaspismoÔ. Akribèstera, analÔoun thn poluplo-

kìthta epikoinwnÐac tou upologismoÔ tou mèsou kèrdouc enìc tuqaÐou paÐkth (ìqi gia ìlouc touc

paÐktec) prin mpei sto sunaspismì. Autì gÐnetai sto plaÐsio tou montèlou sunaspismoÔ pou pro-

teÐnetai apì touc Shehory kai Kraus [117], ìpou k�je ontìthta xèrei mìno touc pìrouc pou krat�

arqik� kai th dik  thc sun�rthsh qrhsimìthtac. Oi Procaccia kai Rosenschein apodeiknÔoun ta a-

potelèsmata epikoinwnÐac sqetik� me di�forec ènnoiec lÔshc (pur nac, Ðsh uperbol , tim  Shapley,

k.�.). Ta perissìtera apì aut� ta apotelèsmata deÐqnoun ìti ìtan o arijmìc twn ontot twn (n)

den eÐnai p�ra polÔ meg�loc, autì to prìblhma den perilamb�nei apagoreutikì kìstoc epikoinwnÐac

(Ω(n)).

An�jesh twn pìrwn - Ac epistrèyoume sto par�deigma twn sunduastik¸n dhmoprasi¸n

pou suzht same prin. Ed¸, oi katanemhmènec eÐsodoi eÐnai oi axiolog seic twn ontot twn p�nw se

ìlec tic pijanèc dèsmec agaj¸n kai h sun�rthsh ja epèstrefe th bèltisth an�jesh. MporoÔme

na èqoume kalÔtera apì ekeÐna ta 2|R| − 1 erwt mata tìte? Genik�, h ap�nthsh eÐnai ìqi, upì

thn ènnoia ìti toul�qiston mia ontìthta prèpei na apokalÔyei thn pl rh axiolìghs  thc. Autì
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apèdeixan oi Nisan kai Segal [99], kai h apaÐthsh epikoinwnÐac paramènei ekjetik  upì orismènec

sunj kec.

Se pollèc katast�seic, h poluplokìthta epikoinwnÐac apoteleÐ prìblhma. Gia tic sunduastikèc

dhmoprasÐec, o Segal uposthrÐzei ìti h poluplokìthta pou jètei h epikoinwnÐa emfanÐzetai na eÐnai

megalÔtero prìblhma apì thn upologistik  poluplokìthta [115]. Mia sunèpeia eÐnai ìti h kentrik 

arq  pou upologÐzei th sun�rthsh ja prèpei suqn� na exet�zei tic ellipeÐc protim seic2. Teqnik�,

h ellip c gn¸sh gia tic protim seic mia ontìthtac ft�nei sto epÐpedo twn merik¸n protim sewn.

Autì me th seir� tou purodoteÐ peraitèrw endiafèrousec erwt seic ìpwc to pìso dÔskolo eÐnai

na upologisteÐ to apotèlesma dedomènwn ellip¸n protim sewn. H upologistik  poluplokìthta

yhfofìrwn me ellipeÐc protim seic èqei ereunhjeÐ apì touc Conitzer kai Sandholm [31].

H meÐwsh tou posoÔ thc plhroforÐac pou metadÐdetai eÐnai epÐshc Ôyisthc shmasÐac ìtan exe-

t�zontai zht mata eqemÔjeiac sthn koinwnik  epilog . Oi ergasÐec twn Brandt, k.�.([19], [22]),

eÐnai polÔ antiproswpeutikèc aut c thc gramm c èreunac. 'Ena shmantikì apotèlesma eÐnai to

gegonìc ìti oi sunart seic koinwnik c epilog c pou eÐnai mh-diktatorikèc, bèltistec kat� Pareto,

kai monìtonec de mporoÔn na dhmiourghjoÔn apì katanemhmèna prwtìkolla pou eggu¸ntai thn

�neu ìrwn pl rh mustikìthta (dhlad  mustikìthta pou den sthrÐzetai oÔte stouc empisteuìmenoc

trÐtouc oÔte sthn upologistik  duskolÐa prostasÐac twn protim sewn twn ontot twn).

1.6 H suneisfor� thc diatrib c

Sto plaÐsio thc paroÔsac didaktorik c diatrib c meletoÔme shmantik� probl mata thc Upo-

logistik c Koinwnik c Epilog c. AsqoloÔmaste ektenèstera me th jewrÐa yhfofori¸n kai thn

upologistik  poluplokìthta sth dwrodokÐa twn eklog¸n. Pio sugkekrimèna analÔoume sto Ke-

f�laio 2 touc kanìnec yhfoforÐac pou prìteinan oi Dodgson kai Young, oi opoÐoi eÐnai apì touc

pio epexergasmènouc sth bibliografÐa thc Koinwnik c Epilog c kaj¸c eÐnai apì touc kanìnec

pou plhroÔn arket� shmantik� krit ria pou èqoun jèsei oi jewrhtikoÐ thc Koinwnik c Epilog c

ìpwc autì tou Condorcet. Apì upologistik c pleur�c wstìso, autoÐ oi dÔo kanìnec parousi�-

zoun basikèc adunamÐec miac kai an�getai se meÐzon prìblhma h duskolÐa upologismoÔ tou bajmoÔ

enìc dedomènou upoyhfÐou se poluwnumikì qrìno. Sthn paroÔsa diatrib  parousi�zoume dÔo al-

gìrijmouc pou proseggÐzoun to bajmì Dodgson enìc dedomènou upoyhfÐou. Prìkeitai gia ènan

sunduastikì, �plhsto algìrijmo kai ènan algìrijmo basismèno se grammikì prìgramma, ìpou kai

oi duo èqoun armonikì lìgo prosèggishc Hm−1, ìpou m eÐnai o arijmìc twn upoyhfÐwn. EÐnai

fanerì ìti o �plhstoc algìrijmoc jewreÐtai teqnik� pio epijumhtìc sto plaÐsio thc epist mhc

twn upologist¸n, ìmwc o algìrijmoc pou basÐzetai se grammikì prìgramma èqei to pleonèkthma

thc monotonÐac sÔmfwna me to bajmì. Aut  h idiìthta eÐnai pou enisqÔei to apotèlesma apì thn

2Shmei¸noume entoÔtoic ìti autìc den eÐnai o mìnoc lìgoc: gia par�deigma mporeÐ apl� oi protim seic twn
ontot twn na eÐnai pragmatik� ellipeÐc.
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optik  thc jewrÐac thc koinwnik c epilog c kai kajist� shmantikì ton algìrijmo mac. Epiplè-

on, isquropoioÔme to apotèlesm� mac kajìti deÐqnoume ìti oi algìrijmoi mac eÐnai bèltistoi kat�

ènan par�gonta 2 (efìson den up�rqei algìrijmoc poluwnumikoÔ qrìnou pou na proseggÐzei to

bajmì Dodgson enìc upoyhfÐou me lìgo 1
2 lnm). Epiplèon, apodeiknÔoume èna apotèlesma mh-

proseggisimìthtac thc kat�taxhc pou par�getai apì ton kanìna Dodgson kaj¸c eÐnai dÔskolo

na apofasÐsoume an ènac dedomènoc upoy fioc eÐnai nikht c kat� Dodgson   stic teleutaÐec
√
m

jèseic. To apotèlesma autì parèqei mia ex ghsh gia tic meg�lec apoklÐseic kat� th sÔgkrish twn

paragìmenwn katat�xewn sÔmfwna me to kanìna tou Dodgson se sqèsh me aut¸n aploÔsterwn

kanìnwn yhfoforÐac. Mia �llh suneisfor� apoteleÐ h apìdeixh ìti to prìblhma upologismoÔ

tou bajmoÔ Young enìc upoyhfÐou eÐnai upologistik� dÔskolo na proseggisteÐ upì opoiond pote

par�gonta. 'Etsi loipìn eÐnai dÔskoloc kai o upologismìc thc kat�taxh pou par�getai apì ton

kanìna tou Young.

Sth sunèqeia sto Kef�laio 3 meletoÔme tic atèleiec tou kanìna tou Dodgson kaj¸c apotugq�-

nei se basikèc epijumhtèc idiìthtec thc koinwnik c epilog c, ìpwc h monotonÐa kai h omoiogèneia3.

Sth prosp�jei� mac na belti¸soume th sumperifor� tou kanìna tou Dodgson y�qnoume na broÔme

proseggistikoÔc algìrijmouc pou na èqoun wc b�sh ton kanìna kai na eÐnai monìtonoi   omoioge-

neÐc. Pr�gmati sth diatrib  aut  sqedi�zoume èna proseggistikì monìtono algìrijmo ekjetikoÔ

qrìnou me lìgo prosèggishc 2 gia ton upologismì tou bajmoÔ Dodgson enìc upoyhfÐou, en¸

tairi�zoume autì to apotèlesma me èna antÐstoiqo bèltisto k�tw fr�gma. Sthn prosp�jeia mac

na broÔme èna pio gr goro apì ton ekjetikì algìrijmo parousi�zoume epÐshc ènan proseggistikì

monìtono algìrijmo poluwnumikoÔ qrìnou me lìgo O(logm) (ìpou m eÐnai o arijmìc twn upoyh-

fÐwn): kai autì to apotèlesma eÐnai bèltisto, lìgw enìc antÐstoiqou jewrhtikoÔ k�tw fr�gmatoc.

Sth perÐptwsh aut  mporeÐ o lìgoc prosèggishc na eÐnai qeirìteroc all� o qrìnoc ektèleshc tou

algorÐjmou eÐnai polÔ pio sÔntomoc. Epiplèon gia thn idiìthta thc omoiogèneiac, deÐqnoume ìti mia

mikr  parallag  se èna gnwstì kanìna yhfoforÐac (ton aplopoihmèno kanìna tou Dodgson apì

ton Tideman) dÐnei èna monìtono, omoiogen , O(m logm)-proseggistikì algìrijmo poluwnumikoÔ

qrìnou. ApodeiknÔoume ìti eÐnai adÔnato na epiteuqjeÐ kalÔteroc lìgoc prosèggishc, gia algì-

rijmouc pou plhroÔn to krit rio thc omoiogèneiac. Oloklhr¸noume thn èreuna gia tic idiìthtec

tou kanìna tou Dodgson melet¸ntac merikèc prìsjetec idiìthtec apì th jewrÐa thc koinwnik c

epilog c. ApodeiknÔoume ìti gia autèc den up�rqei algìrijmoc me lìgo prosèggishc pou exart�tai

mìno apì to m.

To teleutaÐo shmantikì upologistikì z thma me to opoÐo asqoloÔmaste sto plaÐsio aut c

thc diatrib c eÐnai h eskemmènh alloÐwsh tou apotelèsmatoc twn eklog¸n apì k�poion exwterikì

par�gonta kai pio sugkekrimèna h dwrodokÐa twn eklog¸n. Oi pio aploÐ kanìnec bajmolìghshc

ìpwc o kanìnac thc pleioyhfÐac kai o kanìnac thc 2-ègkrishc eÐnai eu�lwtoi se dwrodokÐa kaj¸c

mia bèltisth strathgik  mporeÐ na upologisteÐ eÔkola. Ston pr¸to kanìna o upoy fioc pou

3Gia ton orismì twn idiot twn aut¸n parapèmpoume stic Enìthtec 3.3 kai 3.4
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protim�tai apì ton ek�stote yhfofìro paÐrnei 1 bajmì kai ìloi oi upìloipoi upoy fioi apì 0

bajmoÔc, en¸ ston deÔtero kanìna oi upoy fioi pou epilègontai kai paÐrnoun apì 1 bajmì eÐnai

oi dÔo pr¸toi sto profÐl tou k�je yhfofìrou. Sth diatrib  aut , meletoÔme thn t�xh twn

kanìnwn bajmolìghshc sÔmfwna me thn opoÐa k�je yhfofìroc dÐnei κ bajmoÔc ston upoy fio

pou katat�ssei pr¸to sth lÐsta protÐmhs c tou kai λ bajmoÔc ston upoy fio pou katat�ssei

deÔtero en¸ stouc upìloipouc upoy fiouc dÐnei 0 bajmoÔc. ApodeiknÔoume ìti eÐnai upologistik�

dÔskolo to prìblhma thc dwrodokÐac enìc sunìlou yhfofìrwn ¸ste na gÐnei ènac sugkekrimènoc

upoy fioc nikht c twn eklog¸n. H shmasÐa tou apotelèsmatoc mac ègkeitai sto gegonìc ìti en¸

sthn kathgorÐa aut¸n twn kanìnwn yhfoforÐac h dwrodokÐa moi�zei na eÐnai upologistik� eÔkolh,

ìpwc kai stouc �llouc aploÔc kanìnec, telik� apodeiknÔetai dÔskolh.
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Kef�laio 2

Prosèggish twn eklog¸n Dodgson
kai Young

2.1 Eisagwg 

To perib�llon sto opoÐo efarmìzetai h jewrÐa thc yhfoforÐac eÐnai to akìloujo: up�rqei

èna sÔnolo apì n yhfofìrouc kai o kajènac ex aut¸n katat�ssei èna sÔnolo apì m upoyhfÐouc

me skopì na eklegeÐ ènac upoy fioc. To er¸thma eÐnai: poioc eÐnai o upoy fioc ekeÐnoc o opoÐoc

antanakl� kalÔtera to koinwnikì kalì?

Autì to er¸thma eÐnai jemeli¸dec gia th melèth susthm�twn pollapl¸n qrhst¸n (multiagent

systems), diìti oi qr stec enìc tètoiou sust matoc suqn� qrei�zetai na sundu�soun tic prosw-

pikèc touc epidi¸xeic se mia apìfash pou antanakl� kalÔtera tic sunolikèc an�gkec ìlwn twn

qrhst¸n tou sust matoc. Apì ta pio klassik� paradeÐgmata eÐnai oi mhqanèc anaz thshc (web

meta-search engines [46]) kai ta sust mata protÐmhshc (recommender systems [64]), ìpou èqoun

qrhsimopoihjeÐ mèjodoi basismènec sth jewrÐa yhfoforÐac.

'Otan up�rqoun dÔo upoy fioi (kai ènac monìc arijmìc yhfofìrwn), h pleioyhfÐa jewreÐtai

omìfwna ènac tèleioc trìpoc epilog c tou nikht . Wstìso, ìtan up�rqoun toul�qiston treic

upoy fioi eÐnai merikèc forèc asafèc poioc upoy fioc eÐnai o kalÔteroc. Sto 18o ai¸na, o Marquis

de Condorcet, o jemeliwt c thc majhmatik c jewrÐac thc yhfoforÐac, prìteine mia lÔsh gia thn

epèktash thc pleioyhfÐac se pollaploÔc upoy fiouc [39]. 'Enac upoy fioc x lègetai ìti nik� ton

upoy fio y se mia an� zeÔgoc eklog  an h pleioyhfÐa twn yhfofìrwn protimoÔn ton x apì ton

y, dhlad , katat�ssoun ton x p�nw apì ton y. 'Enac upoy fioc pou nik� k�je �llo upoy fio

se mia an� zeÔgoc eklog  eÐnai eÔkolo axiwmatik� na oristeÐ wc o nikht c twn eklog¸n. Sth

sÔgqronh bibliografÐa ènac tètoioc upoy fioc eÐnai gnwstìc wc nikht c Condorcet. Dustuq¸c

up�rqoun profÐl protÐmhshc p.q., ìtan oi protim seic thc pleioyhfÐac eÐnai kuklikèc, gia ta opoÐa

den up�rqei upoy fioc pou na eÐnai nikht c Condorcet (par�doxo tou Condorcet [11]).

Gia na parak�myoun autì to apotèlesma, arketoÐ ereunhtèc èqoun proteÐnei na epilègetai o

upoy fioc pou eÐnai {ìso to dunatìn plhsièstera} ston nikht  kat� Condorcet. MporoÔn na
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jewrhjoÔn diaforetikèc ènnoiec eggÔthtac, pou odhgoÔn se diaforetikoÔc kanìnec yhfoforÐac.

Mia tètoia prìtash kanìna yhfoforÐac ègine apì ton Charles Dodgson, perissìtero gnwstì me to

yeud¸numo Lewis Carroll, suggrafèa tou mujistor matoc {Oi Peripèteiec thc AlÐkhc sth Q¸ra

twn Jaum�twn}. O bajmìc Dodgson [11] enìc upoyhfÐou, dedomènou enìc sunìlou protim sewn

yhfofìrwn, eÐnai o el�qistoc arijmìc antallag¸n metaxÔ geitonik¸n upoyhfÐwn sthn kat�taxh

twn yhfofìrwn pou qrei�zontai ¸ste na gÐnei o sugkekrimènoc upoy fioc nikht c kat� Condorcet.

O nikht c kat� Dodgson eÐnai ìpoioc upoy fioc èqei el�qisto bajmì Dodgson.

O Young [126] èjese mia deÔterh enallaktik  epilog : th mètrhsh thc apìstashc apì touc

yhfofìrouc. Sugkekrimèna, o bajmìc Young enìc upoyhfÐou eÐnai to mègejoc tou megalÔterou

uposunìlou yhfofìrwn ètsi ¸ste, an mìno aut� ta yhfodèltia lamb�nontai upìyh, o dedomènoc

upoy fioc gÐnetai nikht c kat� Condorcet. O nikht c kat� Young eÐnai o upoy fioc me to mègisto

bajmì Young. Enallaktik�, o nikht c kat� Young eÐnai o upoy fioc pou gÐnetai nikht c Condorcet

afair¸ntac touc ligìterouc upoyhfÐouc.

An kai autoÐ oi dÔo kanìnec yhfoforÐac akoÔgontai elkustikoÐ kai aploÐ, èqoun epikrijeÐ

epeid  apotugq�noun na antapokrijoÔn sta di�fora gnwst� klasik� krit ria dikaiosÔnhc [61,

20]. Wstìso, ta apotelèsmata adunamÐac (impossibility) mac lène ìti k�je kanìnac yhfoforÐac

apotugq�nei epÐshc na ikanopoi sei k�poia tètoia krit ria. 'Etsi, den up�rqei kamÐa elpÐda na

brejeÐ ènac kanìnac yhfoforÐac pou na eÐnai idanikìc gia ìlec tic katast�seic. Ant> autoÔ, h

jewrÐa thc koinwnik c epilog c mac parèqei èna suneq¸c auxanìmeno sÔnolo kanìnwn yhfoforÐac,

kajènac apì touc opoÐouc èqei monadik� qarakthristik�, pleonekt mata kai meionekt mata. Oi

endiaferìmenoi mporoÔn na epilèxoun apì autì to sÔnolo ìpoiouc kanìnec efarmìzontai kalÔtera

stic idiaÐterec katast�seic touc. Oi kanìnec tou Dodgson kai Young eÐnai dÔo tètoioi kanìnec,

ìpwc epÐshc eÐnai kai oi dÔo algìrijmoi prosèggishc pou ja parousiastoÔn sth sunèqeia.

'Ena shmantikì meionèkthma twn kanìnwn tou Dodgson kai tou Young eÐnai ìti o upologismìc

touc eÐnai upologistik� dÔskoloc. 'Hdh apì to 1989, oi Bartholdi, Tovey kai Trick [6] èdeixan ìti

to prìblhma apìfashc tou bajmoÔ Dodgson eÐnai pl rec gia thn kl�sh NP kai ìti o entopismìc

tou nikht  kat� Dodgson eÐnai upologistik� dÔskoloc. Aut  h shmantik  ergasÐa  tan mia apì

tic pr¸tec pou eis gage thn ènnoia thc upologistik c poluplokìthta sth jewrÐa thc koinwnik c

epilog c. Oi Hemaspaandra k.�. [67] beltÐwsan to parap�nw apotèlesma, apodeiknÔontac ìti o

nikht c sto prìblhma apìfashc tou bajmoÔ Dodgson eÐnai pl rhc gia thn kl�sh Θp
2, dhlad  thn

kathgorÐa twn problhm�twn pou mporoÔn na epilujoÔn se poluwnumikì qrìno k�nontac O(log n)

erwt mata mèsa sto NP sÔnolo. Sth sunèqeia, oi Rothe k.�. [110] apèdeixan ìti to prìblhma

upologismoÔ tou nikht  kat� Young eÐnai epÐshc pl rec gia thn kl�sh Θp
2.

Aut� ta apotelèsmata thc jewrÐac poluplokìthtac mporoÔn na odhg soun sthn prosèggish

tou upologismoÔ tou bajmoÔ enìc upoyhfÐou, sÔmfwna me ta sust mata tou Dodgson kai tou

Young. Autì eÐnai saf¸c èna endiafèron upologistikì prìblhma, kai apoteleÐ pedÐo efarmog c

algorijmik¸n teqnik¸n.
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Wstìso, apì thn �poyh thc jewrÐac koinwnik c epilog c, den eÐnai amèswc profanèc ìti mia

prosèggish tou kanìna yhfoforÐac eÐnai ikanopoihtik , dedomènou ìti o {lanjasmènoc} upoy fioc

� sthn perÐptws  mac, ènac pou den eÐnai pio kont� se ènan nikht  Condorcet � mporeÐ na

eklegeÐ. To basikì sumpèrasma eÐnai ìti h prosèggish enìc kanìna yhfoforÐac eÐnai ènac nèoc

kanìnac yhfoforÐac apì mìnoc tou, kai se orismènec peript¸seic, mporeÐ kaneÐc na uposthrÐxei ìti

o nèoc autìc kanìnac yhfoforÐac èqei epijumhtèc idiìthtec. Suzht�me to jèma autì analutik�,

kai dikaiologoÔme thn prosèggis  mac sth sunèqeia tou kefalaÐou.

Ta apotelèsmat� mac. Sto plaÐsio prosèggishc tou bajmoÔ Dodgson, parousi�zoume ènan

�plhsto algìrijmo gia ton bajmì Dodgson pou èqei lìgo prosèggishc Hm−1, ìpou m eÐnai o

arijmìc twn upoyhfÐwn kai Hm−1 eÐnai o (m−1)-ìc armonikìc arijmìc. ProteÐnoume sth sunèqeia

èna deÔtero algìrijmo pou basÐzetai sthn epÐlush enìc qalarwmènou grammikoÔ progr�mmatoc

(ILP-relaxation) gia ton upologismì tou bajmoÔ Dodgson kai èqei ton Ðdio lìgo prosèggishc.

Par� to gegonìc ìti o pr¸toc algìrijmìc mac dÐnei mia kalÔterh diaÐsjhsh sth sunduastik  dom 

tou probl matoc, deÐqnoume ìti o teleutaÐoc èqei to pleonèkthma thc monotonÐac ìso afor� sto

bajmì, h opoÐa eÐnai mia epijumht  idiìthta apì thn pleur� thc koinwnik c epilog c. ParathroÔme,

ìpwc prokÔptei apì thn èrgasÐa tou McCabe-Dansted [89] ìti o bajmìc Dodgson den mporeÐ na

proseggisteÐ entìc upologarijmik¸n (sublogarithmic) paragìntwn, apì algìrijmouc poluwnumi-

koÔ qrìnou ektìc e�n P = NP. ApodeiknÔoume èna safèstero apotèlesma mh proseggisimìthtac

(1/2− ε) lnm, me thn paradoq  ìti ta probl mata sth kl�sh NP den èqoun algìrijmouc pou na

ekteloÔntai se yeudo-poluwnumikì qrìno (quasi-polynomial). Autì shmaÐnei ìti o lìgoc prosèg-

gishc pou epitugq�netai apì touc algìrijmoÔc mac eÐnai bèltistoc mèqri èna suntelest  2.

Mia seir� apì prìsfatec ergasÐec [107, 108, 76, 77, 78] èqoun apodeÐxei ìti up�rqoun meg�lec

diaforèc metaxÔ thc kat�taxhc Dodgson kai twn katat�xewn pou par�gontai apì �llouc kanìnec

kat�taxhc sunìlwn (rank aggregation). Orismènoi apì autoÔc touc kanìnec (p.q., Borda kai Co-

peland) upologÐzontai se poluwnumikì qrìno, ètsi ¸ste ta antÐstoiqa apotelèsmata mporoÔn na

jewrhjoÔn wc arnhtik� apotelèsmata ìson afor� sthn proseggisimìthta thc kat�taxhc Dodgson

apì algìrijmouc poluwnumikoÔ qrìnou. DeÐqnoume ìti to prìblhma thc di�krishc metaxÔ tou e�n

ènac dedomènoc upoy fioc eÐnai o monadikìc nikht c Dodgson   eÐnai stic teleutaÐec O(
√
m) jèseic

sth kat�taxh Dodgson eÐnai upologistik� dÔskolo. To je¸rhma autì parèqei mia ex ghsh apì

th meri� thc poluplokìthtac gia orismènec apì tic parathroÔmenec diaforèc, all� sthn pragma-

tikìthta èqei polÔ eurÔtero pedÐo efarmog c, dedomènou ìti efarmìzetai apotelesmatik� se k�je

upologÐsimo susswreutikì kanìna kat�taxhc.

Me mia pr¸th mati�, to prìblhma upologismoÔ tou bajmoÔ Young faÐnetai pio aplì se sÔg-

krish me ton bajmì Dodgson (exhgeÐtai parak�tw sthn enìthta 2.6). Epomènwc, mac exèplhxe to

parak�tw apotèlesma: eÐnai upologistik� dÔskolo na proseggÐsoume to bajmì Young upì opoion-

d pote par�gonta. Eidikìtera deÐqnoume ìti eÐnai dÔskolo na xeqwrÐsoume metaxÔ thc perÐptwshc

ìpou o bajmìc Young enìc dedomènou upoyhfÐou eÐnai 0, kai thc perÐptwshc pou o bajmìc eÐnai
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megalÔteroc apì 0 paÐrnontac ètsi èna apotèlesma mh-proseggisimìthtac gia thn kat�taxh kat�

Young. DeÐqnoume, epÐshc, ìti eÐnai upologistik� dÔskolo na proseggisteÐ o duðkìc bajmìc Young

mèsa se O(n1−ε), gia k�je stajer� ε > 0.

OrÐzoume to duðkì bajmì Young parak�tw sthn enìthta me tic prokatarktikèc ènnoiec (2.2).

Sqetik  'Ereuna. H prosèggish kanìnwn yhfoforÐac mìlic prìsfata epidi¸qjhke apì touc

Ailon k.�. [1], Coppersmith k.�. [36], kai Kenyon-Mathieu kai Schudy [75]. Autèc oi ergasÐec

asqoloÔntai, �mesa   èmmesa, me ton kanìna tou Kemeny, pou epilègei mia kat�taxh twn upoyhfÐ-

wn antÐ enìc monadikoÔ nikht . O kanìnac tou Kemeny epilègei thn kat�taxh pou èqei to mègisto

arijmì twn sumfwni¸n me tic epimèrouc katat�xeic twn yhfofìrwn ìso afor� th swst  seir� twn

zeug¸n twn upoyhfÐwn. Oi Ailon k.�. belti¸noun ton tetrimmèno 2-proseggistikì algìrijmo se

èna pijanotikì algìrijmo pou dÐnei mia 11/7-prosèggish. Oi Kenyon-Mathieu kai Schudy bel-

ti¸noun peraitèrw thn prosèggish, kai apoktoÔn èna sq ma prosèggishc poluwnumikoÔ qrìnou

(polynomial-time approximation scheme-PTAS). Mia prìsfath ergasÐa melet� thn proseggisi-

mìthta twn eklog¸n kat� Dodgson. Oi Faliszewski, Hemaspaandra kai Hemaspaandra deÐqnoun

se aut  thn ergasÐa [56] ìti o minimax wc kanìnac bajmolìghshc (scoring rule) eÐnai mia m2

prosèggish tou bajmoÔ kat� Dodgson.

Sto Ðdio pneÔma, o McCabe-Dansted [90] prìteine arketèc nèec parallagèc sto kanìna tou

Dodgson. Oi kanìnec autoÐ emfanÐzontai na dÐnoun mia prosjetik  prosèggish tou bajmoÔ Dodg-

son. Eidikìtera, mporoÔn na upologÐsoun proc ta k�tw ton bajmì me prìsjeto ìro to polÔ

(m − 1)!(m − 1)e, ìpou m eÐnai o arijmìc twn upoyhfÐwn. Ja prèpei na shmeiwjeÐ ìti to apo-

tèlesma autì èqei nìhma mìno an up�rqoun polÔ lÐgoi upoy fioi, kai, epiplèon, den parèqei ta

fr�gmata thc qeirìterhc perÐptwshc pou epitugq�noume se aut  th diatrib .

Oi Betzler k.�. [10] èqoun diereun sei thn parametropoihmènh upologistik  poluplokìthta twn

kanìnwn Dodgson kai Young. Oi suggrafeÐc èqoun epino sei ènan algìrijmo stajer c paramètrou

gia ton akrib  upologismì tou bajmoÔ Dodgson, ìpou h stajer  par�metroc eÐnai h {apìstash

epexergasÐac}, dhlad , o arijmìc twn antallag¸n. Sugkekrimèna, an to k eÐnai èna �nw ìrio

sqetik� me ton bajmì Dodgson enìc dedomènou upoyhfÐou, n eÐnai o arijmìc twn yhfofìrwn, kai

m o arijmìc twn upoyhfÐwn, tìte o algìrijmoc ekteleÐtai se qrìno O(2k ·nk+nm). Shmei¸noume

ìti se genikèc grammèc mporeÐ na isqÔei ìti k = Ω(nm). Se antÐjesh, to prìblhma apìfashc tou

bajmoÔ Young eÐnaiW [2]-pl rec. Autì shmaÐnei ìti den up�rqei algìrijmoc pou na upologÐzei ton

bajmì Young akrib¸c, kai tou opoÐou o qrìnoc ektèleshc eÐnai poluwnumikìc sto nm kai mìno

ekjetikìc sto k, ìpou h par�metroc k eÐnai o arijmìc twn upìloipwn y fwn. Aut� ta apotelèsmata

sumplhr¸noun ta dik� mac apotelèsmata ìmorfa, kaj¸c deÐqnoume epÐshc ìti o upologismìc tou

bajmoÔ Dodgson eÐnai kat� mÐa ènnoia eukolìteroc apì ton upologismì tou bajmoÔ Young, an kai

sto plaÐsio thc prosèggishc.

Ektìc apì thn optik  thc upologistik c poluplokìthtac, èqei gÐnei èreuna apì touc jewrh-
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tikoÔc thc koinwnik c epilog c pou exet�zei th sÔgkrish thc kat�taxhc pou par�getai apì ton

kanìna tou Dodgson, dhlad , thn kat�taxh twn upoyhfÐwn sÔmfwna me mh-fjÐnousa seir� tou

bajmoÔ Dodgson, me tic eklogèc pou basÐzontai se aploÔsterouc kanìnec yhfoforÐac. Tètoiec

sugkrÐseic anadeiknÔoun p�ntote èntonec apoklÐseic. Gia par�deigma, o nikht c kat� Dodgson

mporeÐ na emfanisteÐ se opoiad pote jèsh sthn kat�taxh kat� Kemeny [107] kai sthn kat�taxh

opoioud pote kanìna bajmolìghshc [108] (p.q., Borda   pleioyhfÐac), h kat�taxh kat� Dodgson

mporeÐ na eÐnai akrib¸c antÐjeth thc Borda [78] kai thc Copeland [76], en¸ o nikht c twn Kemeny

  Slater eklog¸n mporeÐ na emfanisteÐ se opoiad pote jèsh thc kat�taxhc Dodgson [77].

Pio sqetik  me th dik  mac ergasÐa eÐnai h èreuna pou asqoleÐtai me qr sh euretik¸n mejìdwn

kanìnwn yhfoforÐac pou eÐnai dÔskolo na upologistoÔn. Tupik� paradeÐgmata perilamb�noun

ergasÐec sqetik� me ton kanìna tou Kemeny [30] kai tou Slater [29]. MÐa �llh, pio sqetik  èreuna

asqoleÐtai me thn eÔresh proseggistik¸n apotelesmatik¸n anaparast�sewn kanìnwn yhfoforÐac,

sullègontac ìso dunatìn ligìterh plhroforÐa. Aut  h gramm  thc èreunac qrhsimopoieÐ teqnikèc

apì th jewrÐa m�jhshc [105].

Dom  tou kefalaÐou. Sthn Enìthta 2.2, parousi�zoume prokatarktikèc ènnoiec kai orismoÔc.

Sthn Enìthta 2.3, parousi�zoume �nw fr�gmata gia thn prosèggish tou bajmoÔ Dodgson. Me-

let�me tic idiìthtec thc monotonÐac twn algorÐjmwn mac sthn Enìthta 2.4. Sthn Enìthta 2.5,

parousi�zoume k�tw fr�gmat� gia thn prosèggish tou bajmoÔ kai thc kat�taxhc Dodgson. Sthn

Enìthta 2.6, apodeiknÔoume ìti o bajmìc Young, o duikìc bajmìc Young, kai h kat�taxh kat�

Young den eÐnai proseggÐsima probl mata.

2.2 Prokatarktikèc ènnoiec - OrismoÐ

JewroÔme èna sÔnolo yhfofìrwn N = {1, . . . , n} kai èna sÔnolo apì upoyhfÐouc A, |A| = m.

Dhl¸noume touc upoyhfÐouc me gr�mmata, ìpwc a ∈ A, en¸ deÐktec pou aforoÔn yhfofìrouc

emfanÐzontai ston ekjèth. K�je yhfofìroc èqei grammik  protÐmhsh p�nw stouc upoyhfÐouc,

dhlad , mia kat�taxh p�nw stouc upoy fiouc. Epis mwc, oi protim seic tou yhfofìrou i eÐnai mia

duadik  sqèsh �i p�nw sto A pou ikanopoieÐ tic idiìthtec thc antÐ-anaklastikìthtac, asummetrÐac,

metabatikìthtac kai sunolikìthtac. AnepÐshma, to �i eÐnai mia kat�taxh twn upoyhfÐwn. Dedomè-

nwn x, y ∈ A, to x �i y shmaÐnei ìti o i protim� ton x apì ton y. 'Estw L = L(A) to sÔnolo twn

grammik¸n protim sewn p�nw sto A. 'Ena profÐl protim sewn �= 〈�0, . . . ,�n−1〉 ∈ Ln eÐnai mia

sullog  twn protim sewn gia ìlouc touc yhfofìrouc. 'Enac kanìnac yhfoforÐac eÐnai mÐa sun�r-

thsh f : Ln ⇒ 2A \ {∅} apì ta profÐl protÐmhshc se mh-ken� uposÔnola upoyhfÐwn, kai h opoÐa

orÐzei to nikht /touc nikhtèc thc eklog¸n. MporoÔme epÐshc na qrhsimopoi soume to �′i gia na

dhl¸soume tic protim seic tou yhfofìrou i, se peript¸seic ìpou jèloume na gÐnei di�krish metaxÔ

dÔo diaforetik¸n katat�xewn �i kai �′i. Gia ta sÔnola twn upoyhfÐwn B1, B2 ⊆ A, gr�foume
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B1 �i B2 an gia ìla ta a ∈ B1 kai b ∈ B2, a �i b. An B1 = {a} (antistoÐqwc, B2 = {a}) gia
k�poio a, kami� for� gr�foume a �i B2 (antistoÐqwc, B1 �i a) antÐ gia {a} �i B2 (antistoÐqwc,

B1 �i {a}).
'Estw x, y ∈ A kai �∈ Ln. Lème ìti o x nik�   kerdÐzei ton y se mia an� zeÔgoc eklog  an

|{i ∈ N : x �i y}| > n/2. O nikht c Condorcet eÐnai ènac upoy fioc pou nik� k�je �llon

upoy fio se mia an� zeÔgoc eklog . O bajmìc (  skor) Dodgson enìc upoyhfÐou x ∈ A se sqèsh

me èna profÐl protÐmhshc �∈ Ln, pou sumbolÐzetai me scD(x,�), eÐnai o arijmìc twn enallag¸n

metaxÔ geitonik¸n upoyhfÐwn stic epimèrouc katat�xeic pou apaitoÔntai gia na gÐnei o x nikht c

kat� Condorcet. O nikht c kat� Dodgson eÐnai ènac upoy fioc, me ton el�qisto bajmì Dodgson.

JewroÔme, gia par�deigma, to profÐl � tou pÐnaka 2.1. Se autì to par�deigma N = {0, . . . , 4},
A = {a, b, c, d, e}, kai h i-ost  st lh eÐnai h kat�taxh pou anafèrjhke apì ton yhfofìro i. O

upoy fioc a q�nei se an� zeÔgh eklogèc apì ton b kai ton e (dÔo yhfofìroi protimoÔn ton a

apì ton b, ènac yhfofìroc protim� ton a apì ton e). Gia na gÐnei nikht c Condorcet, tèsseric

enallagèc arkoÔn: enall�ssoume ton a kai ton e, kai sth sunèqeia ton a kai ton b, sthn kat�taxh

tou par�gonta 1 (met� tic enallagèc h kat�taxh gÐnetai a �1 b �1 e �1 c �1 d), kai enall�ssoume

ton a kai ton d, kai sth sunèqeia ton a kai ton e, sthn kat�taxh tou par�gonta 4. O upoy fioc a

den mporeÐ na gÐnei nikht c Condorcet me ligìterec enallagèc, wc ek toÔtou, èqoume scD(a,�) = 4

se autì to profÐl. Wstìso, sto profÐl tou pÐnaka 2.1 up�rqei nikht c Condorcet, o upoy fioc

b, wc ek toÔtou, o b eÐnai o nikht c Dodgson me scD(b,�) = 0.

0 1 2 3 4
a b e e b
b e b c e
c a c d d
d c a a a
e d d b c

PÐnakac 2.1: 'Ena par�deigma enìc profÐl. Gia autì to profÐl �, isqÔei ìti scD(b,�) = 0,
scD(a,�) = 4.

Dedomènou enìc profÐl protÐmhshc �∈ Ln kai x, y ∈ A, to èlleimma tou x se sqèsh me ton y,

sumbolÐzetai wc defc(x, y,�), kai orÐzetai wc o arijmìc twn prìsjetwn yhfofìrwn pou ja prèpei

na katat�ssoun ton x p�nw apì ton y, prokeimènou o x na kerdÐsei ton y se mia an� zeÔgoc eklog .

Dhlad ,

defc(x, y,�) = max

{
0,

⌈
n+ 1

2

⌉
− |{i ∈ N : x �i y}|

}
.

Sugkekrimèna, an o x nik� ton y se mia an� zeÔgoc eklog  tìte isqÔei ìti defc(x, y,�) = 0.

Shmei¸noume ìti an o n eÐnai zugìc kai o x me ton y isìpaloi, dhlad , |{i ∈ N : x �i y}| = n/2,

tìte defc(x, y,�) = 1. Gia par�deigma, sto profÐl tou pÐnaka 2.1 èqoume ìti defc(a, b,�) = 1,
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defc(a, c,�) = 0, defc(a, d,�) = 0, defc(a, e,�) = 2. QrhsimopoioÔme gia suntomografÐa ton

isodÔnamo orismì defc(y) ìtan eÐnai saf  to profÐl protÐmhshc kai h tautìthta tou upoyhfÐou

tou opoÐou to èlleimma melet�me. P.q. sto parap�nw par�deigma epeid  meletoÔme to èlleimma tou

sugkekrimènou upoy fiou a lème ìti defc(b) = 1, defc(c) = 0, defc(d) = 0,defc(e) = 2. Lème ìti o

upoy fioc x ∈ A pou èqei èlleimma ènanti opoioud pote �llou upoyhfÐou, dhlad  defc(x, y,�) > 0

eÐnai zwntanìc. Oi upoy fioc pou den èqei èlleimma ènanti opoioud pote �llou upoyhfÐou, dhlad ,

autìc me defc(x, y,�) = 0, eÐnai nekrìc.

O bajmìc Young tou a∗ se sqèsh me � eÐnai to mègejoc tou megalÔterou uposunìlou twn

yhfofìrwn gia touc opoÐouc o a∗ eÐnai nikht c kat� Condorcet. Autìc eÐnai o orismìc pou dÐdetai

apì ton Ðdio ton Young [126], kai qrhsimopoieÐtai kai se epìmenec ergasÐec [110]. E�n, gia k�je

mh-kenì uposÔnolo yhfofìrwn, o a∗ den eÐnai nikht c Condorcet, o bajmìc Young tou eÐnai 0.

Sto parap�nw par�deigma, o bajmìc Young tou a eÐnai 3, o bajmìc Young tou b eÐnai 1, kai o

bajmìc Young tou c eÐnai 0.

IsodÔnama, ènac Young nikht c eÐnai ènac upoy fioc ètsi ¸ste ènac prèpei na afairèsei ton

el�qisto arijmì yhfofìrwn, prokeimènou na ton k�noun nikht  Condorcet. KaloÔme autì ton

arijmì duðkì bajmì Young. Shmei¸noume ìti, sto plaÐsio thc proseggisimìthtac, autoÐ oi dÔo

orismoÐ den eÐnai isodÔnamoi. QrhsimopoioÔme ton pr¸to (prwtìtupo) orismì, all� anaferìmaste

kai sto deÔtero epÐshc.

Oi Bartholdi k.�. [6] èqoun deÐxei ìti to prìblhma apìfashc tou bajmoÔ Dodgson, dhlad , gia

èna dedomèno profÐl protÐmhshc �, ènan upoy fio a kai ton fusikì arijmì k, to prìblhma tou

kajorismoÔ an o bajmìc Dodgson tou a sto � eÐnai to polÔ k eÐnai pl rec gia thn kl�sh NP .
EpÐshc to prìblhma apìfashc tou nikht  kat� Young (dhlad  to prìblhma apìfashc, dedomènou

enìc profÐl protÐmhshc kai enìc upoyhfÐou a, na kajoristeÐ an o a eÐnai o nikht c Young se autì

to profÐl) eÐnai gnwstì ìti eÐnai ΘP
2 -pl rec [110], kai ètsi upologistik� dÔskolo, to prìblhma

tou bajmoÔ Young prèpei epÐshc na eÐnai upologistik� dÔskolo. Alli¸c, ja  mastan se jèsh

na upologÐsoume touc bajmoÔc ìlwn twn upoyhfÐwn apotelesmatik�, kai na prosdiorÐsoume touc

upoyhfÐouc, me thn el�qisth bajmologÐa.

Ta grammik� kai akèraia progr�mmata apoteloÔn basik� ergaleÐa gia thn epÐlush problhm�twn

beltistopoÐhshc. Mia wraÐa eisagwg  sto jèma apì th skopi� thc epist mhc twn upologist¸n

parousi�zetai apì touc Cormen k.�. [37] thn opoÐa sunoyÐzoume ed¸. 'Ena grammikì prìgramma

(GP) sth kanonik  tou morf  apoteleÐtai, gia k�poia p, q ∈ N, èna p× q pÐnakaM , èna p-pÐnaka A

kai èna q-pÐnaka B, kai prospajeÐ na brei èna q-pÐnaka pou megistopoieÐ thn BX (pou onom�zetai

apotimhtik  sun�rthsh-objective function) kai upìkeitai stouc periorismoÔcMX ≤ A, ìpou k�je
X pou ikanopoieÐ touc periorismoÔc (an opoÐa mporeÐ na mhn eÐnai mègisto) kaleÐtai efikt  lÔsh.

'Ena akèraio grammikì prìgramma eÐnai èna grammikì prìgramma me to prìsjeto periorismì ìti to

X mporeÐ na p�rei mìno akèraiec timèc. 'Opwc gÐnetai sun jwc, ja gr�foume suqn� ta grammik�

progr�mmata pou qrhsimopoioÔme me epidÐwxh thn elaqistopoÐhsh antÐ thc megistopoÐhshc thc
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apotimhtik c sun�rthshc, kai ja ekfr�zoume orismènouc apì touc periorismoÔc, wc k�tw antÐ

gia �nw fr�gmata. Mèsw apl¸n algebrik¸n qeirism¸n, autèc oi ekfr�seic mporoÔn p�nta na

metafr�zontai se isodÔnamec pou eÐnai sthn kanonik  morf  ìpwc orÐzetai parap�nw.

Gia èna grammikì prìgramma, me th morf  pou dÐnetai parap�nw, to duðkì tou eÐnai to grammikì

prìgramma pou orÐzetai wc to prìblhma thc eÔreshc enìc p-pÐnaka Y ≥ 0 pou elaqistopoieÐ thn

AY kai upìkeitai stouc periorismoÔc MTY ≥ B (ìpou MT eÐnai o an�strofoc tou M). EÐnai

eÔkolo na doÔme ìti h BX gia k�je efikt  lÔsh X gia to arqikì prìblhma (gnwstì kai wc

prwteÔon grammikì prìgramma) eÐnai èna k�tw fr�gma sthn AY k�je efikt c lÔsh Y sto duðkì

tou (  antistrìfwc an to prwteÔon ekfr�zetai wc prìblhma elaqistopoÐhshc), ètsi X kai Y eÐnai

bèltistec lÔseic sta antÐstoiqa probl mat� touc ìtan AY = BX. To antÐstrofo eÐnai epÐshc

al jeia, an kai den eÐnai tìso eÔkolo na to dei kaneÐc, kai paÐzei èna jemeli¸dh rìlo sthn an�lush

algorÐjmwn gia thn epÐlush grammik¸n programm�twn. Ja qrhsimopoi soume autì to gegonìc sto

upìloipo thc diatrib c.

2.3 Proseggisimìthta tou bajmoÔ Dodgson

Xekin�me me thn parousÐash twn algorÐjmwn prosèggishc gia to bajmì kat� Dodgson.

2.3.1 'Enac �plhstoc algìrijmoc

Se aut  thn enìthta parousi�zoume èna sunduastikì, �plhsto algìrijmo gia thn prosèggish

tou bajmoÔ Dodgson enìc dedomènou upoyhfÐou. JewroÔme, gia �llh mia for�, ènan eidikì upo-

y fio a∗, kai ìti epÐshc ènac zwntanìc upoy fioc eÐnai autìc me jetikì èlleimma. Se k�je b ma,

o algìrijmoc epilègei mia bèltisth, me b�sh to apodotikì kìstoc, metakÐnhsh tou upoyhfÐou a∗

sthn protÐmhsh k�poiou yhfofìrou. To apodotikì kìstoc thc metakÐnhshc tou a∗ sthn protÐmhsh

enìc yhfofìrou i ∈ N eÐnai o lìgoc metaxÔ tou sunolikoÔ arijmoÔ twn jèsewn pou o a∗ kineÐtai

proc ta p�nw sthn protÐmhsh tou i se sÔgkrish me to arqikì profÐl �, kai tou arijmoÔ twn

uparqìntwn zwntan¸n upoyhfÐwn pou xepern� o a∗, wc apotèlesma aut c thc metakÐnhshc.

Met� thn epilog  miac bèltisthc ìso afor� to apodotikì kìstoc metakÐnhshc, dhlad , th

metakÐnhsh me to qamhlìtero apodotikì kìstoc, o algìrijmoc mei¸nei to defc(a) kat� èna gia

k�je zwntanì upoy fio a pou o a∗ xepern�ei. Oi upoy fioi a ∈ A me defc(a) = 0 gÐnontai nekroÐ.

O algìrijmoc termatÐzei ìtan den paramènoun zwntanoÐ upoy fioi. H èxodoc tou algorÐjmou eÐnai

o sunolikìc arijmìc twn jèsewn pou o upoy fioc a∗ metakineÐtai proc ta p�nw stic protim seic

ìlwn twn yhfofìrwn.

'Aplhstoc Algìrijmoc:

1. 'Estw A′ to sÔnolo twn zwntan¸n upoyhfÐwn, dhlad  twn upoyhfÐwn a ∈ A me defc(a) > 0.
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2. 'Oso to A′ 6= ∅:

• Ektèlese mia bèltisth ìso afor� to apodotikì kìstoc metakÐnhsh, dhlad  metakÐnhse

ton a∗ stic protim seic tou yhfofìrou i ∈ N me tètoio trìpo pou na elaqistopoieÐ to

lìgo metaxÔ tou sunolikoÔ arijmoÔ twn jèsewn pou o a∗ kineÐtai anodik� stic protim -

seic twn i kai ton arijmì twn uparqìntwn zwntan¸n upoyhfÐwn pou o a∗ xepern�ei, wc

apotèlesma aut c thc metakÐnhshc.

• Epanaôpolìgise to A′.

3. Epèstreye ton arijmì twn antallag¸n pou ektelèsthkan.

'Ena par�deigma thc ektèleshc tou algorÐjmou apeikonÐzetai sto Sq ma 2.1 (ìpwc epÐshc kai

sto Sq ma 2.2 sth sqetik  suz thsh sthn Enìthta 2.4). Sto arqikì profÐl tou paradeÐgmatoc,

o upoy fioc a∗ èqei elleÐmmata defc(b) = 2, defc(c) = 1 kai defc(di) = 0. Wc ek toÔtou, oi

upoy fioi b kai c eÐnai zwntanoÐ kai oi d1, ..., d8 eÐnai nekroÐ. Kat� to pr¸to st�dio tou algorÐjmou,

up�rqoun arketoÐ diaforetikoÐ trìpoi na metakinhjeÐ o a∗ proc ta p�nw gia na prosper�sei ènan

apì touc zwntanoÔc upoyhfÐouc b kai c   kai touc dÔo. An�mes� touc, autìc me to mikrìtero

apodotikì kìstoc eÐnai na metakinhjeÐ o a∗ proc ta p�nw sthn protÐmhsh �1. Me ton trìpo

autì, o a∗ metakineÐtai dÔo jèseic proc ta p�nw kai xepern�ei ton zwntanì upoy fio c kat�

apodotikì kìstoc Ðso me 2. Opoiad pote �llh metakÐnhsh tou a∗ sto arqikì profÐl èqei apodotikì

kìstoc, toul�qiston 2, 5 efìson o a∗ prèpei na metakinhjeÐ toul�qiston treic jèseic proc ta p�nw,

prokeimènou na prosper�sei ènan zwntanì upoy fio kai toul�qiston pènte jèseic proc ta p�nw

gia na xeper�sei kai touc dÔo b kai c. Met� to b ma 1, o c eÐnai nekrìc. Sth sunèqeia, sto

b ma 2, up�rqoun treic trìpoi gia na metakinhjeÐ o a∗ proc ta p�nw, ètsi ¸ste na xeper�sei ton

zwntanì upoy fio b: eÐte metakin¸ntac ton sthn koruf  tou �1 (autì èqei apodotikì kìstoc 5,

diìti o a∗ ja èqei metakinhjeÐ pènte jèseic sto sÔnolo se sqèsh me to arqikì profÐl sto �1), eÐte

metakin¸ntac ton sthn koruf  tou �2 (me to apodotikì kìstoc na eÐnai 3), eÐte metakin¸ntac ton

tèsseric jèseic p�nw sto �3 (me to apodotikì kìstoc na eÐnai 4). O algìrijmoc paÐrnei th deÔterh

epilog . Sth sunèqeia, sto b ma 3, o algìrijmoc mporeÐ na metakin sei eÐte ton a∗ sthn pr¸th

jèsh tou �1   na ton metakin sei tèsseric jèseic p�nw sto �3. H pr¸th epilog  èqei apodotikì

kìstoc 5 (jumÐzoume ìti to apodotikì kìstoc orÐzetai me to sunolikì arijmì twn jèsewn pou o

a∗ ja kinhjeÐ se sqèsh me th jèsh tou sto arqikì profÐl), en¸ h deÔterh èqei apodotikì kìstoc

4 kai eÐnai h metakÐnhsh pou epilègei o algìrijmoc. Met� to b ma 3, ìloi oi upoy fioi eÐnai nekroÐ

kai o algìrijmoc termatÐzei epistrèfontac to sunolikì arijmì twn jèsewn pou o a∗ metakineÐtai

proc ta p�nw, dhlad , 9.

Apì ton orismì tou algorÐjmou, eÐnai safèc ìti par�gei èna profÐl ìpou o a∗ eÐnai nikht c

Condorcet. EÐnai shmantikì na shmeiwjeÐ ìti an to a∗ eÐnai arqik� nikht c Condorcet tìte o

algìrijmoc upologÐzei bajmì mhdèn, ètsi ¸ste wc kanìnac yhfoforÐac o algìrijmoc ikanopoieÐ
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�1 �2 �3

b b c
d1 d4 b
d2 d5 d6

c a∗ d7

d3 c d8

a∗ d1 a∗

d4 d2 d1

d5 d3 d2

d6 d6 d3

d7 d7 d4

d8 d8 d5

(aþ) Arqikì ProfÐl

�1 �2 �3

b b c
d1 d4 b
d2 d5 d6

a∗ a∗ d7

c c d8

d3 d1 a∗

d4 d2 d1

d5 d3 d2

d6 d6 d3

d7 d7 d4

d8 d8 d5

(bþ) Met� to pr¸to
b ma

�1 �2 �3

b a∗ c
d1 b b
d2 d4 d6

a∗ d5 d7

c c d8

d3 d1 a∗

d4 d2 d1

d5 d3 d2

d6 d6 d3

d7 d7 d4

d8 d8 d5

(gþ) Met� to deÔte-
ro b ma

�1 �2 �3

b a∗ c
d1 b a∗

d2 d4 b
a∗ d5 d6

c c d7

d3 d1 d8

d4 d2 d1

d5 d3 d2

d6 d6 d3

d7 d7 d4

d8 d8 d5

(dþ) Met� to trÐto
b ma

Sq ma 2.1: 'Ena par�deigma ektèleshc tou �plhstou algìrijmou

to krit rio Condorcet. EpÐshc, kat� th di�rkeia k�je epan�lhyhc thc gramm c 2 mia bèltisth

ìso afor� to apodotikì kìstoc metakÐnhsh mporeÐ na mhn eÐnai monadik , sthn opoÐa perÐptwsh o

algìrijmoc epilègei, kat� trìpo pou na mhn ephre�zei ta proseggistik� apotelèsmata mac, akrib¸c

mia apì autèc tic bèltistec metakin seic apodotikoÔ kìstouc.

Je¸rhma 2.3.1. Gia k�je eÐsodo a∗ kai � me m upoyhfÐouc, o �plhstoc algìrijmoc epistrèfei

mia Hm−1-prosèggish tou bajmoÔ Dodgson tou a∗, ìpou gia ìlouc touc fusikoÔc arijmoÔc k, to

Hk =
∑k

i=1
1
k eÐnai o k-ostìc armonikìc arijmìc.

Apìdeixh. BasÐzoume thn apìdeixh mac sth sqèsh metaxÔ tou probl matìc mac kai tou probl -

matoc Constrained Set Multicover, gia to opoÐo oi Rajagopalan kai Vazirani [106] èqoun

d¸sei ènan algìrijmo prosèggishc kai qrhsimopoioÔn th teqnik  thc dipl c topojèthshc (dual

fitting) gia na apodeÐxoun to lìgo prosèggishc tou (epÐshc [122, sel. 112�116]).

Constrained Set Multicover

Stigmiìtupo: 'Ena basikì sÔnolo A, èna sÔnolo akeraÐwn {ra}a∈A, ènac gia k�je stoiqeÐo tou

a ∈ A, pou antiproswpeÔei thn apaÐthsh k�luyhc gia to a, mia deiktodothmènh sullog  S =

{Sj | Sj ⊆ A} uposunìlwn tou A (kurÐwc, to Ðdio uposÔnolo mporeÐ na emfanisteÐ p�nw apì mÐa

for� se aut  th sullog , ef' ìson k�je antÐgrafo èqei èna xeqwristì deÐkth), kai èna sÔnolo

akeraÐwn {cSj}, èna gia k�je mèloc tou S, pou antiproswpeÔei to kìstoc autoÔ tou mèlouc.

Er¸thma: Poioc eÐnai o mikrìteroc arijmìc c̄ gia ton opoÐon up�rqei uposÔnolo C tou S ètsi ¸ste

1. c̄ =
∑

Sj∈C cSj ,

2. k�je mèloc tou S na emfanÐzetai to polÔ mia for� sto C, kai
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3. k�je stoiqeÐo a ∈ A na emfanÐzetai se toul�qiston ra mèlh tou C?

MporoÔme na doÔme to prìblhma thc prosèggishc tou bajmoÔ Dodgson wc mia parallag 

tou probl matoc Constrained Set Multicover. To basikì sÔnolo eÐnai to sÔnolo twn

zwntan¸n upoyhfÐwn. Gia k�je zwntanì upoy fio a ∈ A\{a∗}, to èlleimma tou defc(a) eÐnai sthn

pragmatikìthta apaÐthsh k�luy c tou, dhlad , o arijmìc twn diaforetik¸n sunìlwn pou prèpei

na an kei sthn telik  epik�luyh. Gia k�je yhfofìro i ∈ N pou katat�ssei ton a∗ sth jèsh ri,

èqoume mia om�da Si pou apoteleÐtai apì ta sÔnola Sik gia k = 1, . . . , ri − 1, ìpou to sÔnolo Sik
perièqei touc (arqikoÔc) zwntanoÔc upoyhfÐouc pou emfanÐzontai stic jèseic ri − k èwc ri − 1

sthn protÐmhsh tou yhfofìrou i. H metablht  Sik èqei kìstoc k. T¸ra, to prìblhma epik�luyhc

pou prèpei na lujeÐ eÐnai to akìloujo. EpijumoÔme na epilegeÐ to polÔ èna sÔnolo apì k�je mÐa

apì tic di�forec om�dec ètsi ¸ste k�je upoy fioc a ∈ A \ {a∗} na emfanÐzetai se toul�qiston

defc(a) sÔnola kai to sunolikì kìstoc twn epilegmènwn sunìlwn na elaqistopoieÐtai. To bèltisto

kìstoc eÐnai o bajmìc Dodgson tou a∗ kai, wc ek toÔtou, to kìstoc opoiasd pote proseggistik c

epik�luyhc pou ikanopoieÐ tic apait seic epik�luyhc kai oi periorismoÐ eÐnai èna �nw ìrio gia to

bajmì Dodgson.

T¸ra mporoÔme na orÐsoume to prìblhma epik�luyhc wc:

Set Multicover with Group Constraints

Stigmiìtupo: 'Ena basikì sÔnolo A, èna sÔnolo akeraÐwn {ra}a∈A, èna gia k�je stoiqeÐo a ∈ A,
mia sullog  S = {Sj | Sj ⊆ A} uposunìlwn tou A, to sÔnolo twn akeraÐwn {cSj}, kai mia
diamèrish tou S se om�dec Si gia i ∈ N .

Er¸thma: Poioc eÐnai o mikrìteroc arijmìc c̄ gia ton opoÐon up�rqei uposÔnolo C tou S ètsi ¸ste

1. c̄ =
∑

Sj∈C cSj ,

2. k�je mèloc tou S na emfanÐzetai to polÔ mia fìra sto C,

3. k�je stoiqeÐo a ∈ A na emfanÐzetai se toul�qiston ra mèlh tou C, kai

4. to polÔ èna mèloc apì k�je om�da Si na emfanÐzetai se C?

Se ìrouc tou parìntoc probl matoc epik�luyhc, o �plhstoc algìrijmoc pou anafèretai pa-

rap�nw mporeÐ na jewrhjeÐ wc ex c. Se k�je b ma, epilègei èna bèltisto sÔnolo apodotikoÔ

kìstouc. Gia autoÔc touc zwntanoÔc upoyhfÐouc, o algìrijmoc mei¸nei tic apait seic epik�luy c

tou sto tèloc tou b matoc. O algìrijmoc termatÐzei ìtan ìloi oi upoy fioi èqoun pej�nei (dh-

lad , h apaÐthsh epik�luy c touc èqei gÐnei mhdèn). H èxodoc tou algorÐjmou apoteleÐtai apì ta

sÔnola mègistou kìstouc pou sullèqjhkan apì k�je om�da.

Diapist¸noume ìti h diatÔpwsh tou probl matoc tou bajmoÔ Dodgson mporeÐ na gÐnei wc to

ex c akèraio grammikì prìgramma.
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minimize
∑
i∈N

ri−1∑
k=1

k · xSi
k

subject to ∀a ∈ A \ {a∗},
∑
i∈N

∑
S∈Si:a∈S

xS ≥ defc(a)

∀i ∈ N,
∑
S∈Si

xS ≤ 1

x ∈ {0, 1}.

H metablht  xS pou sqetÐzetai me èna sÔnolo S upodhl¸nei kat� pìson to S perilamb�netai

sth lÔsh (xS = 1)   ìqi (xS = 0). Ja qalar¸soume to periorismì gia akeraÐouc, prokeimènou

na apokt soume mia grammik  qal�rwsh tou progr�mmatoc kai upologÐzoume to duðkì grammikì

prìgramma.

maximize
∑

a∈A\{a∗}

defc(a) · ya −
∑
i∈N

zi

subject to ∀i ∈ N, k = 1, . . . , ri − 1,
∑
a∈Si

k

ya − zi ≤ k

∀i ∈ N, zi ≥ 0

∀a ∈ A \ {a∗}, ya ≥ 0.

Gia èna sÔnolo S pou epilègetai apì ton algìrijmo gia thn k�luyh tou upoyhfÐou a ∈ A\{a∗}
gia j-ost  for� (to j-ostì antÐgrafo tou a), jètoume to p(a, j) na eÐnai Ðso me to apodotikì kìstoc

tou S ìtan epilèqjhke. AnepÐshma, to p dianèmei exÐsou to kìstoc tou S metaxÔ twn antigr�fwn

twn zwntan¸n upoyhfÐwn pou kalÔptei. 'Otan o algìrijmoc kalÔptei èna zwntanì upoy fio a

epilègontac èna sÔnolo S, pou an kei sthn om�da Si, qrhsimopoioÔme to sumbolismì ji(a) gia na

upodhl¸soume to deÐkth tou antigr�fou a pou o algìrijmoc kalÔptei epilègontac autì to sÔnolo.

Dhl¸noume me T i to sÔnolo twn zwntan¸n upoyhfÐwn pou kalÔptontai apì ta sÔnola thc om�dac

Si pou epilègontai apì ton algìrijmo kat� th di�rkeia thc ektèles c tou.

T¸ra, ja deÐxoume ìti me to na jèsoume

ya =
p(a,defc(a))

Hm−1

gia k�je upoy fio a ∈ A \ {a∗} kai

zi =
1

Hm−1

∑
a∈T i

(p(a,defc(a))− p(a, ji(a)))

gia k�je yhfofìro i ∈ N , ikanopoioÔntai oi periorismoÐ tou duðkoÔ grammikoÔ progr�mmatoc. Oi

metablhtèc ya eÐnai saf¸c mh arnhtikèc. Dedomènou ìti o algìrijmoc epilègei èna sÔnolo me
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bèltisto apodotikì kìstoc se k�je b ma, to apodotikì kìstoc tou sunìlou den mei¸netai me to

qrìno. Wc ek toÔtou, p(a,defc(a)) ≥ p(a, j) gia k�je upoy fio a me defc(a) > 0 kai j ≤ defc(a).

Autì shmaÐnei epÐshc ìti o zi eÐnai mh arnhtikìc.

Gia na deÐxoume ìti o pr¸toc periorismìc tou duðkoÔ grammikoÔ progr�mmatoc ikanopoieÐtai

epÐshc, jewroÔme ènan yhfofìro i ∈ N kai akèraio k tètoio ¸ste 1 ≤ k ≤ ri − 1. 'Eqoume ìti

∑
a∈Si

k

ya − zi =
1

Hm−1

∑
a∈Si

k

p(a,defc(a))−
∑
a∈T i

(p(a,defc(a))− p(a, ji(a)))


≤ 1

Hm−1

∑
a∈Si

k

p(a,defc(a))−
∑

a∈Si
k∩T i

(p(a,defc(a))− p(a, ji(a)))


=

1

Hm−1

 ∑
a∈Si

k\T i

p(a,defc(a)) +
∑

a∈Si
k∩T i

p(a, ji(a))

 . (2.1)

T¸ra, gia k�je upoy fio a ∈ Sik, orÐzoume to ν(a) wc ex c. An a ∈ Sik ∩ T i, to ν(a) eÐnai

to qronikì b ma sto opoÐo o algìrijmoc k�luye ton upoy fio a epilègontac èna sÔnolo thc

om�dac Si. Se antÐjeth perÐptwsh, an to a ∈ Sik \ T i, to ν(a) eÐnai to qronikì b ma sto opoÐo

o upoy fioc a pèjane. T¸ra, arijmoÔme touc upoyhfÐouc sto Sik se mh fjÐnousa seir� ν(·),
sp�zontac tic isopalÐec aujaÐreta. 'Estw a1, a2, . . . , a|Si

k|
aut  h seir�. JewroÔme ton upoy fio

at me 1 ≤ t ≤ |Sik|. ParathroÔme ìti, lìgw tou orismoÔ thc t�xhc twn upoyhfÐwn Sik, met�

thn ektèlesh tou b matoc ν(at), oi upoy fioi at, at+1, . . . , a|S
i
k| den èqoun pej�nei akìmh kai ta

sÔnola thc om�dac Si pou èqoun epilegeÐ apì ton algìrijmo wc t¸ra (an up�rqoun) den perièqoun

kanènan apì autoÔc. Wc ek toÔtou, sto b ma ν(at), o algìrijmoc èqei th dunatìthta na epilèxei

sÔnolo Sik me kìstoc k gia na kalÔyei toul�qiston autoÔc touc |Sik| − t+ 1 upoy fiouc. 'Etsi, to

apodotikì kìstoc tou sunìlou pou pragmatik� epilègetai apì ton algìrijmo sto b ma ν(at) eÐnai

to polÔ k
|Si

k|−t+1
. To epiqeÐrhma autì sunep�getai ìti

p(at, ji(at)) ≤
k

|Sik| − t+ 1
(2.2)

an at ∈ Sik ∩ T i, kai

p(at, defc(at)) ≤
k

|Sik| − t+ 1
(2.3)

alli¸c (an at ∈ Sik \ T i).
Qrhsimopoi¸ntac tic (2.2) kai (2.3) mazÐ me thn (2.1), paÐrnoume ìti

∑
a∈Si

k

ya − zi ≤
1

Hm−1

|Si
k|∑

t=1

k

|Sik| − t+ 1
=
kH|Si

k|

Hm−1
≤ k,
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pr�gma pou shmaÐnei ìti oi periorismoÐ tou duðkoÔ grammikoÔ progr�mmatoc p�nta ikanopoioÔntai.

H teleutaÐa anisìthta isqÔei afoÔ, profan¸c, |Sik| ≤ m− 1.

T¸ra, sumbolÐzoume me OPT th bèltisth lÔsh tou akèraiou grammikoÔ progr�mmatoc. Me th

duðkìthta, èqoume ìti k�je efikt  lÔsh gia to duðkì qalarwmèno grammikì prìgramma èqei lÔsh

to polÔ OPT. Wc ek toÔtou,

Hm−1 ·OPT ≥ Hm−1

 ∑
a∈A\{a∗}

defc(a) · ya −
∑
i∈N

zi


=

∑
a∈A\{a∗}

defc(a) · p(a,defc(a))−
∑
i∈N

∑
a∈T i

(p(a,defc(a))− p(a, ji(a)))

=
∑
i∈N

∑
a∈T i

p(a, ji(a)).

To je¸rhma prokÔptei afoÔ h teleutaÐa èkfrash eÐnai Ðsh me to sunolikì kìstoc twn sunìlwn

pou epilèqjhkan se ìla ta st�dia tou algorÐjmou kai saf¸c fr�ssei ek twn �nw to kìstoc thc

telik c lÔshc.

2.3.2 'Enac algìrijmoc basismènoc se grammikì prìgramma

H an�lush tou �plhstou algìrijmou proteÐnei èna algìrijmo basismèno sto grammikì prì-

gramma pou proseggÐzei to bajmì Dodgson enìc upoyhfÐou a∗ qwrÐc na parèqei rht� ènan trìpo

gia na metakinhjeÐ o a∗ proc ta p�nw sthn protÐmhsh k�poiwn yhfofìrwn, ètsi ¸ste o a∗ na

gÐnetai o nikht c Condorcet. Autìc o algìrijmoc qrhsimopoieÐ thn Ðdia qal�rwsh tou grammikoÔ

progr�mmatoc tou bajmoÔ Dodgson pou qrhsimopoi jhke sthn an�lush tou �plhstou algìrijmou.

O algìrijmoc upologÐzei th bèltisth lÔsh, kai epistrèfei thn tim  aut  pollaplasiazìmenh me

Hm−1, wc ton bajmì tou upoyhfÐou a∗. H idèa ìti h qal�rwsh tou akèraiou grammikoÔ progr�m-

matoc (ILP) gia to bajmì Dodgson odhgeÐ se ènan kanìna pou eÐnai parìmoioc me ton Dodgson

den eÐnai kainoÔrgia (p.q., [89]).

Gia lìgouc plhrìthtac, anadiatup¸noume to grammikì prìgramma se mia pio analutik  morf 

pou paÐrnei to profÐl protÐmhshc wc par�metro. Autì ja faneÐ qr simo sthn epìmenh enìthta,

ìpou ja suzht soume tic idiìthtec monotonÐac tou algorÐjmou. Lamb�nontac upìyh to profÐl

R = RN me èna sÔnolo yhfofìrwn N kai èna sÔnolo A apì m upoyhfÐouc, sumbolÐzoume me

ri(R) thn kat�taxh tou upoyhfÐou a∗ sthn protÐmhsh tou yhfofìrou i. QrhsimopoioÔme ton

sumbolismì defc(a,R) gia to èlleimma tou a∗ se sÔgkrish me ènan upoy fio a sto profÐl R.

UpenjumÐzetai ìti oi upoy fioi a ∈ A \ {a∗} gia touc opoÐouc defc(a,R) > 0 lègontai zwntanoÐ.

Gia k�je yhfofìro i ∈ N pou katat�ssei ton a∗ se jèsh ri(R), sumbolÐzoume me Si(R) thn

uposullog  pou apoteleÐtai apì ta sÔnola Sik(R) gia k = 1, . . . , ri(R)−1, ìpou to sÔnolo Sik(R)

perièqei touc zwntanoÔc upoyhfÐouc pou emfanÐzontai stic jèseic ri(R) − k èwc ri(R) − 1 sthn

protÐmhsh tou yhfofìrou i. SumbolÐzoume me S(R) thn ènwsh twn uposullog¸n Si(R) gia i ∈ N .

38



O algìrijmoc basismènoc sto grammikì prìgramma qrhsimopoieÐ thn akìloujh qal�rwsh GP

tou bajmoÔ Dodgson tou upoyhfÐou a∗ sto profÐl R:

minimize
∑
i∈N

ri(R)−1∑
k=1

k · xSi
k(R)

subject to ∀a ∈ A \ {a∗},
∑
i∈N

∑
S∈Si(R):a∈S

xS ≥ defc(a,R)

∀i ∈ N,
∑

S∈Si(R)

xS ≤ 1

∀S ∈ S(R), 0 ≤ xS ≤ 1.

ParathroÔme ìti, ìpwc sumbaÐnei me ton �plhsto algìrijmo, an o a∗ eÐnai arqik� ènac nikht c

Condorcet tìte o algìrijmoc upologÐzei bajmì mhdèn.

Se k�je �llh perÐptwsh, mporoÔme eÔkola na deÐxoume ìti o bajmìc pou epistrèfetai apì

ton algìrijmo eÐnai metaxÔ tou bajmoÔ Dodgson tou upoyhfÐou a∗ kai tou bajmoÔ Dodgson

pollaplasiazìmeno me Hm−1. Pr�gmati, apì thn an�lush sthn apìdeixh tou Jewr matoc 2.3.1

(teleutaÐa sqèsh), gnwrÐzoume ìti o bajmìc pou epistrèfetai apì ton �plhsto algìrijmo kai, wc

ek toÔtou, o bajmìc Dodgson tou a∗ den eÐnai uyhlìteroc apì th bèltisth lÔsh tou qalarwmènou

GP pollaplasiazìmeno me Hm−1. Epiplèon, dedomènou ìti h bèltisth lÔsh tou qalarwmènou

GP eÐnai èna k�tw fr�gma gia to bajmì Dodgson tou a∗, o algìrijmoc pou eÐnai basismènoc

sto grammikì prìgramma epistrèfei èna apotèlesma pou eÐnai mia Hm−1-prosèggish tou bajmoÔ

Dodgson. To sunoyÐzoume sto akìloujo je¸rhma.

Je¸rhma 2.3.2. Gia k�je eÐsodo a∗ kai � me m upoyhfÐouc, o algìrijmoc pou eÐnai basismènoc

sto grammikì prìgramma epistrèfei mia Hm−1-prosèggish tou bajmoÔ Dodgson tou a∗.

2.4 Sqetik� me th skopimìthta twn AlgorÐjmwn prosèg-

gishc wc nèoi kanìnec yhfoforÐac

Mèqri stigm c èqoume dei proseggÐseic tou kanìna tou Dodgson mèsa apì mia algorijmik 

skopi�. Shmantikì epÐshc eÐnai na ton exereun soume en suntomÐa kai apì th meri� thc koinwnik c

epilog c. UposthrÐzoume ìti h prosèggish tou kanìna tou Dodgson eÐnai isodÔnamh me èna nèo

kanìna yhfoforÐac, o opoÐoc eggu�tai thn eklog  enìc upoyhfÐou pou den apèqei polÔ apì to na

eÐnai nikht c Condorcet. Me �lla lìgia, ènac apìluta logikìc orismìc tou {koinwnik� kaloÔ}

nikht , dedomènwn twn sunjhk¸n, eÐnai apl� o upoy fioc pou epilègetai apì ton algìrijmo pro-

sèggishc. Shmei¸noume ìti o proseggistikìc algìrijmoc mporeÐ na sqediasteÐ gia na ikanopoieÐtai

to Condorcet krit rio, dhlad , na eklègetai p�nta an up�rqei, nikht c Condorcet.

39



Dedomènou ìti o bajmìc Dodgson tou nikht  Condorcet eÐnai mhdèn, h epilog  enìc tètoiou

nikht  ìtan up�rqei, den èqei kamÐa epÐptwsh ston lìgo prosèggishc.

Oi algìrijmoi prosèggis c mac prèpei na sugkrijoÔn me dÔo ennoiologik� diaforetikèc dia-

st�seic: tic algorijmikèc touc idiìthtec kai tic koinwnikèc touc idiìthtec. Apì mia algorijmik 

�poyh, o �plhstoc algìrijmoc dÐnei mia kalÔterh aÐsjhsh thc sunduastik c dom c tou probl ma-

toc. Sth sunèqeia uposthrÐzoume, wstìso, ìti algìrijmoc pou basÐzetai sto grammikì prìgramma

èqei k�poiec epijumhtèc idiìthtec apì thn pleur� thc koinwnik c epilog c.

Sta perissìtera algorijmik� probl mata sqediasmoÔ mhqanism¸n [97], ìpwc sunduastikèc dh-

moprasÐec   dromolìghsh, anazht� kaneÐc sun jwc algìrijmouc prosèggishc pou eÐnai filal jeic,

dhlad , oi paÐqtec den mporoÔn na epwfelhjoÔn apì to na poun yèmata. Wstìso, to gnwstì je¸-

rhma Gibbard-Satterthwaite [65, 113] apokleÐei oi kanìnec yhfoforÐac na eÐnai tìso filal jeic

ìso kai epijumhtoÐ, kat� mÐa ènnoia. Wc ek toÔtou, �llec idiìthtec eÐnai epijumhtèc stouc kanì-

nec yhfoforÐac. (Fusik�, eÐnai endiafèron na doÔme �llec koinwnikèc idiìthtec upì to dikì touc

prÐsma, anex�rthta apì to Gibbard-Satterthwaite Je¸rhma).

Ac epanal�boume ìti tìso o �plhstoc algìrijmoc ìso kai o algìrijmoc pou basÐzetai sto

grammikì prìgramma ikanopoioÔn thn idiìthta thc sunèpeiac kat� Condorcet. Ac exet�soume t¸ra

thn idiìthta thc monotonÐac, mÐa apì tic shmantikìterec idiìthtec, b�sei twn opoÐwn sugkrÐnontai

oi kanìnec yhfoforÐac. Pollèc diaforetikèc ènnoiec thc monotonÐac mporoÔn na brejoÔn sth

bibliografÐa. Gia touc skopoÔc mac, ènac (basismènoc ston bajmì) kanìnac yhfoforÐac eÐnai

monìtonoc sÔmfwna me ton bajmì an kai mìno an k�nontac èna upoy fio protimìtero sthn kat�taxh

k�poiou yhfofìrou den mporeÐ na epidein¸sei ton bajmì autoÔ tou upoyhfÐou, dhlad , na auxhjeÐ

ìtan ènac qamhlìteroc bajmìc eÐnai epijumhtìc (ìpwc sto Dodgson),   na meiwjeÐ ìtan ènac

uyhlìteroc bajmìc eÐnai epijumhtìc. 'Oloi oi exèqontec kanìnec yhfoforÐac me b�sh ton bajmì

(p.q. jesiakoÐ kanìnec bajmolìghshc, Copeland, Maximin) eÐnai monìtonoi wc proc ton bajmì.

EÐnai eÔkolo na doÔme ìti oi kanìnec Dodgson kai Young eÐnai epÐshc monìtonoi wc proc ton bajmì.

Pr¸ta isqurizìmaste ìti o algìrijmìc mac pou basÐzetai sto grammikì prìgramma eÐnai monì-

tonoc wc proc ton bajmì.

Je¸rhma 2.4.1. O algìrijmoc pou basÐzetai sto grammikì prìgramma eÐnai monìtonoc wc proc

ton bajmì.

Apìdeixh. Ja exet�soume dÔo diaforetikèc eisìdouc tou algorÐjmou gia ton upologismì tou baj-

moÔ tou upoyhfÐou a∗: mÐa me profÐl R = RN kai mia �llh me profÐl R̄ pou lamb�netai apì to

R metakin¸ntac ton upoy fio a∗ p�nw, stic protim seic merik¸n yhfofìrwn (parablèpontac to

sumbolismì, ja af soume merikèc forèc to R, antÐstoiqa R̄, na qarakthrÐsei thn eÐsodo èqontac,

profÐl R, antÐstoiqa R̄). Lamb�nontac upìyh th bèltisth lÔsh x gia to R, ja kataskeu�soume

mia efikt  lÔsh x̄ gia to R̄ pou den uperbaÐnei thn x. Autì apoteleÐ epark  proôpìjesh gia to

je¸rhma.
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Apì ton orismì tou profÐl R̄, isqÔei ìti ri(R) ≥ ri(R̄) gia k�je i ∈ N . DiamerÐzoume thn

upoom�da Si(R) stic akìloujec dÔo upo-sullogèc pou den èqoun koin� stoiqeÐa:

Si,1(R) = {Sik(R) : k = ri(R)− ri(R̄) + 1, . . . , ri(R)− 1}

kai

Si,2(R) = {Sik(R) : k = 1, . . . , ri(R)− ri(R̄)} .

Gia k�je i ∈ N , up�rqei mia - proc - mia kai epÐ, antistoiqÐa metaxÔ twn sunìlwn sto Si(R̄)

kai twn sÔnolwn sto Si,1(R), ìpou gia k ∈ {1, . . . , ri(R̄)} to sÔnolo Sik(R̄) tou Si(R̄) antistoiqeÐ

sto sÔnolo Si
k+ri(R)−ri(R̄)

(R) tou Si,1(R) kai to antÐstrofo. H lÔsh x̄ gia th deÔterh eÐsodo

kataskeu�zetai apl� jètontac

x̄Si
k(R̄) = xSi

k+ri(R)−ri(R̄)
(R)

gia i ∈ N kai k ∈ {1, . . . , ri(R̄)− 1}.
Ja prèpei pr¸ta na apodeÐxoume ìti h lÔsh x̄ eÐnai mia efikt  lÔsh gia to R̄. Oi orismoÐ

twn x̄-metablht¸n saf¸c sunep�gontai ìti to deÔtero kai to trÐto sÔnolo twn periorism¸n ikano-

poioÔntai (dedomènou ìti h lÔsh x eÐnai efikt ). EpÐshc, to pr¸to sÔnolo periorism¸n ikanopoieÐtai

tetrimmèna gia k�je upoy fio a me defc(a, R̄) = 0. Ac upojèsoume t¸ra ìti o upoy fioc a èqei

defc(a, R̄) > 0. 'Estw eia eÐnai 1 an o yhfofìroc i katat�ssei ton upoy fio a p�nw apì ton a∗

sto R kai k�tw apì autìn sto R̄, alli¸c to eia eÐnai 0. Sth sunèqeia, mporeÐ eÔkola na dei kaneÐc

ìti defc(a,R) = defc(a, R̄) +
∑

i∈N e
i
a > 0. Wc ek toÔtou, apì thn antistoiqÐa metaxÔ twn sunì-

lwn sto Si(R̄) kai twn sunìlwn Si,1(R), prokÔptei ìti gia k�je sÔnolo S ∈ Si(R̄) pou perièqei

ton a, to antÐstoiqo sÔnolo tou sto Si,1(R) perièqei epÐshc ton a. Qrhsimopoi¸ntac aut  thn

parat rhsh kai ton orismì thc lÔshc x̄, paÐrnoume ìti

∑
i∈N

∑
S∈Si(R̄):a∈S

x̄S =
∑
i∈N

∑
S∈Si,1(R):a∈S

xS

=
∑
i∈N

 ∑
S∈Si(R):a∈S

xS −
∑

S∈Si,2(R):a∈S

xS

.
'Estw α =

∑
S∈Si,2(R):a∈S xS . ParathroÔme ìti an eia = 0, tìte kanèna sÔnolo S ∈ Si,2(R)

den perièqei ton a, ètsi α = 0. Diaforetik�, an eia = 1, tìte o deÔteroc periorismìc tou grammikoÔ

progr�mmatoc shmaÐnei ìti α ≤ 1. Me �lla lìgia, se k�je perÐptwsh, to α �nw-oriojeteÐtai apì

eia. Qrhsimopoi¸ntac aut  thn parat rhsh kai, epiplèon, to gegonìc ìti defc(a,R) = defc(a, R̄)+∑
i∈N e

i
a, katal goume sto sumpèrasma ìti∑

i∈N

∑
S∈Si(R̄):a∈S

x̄S ≥
∑
i∈N

∑
S∈Si(R):a∈S

xS −
∑
i∈N

eia ≥ defc(a,R)−
∑
i∈N

eia = defc(a, R̄),
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ìpwc kai epijumoÔme.

Den eÐnai dÔskolo na dei kaneÐc ìti h apotimhtik  sun�rthsh tou R̄ fr�ssetai ek twn �nw apì

thn apotimhtik  sun�rthsh tou R. Pr�gmati, o suntelest c gia k�je x̄-metablht  sthn apoti-

mhtik  sun�rthsh tou R̄ eÐnai to polÔ Ðsoc me ton suntelest  thc x metablht c tou antÐstoiqou

sunìlou sto Si,1(R) sto R, dhlad , h metablht  x̄Si
k(R̄) pollaplasi�zetai me k sthn apotimhtik 

sun�rthsh tou R̄, en¸ h metablht  xSi
k+ri(R)−ri(R̄)

(R) pollaplasi�zetai me k + ri(R) − ri(R̄) ≥ k

sto R.

Se antÐjesh, ac exet�soume t¸ra ton �plhsto algìrijmo. Sqedi�zoume èna profÐl protÐmhshc

kai mia metakÐnhsh tou a∗ kai deÐqnoume ìti o algìrijmoc den eÐnai monìtonoc wc proc ton bajmì. Oi

yhfofìroi 1 èwc 6 yhfÐzoun sÔmfwna me to profÐl RN pou dÐnetai sto sq ma 2.2(aþ). Oi jèseic

pou qarakthrÐzontai apì {.} eÐnai oi upìloipoi upoy fioi, se k�poia aujaÐreth seir�. 'Estw

A′ = {a1, . . . , a4} kai A′′ = {b1, . . . , b17}. ParathroÔme ìti defc(a) = 1 gia ìla ta a ∈ A′ kai

defc(b) = 0 gia ìla ta b ∈ A′′. H bèltisth allhlouqÐa twn antallag¸n metakineÐ ton a∗ ìlh

th diadrom  proc thn koruf  twn protim sewn tou yhfofìrou 2, me kìstoc ept�. O �plhstoc

algìrijmoc, dedomènou autoÔ tou profÐl protÐmhshc, epilègei pr�gmati aut  th seir�.

�1 �2 �3 �4 �5 �6

a4 a4 a4 a3 a2 a1

a3 a3 b4 b9 b13 b16

a2 a2 b5 b10 b14 b17

a1 a1 b6 b11 b15 a∗

. b1 b7 b12 a∗ .

. b2 b8 a∗ . .

. b3 a∗ . . .

. a∗ . . . .

. . . . . .
a∗ . . . . .

(aþ) Kanonikì ProfÐl.

�1 �2 �′3 �′4 �′5 �′6
a4 a4 a4 a3 a2 a1

a3 a3 b4 b9 b13 a∗

a2 a2 b5 b10 a∗ b16

a1 a1 b6 a∗ b14 b17

. b1 a∗ b11 b15 .

. b2 b7 b12 . .

. b3 b8 . . .

. a∗ . . . .

. . . . . .
a∗ . . . . .

(bþ) BeltÐwsh tou a∗.

Sq ma 2.2: O kanìnac yhfoforÐac pou antistoiqeÐ sto �plhsto algìrijmo den eÐnai monìtonoc wc
proc ton bajmì: èna par�deigma.

Apì thn �llh pleur�, jewroÔme to profÐl (�1,�2,�′3,�′4,�′5,�′6) pou dÐnetai sto Sq -

ma 2.2(bþ) (ìpou h jèsh tou a∗ belti¸jhke kat� dÔo jèseic stic protim seic twn yhfofìrwn

3 èwc 6). Blèpoume ìti ta elleÐmmata den èqoun all�xei se sqèsh me to profÐl tou RN . O

�plhstoc algìrijmoc ja mporoÔse sthn pragmatikìthta na metakin sei ton a∗ sthn koruf  twn

protim sewn twn yhfofìrwn 6, 5, 4 kai 3 (me aut  th seir�), me sunolikì kìstoc dèka. Sh-

mei¸noume ìti h bèltisth lÔsh exakoloujeÐ na èqei èna kìstoc ept�. En katakleÐdi, o �plhstoc

algìrijmoc den eÐnai monìtonoc wc proc ton bajmì, en¸ o algìrijmoc pou basÐzetai sto grammikì

prìgramma eÐnai.
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Ja prèpei na anafèroume ìti h akìloujh isqurìterh ènnoia thc monotonÐac jewreÐtai suqn� sth

bibliografÐa: metakin¸ntac èna nikhfìro upoy fio stic protim seic twn yhfofìrwn den mporeÐ

na ton bl�yei, dhlad , den mporeÐ na ton k�nei na q�sei tic eklogèc. Lème ìti ènac kanìnac

yhfoforÐac pou ikanopoieÐ aut  thn idiìthta eÐnai monìtonoc. EÐnai endiafèron, ìti o Dodgson den

eÐnai monìtonoc [20, 62], gegonìc pou jewreÐtai apì polloÔc èna sobarì el�ttwma. Wstìso, autì

den apokleÐei thn Ôparxh enìc algorÐjmou prosèggishc gia to bajmì Dodgson pou eÐnai monìtonoc

wc kanìnac yhfoforÐac. Epiplèon, up�rqoun �llec exèqousec idiìthtec koinwnik c epilog c pou

suqn� exet�zontai, p.q., h omoiogèneia: ènac kanìnac yhfoforÐac lègetai ìti eÐnai omoiogen c e�n

diplasi�zontac kai antigr�fontac to eklogikì s¸ma den all�zei to apotèlesma twn eklog¸n. Ja

asqolhjoÔme me thn idiìthta thc omoiogèneiac kai se epìmeno kef�laio analutikìtera.

2.5 K�tw fr�gmata gia ton kanìna tou Dodgson

O McCabe-Dansted [89] dÐnei mia poluwnumikoÔ qrìnou anagwg  apì to prìblhma tou el�qi-

stou kurÐarqou sunìlou (Minimum Dominating Set) sto prìblhma tou bajmoÔ Dodgson me thn

akìloujh idiìthta: dedomènou enìc graf matoc G me k korufèc, h anagwg  dhmiourgeÐ èna profÐl

protÐmhshc me n = Θ(k) yhfofìrouc kai m = Θ(k4) upoyhfÐouc, ètsi ¸ste to mègejoc tou el�qi-

stou kurÐarqou sunìlou G eÐnai bk−2scD(a∗)c, ìpou scD(a∗) eÐnai o bajmìc Dodgson enìc diake-

krimènou upoyhfÐou a∗ ∈ A. ParathroÔme ìti efìson to prìblhma el�qistou kurÐarqou sunìlou

eÐnai gnwstì ìti eÐnai upologistik� dÔskolo na proseggisteÐ upì logarijmikoÔc par�gontec [109],

prokÔptei ìti to prìblhma tou bajmoÔ Dodgson eÐnai epÐshc dÔskolo na proseggisteÐ se èna

par�gonta tou Ω(logm). Lìgw thc sqèshc metaxÔ tou el�qistou kurÐarqou sunìlou kai tou pro-

bl matoc el�qisthc epik�luyhc sunìlwn, qrhsimopoi¸ntac èna apotèlesma mh-proseggisimìthtac

tou Feige [60], to fr�gma mh-proseggisimìthtac mporeÐ na gÐnei
(

1
4 − ε

)
lnm, me thn paradoq  ìti

probl mata sto NP den èqoun yeudo-poluwnumikoÔ qrìnou algìrijmouc. Autì shmaÐnei ìti oi

algìrijmoi mac eÐnai asumptwtik� bèltistoi.

2.5.1 Mh-proseggisimìthta tou bajmoÔ Dodgson

Sth sunèqeia, parousi�zoume mia enallaktik  kai pio fusik  anagwg  apeujeÐac apì to prì-

blhma el�qisthc epik�luyhc sunìlwn pou mac epitrèpei na apokt soume èna kalÔtero fr�gma

mh-proseggisimìthtac. Autì to fr�gma shmaÐnei ìti o �plhstoc algìrijmìc mac eÐnai bèltistoc

mèqri èna suntelest  2.

Je¸rhma 2.5.1. Up�rqei β > 0 tètoio ¸ste na eÐnai upologistik� dÔskolo na proseggÐsoume

to prìblhma tou bajmoÔ Dodgson enìc dedomènou upoyhfÐou se mia eklog  me m upoyhfÐouc mèsa

se èna par�gonta β lnm. Epiplèon, gia opoiod pote ε > 0, den up�rqei poluwnumikoÔ qrìnou(
1
2 − ε

)
lnm-prosèggish gia to bajmì Dodgson enìc dedomènou upoyhfÐou ektìc e�n ìla ta pro-
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bl mata sto NP èqoun algìrijmouc pou trèqoun se qrìno kO(log log k), ìpou k eÐnai to mègejoc

eisìdou.

Apìdeixh. QrhsimopoioÔme mia anagwg  apì to prìblhma el�qisthc epik�luyhc sunìlwn (pou

orÐzetai epis mwc parak�tw, ìtan parousi�zoume thn anagwg  mac) kai ta akìlouja gnwst� apo-

telèsmata mh-proseggisimìthtac.

Je¸rhma 2.5.2 (Raz kai Safra [109]). Up�rqei mia stajer� α > 0 tètoia ¸ste, dedomènou enìc

stigmiìtupou (U,S) tou probl matoc elaqistopoÐhshc epik�luyhc sunìlwn me |U | = n kai èna

akèraio K ≤ n, eÐnai upologistik� dÔskolo na xeqwrÐsoume metaxÔ twn duo akìloujwn katast�-

sewn.

• To (U,S) èqei mia epik�luyh megèjouc to polÔ K.

• Opoiad pote epik�luyh tou (U,S) èqei mègejoc toul�qiston αK lnn.

Je¸rhma 2.5.3 (Feige [60]). Gia opoiad pote stajer� ε > 0, dedomènou enìc stigmiìtupou

(U,S) tou probl matoc elaqistopoÐhshc epik�luyhc sunìlwn me |U | = n kai èna akèraio K ≤
n, den up�rqei algìrijmoc poluwnumikoÔ qrìnou pou na xeqwrÐzei metaxÔ twn duo akìloujwn

katast�sewn.

• To (U,S) èqei mia epik�luyh megèjouc to polÔ K.

• Opoiad pote epik�luyh tou (U,S) èqei mègejoc toul�qiston (1− ε)K lnn.

ektìc e�n NP ⊆ DTIME(nO(log logn)).

Ta gnwst� apotèlesma mh-proseggisimìthtac gia ta probl mata pou qrhsimopoioÔme stic apo-

deÐxeic mac katanooÔntai kalÔtera exet�zontac th sqèsh touc me èna genikì upologistik� dÔskolo

prìblhma, ìpwc h Ikanopoihsimìthta ([122], kef�laio 29). Gia par�deigma, to Je¸rhma 2.5.2 dh-

l¸nei ousiastik� ìti up�rqei anagwg  poluwnumikoÔ qrìnou h opoÐa, ìtan èqei gia eÐsodo èna

stigmiìtupo φ thc Ikanopoihsimìthtac, kataskeu�zei èna stigmiìtupo (U,S) thc el�qisthc epik�-

luyhc sunìlwn me tic akìloujec idiìthtec: an to φ eÐnai ikanopoi simo, tìte to (U,S) èqei k�luyh

megèjouc to polÔ K, kai an to φ den eÐnai ikanopoi simo, opoiad pote k�luyh tou (U,S) èqei

mègejoc toul�qiston αK lnn. H anagwg  aut  shmaÐnei ìti eÐnai upologistik� dÔskolo na pro-

seggisteÐ to prìblhma el�qisthc epik�luyhc sunìlwn mèsa se ènan par�gonta α lnn. H ermhneÐa

twn upìloipwn apotelesm�twn mh-proseggisimìthtac pou qrhsimopoioÔntai   apodeiknÔontai sthn

diatrib  eÐnai parìmoia.

Dedomènou enìc stigmiìtupou tou probl matoc elaqistopoÐhshc epik�luyhc sunìlwn apote-

loÔmeno apì èna sÔnolo twn n stoiqeÐwn, mia sullog  apì sÔnola p�nw se aut� ta stoiqeÐa kai èna

akèraio K ≤ n, kataskeu�zoume to akìloujo profÐl eklog c me m = (1 + ζ)n+ dαζKn lnne+ 1

upoyhfÐouc kai ènan eidikì upoy fio a∗ sto opoÐo deÐqnoume ìti an mporoÔme na xeqwrÐsoume se

poluwnumikì qrìno metaxÔ twn parak�twn duo peript¸sewn:
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• O a∗ èqei bajmì Dodgson to polÔ (1 + ζ)Kn, kai

• O a∗ èqei bajmì Dodgson toul�qiston αζKn lnn,

tìte ja mporoÔsame na xeqwrÐsoume metaxÔ twn duo katast�sewn twn Jewrhm�twn 2.5.2 kai

2.5.3 gia to aujentikì stigmiìtupo el�qisthc epik�luyhc sunìlwn, antikroÔontac tic parap�nw

prot�seic mh-proseggisimìthtac.

Ed¸ to α eÐnai h stajer� mh-proseggisimìthtac sta Jewr mata 2.5.2   2.5.3 (sto teleutaÐo

α = 1− ε), kai to ζ eÐnai mia aujaÐreth meg�lh jetik  stajer�. Me ton trìpo autì, paÐrnoume èna

fr�gma mh-proseggisimìthtac thc t�xewc tou αζ
1+ζ lnn. Efìson m = (1 + ζ)n+ dαζKn lnne+ 1,

isqÔei ìti lnn ≥ 1
2 lnm − O(ln lnm), kai wc ek toÔtou to fr�gma mh-proseggisimìthtac gia to

bajmì Dodgson mporeÐ na ekfrasteÐ se sqèsh me ton arijmì twn upoyhfÐwn m, ìpwc anafèretai

sto Je¸rhma 2.5.1.

Ja parousi�soume t¸ra thn anagwg  mac. Dedomènou enìc stigmiìtupou (U,S) tou probl -

matoc elaqistopoÐhshc epik�luyhc sunìlwn apoteloÔmeno apì èna sÔnolo U twn n stoiqeÐwn,

mia sullog  S apì sÔnola S1, S2, . . . , S|S| kai èna akèraio K ≤ n, kataskeu�zoume to akìloujo

profÐl protÐmhshc. Up�rqoun oi akìloujoi upoy fioi:

• 'Ena sÔnolo apì n basikoÔc upoy fiouc pou o kajènac touc antistoiqeÐ se èna stoiqeÐo tou

U . K�nontac kat�qrhsh thc shmeiografÐac, kaloÔme epÐshc autì to sÔnolo U .

• 'Ena sÔnolo Z apì ζn upoyhfÐouc ìpou ζ eÐnai mia jetik  stajer�.

• 'Ena sÔnolo F apì dαζKn lnne upoyhfÐouc, ìpou α eÐnai h stajer� tou Jewr matoc 2.5.2.

• 'Enac sugkekrimènoc upoy fioc a∗.

Up�rqoun oi akìloujoi 2|S|+ 1 yhfofìroi:

• 'Enac krÐsimoc yhfofìroc `i gia k�je sÔnolo Si ∈ S.

• 'Enac adi�foroc yhfofìroc ri gia k�je sÔnolo Si ∈ S.

• 'Enac eidikìc yhfofìroc v∗.

Oi protim seic twn yhfofìrwn orÐzontai akoloÔjwc:

• O eidikìc yhfofìroc v∗ katat�ssei ton a∗ sthn pr¸th jèsh thc protÐmhs c tou kai oi

upìloipoi upoy fioi katalamb�noun tic upìloipec jèseic me tuqaÐa seir�, dhlad , a∗ �v∗
(U ∪ Z ∪ F ).

• O krÐsimoc yhfofìroc `i katat�ssei touc basikoÔc upoyhfÐouc pou antistoiqoÔn sta stoi-

qeÐa tou Si stic pr¸tec jèseic protÐmhs c tou (se tuqaÐa seir�), met� katat�ssei touc
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upoyhfÐouc tou Z, èpeita ton a∗, akoloÔjwc touc upoyhfÐouc tou F , kai stic teleutaÐec

jèseic protÐmhs c tou katat�ssei touc basikoÔc upoyhfÐouc pou antistoiqoÔn sta stoiqeÐa

tou U\Si, dhlad , Si �`i Z �`i a∗ �`i F �`i (U\Si).

• Kataskeu�zoume thn kat�taxh twn adi�forwn yhfofìrwn wc ex c: ArqikopoioÔme ta

S′1, S
′
2, . . . , S

′
|S| wc S

′
1 ← S1, S

′
2 ← S2, . . . , S

′
|S| ← S|S|. Gia k�je stoiqeÐo u tou U , epi-

lègoume tuqaÐa j ∈ {1, 2, . . . , |S|} tètoio ¸ste u ∈ S′j kai sÔnolo S′j ← S′j \ {u}. OrÐzoume
wc S ′ th sullog  S′1, S

′
2, . . . , S

′
|S| pou prokÔptei efìson k�je u ∈ U èqei epexergasteÐ me

autìn ton trìpo. O adi�foroc yhfofìroc ri katat�ssei touc basikoÔc upoyhfÐouc pou an-

tistoiqoÔn sta stoiqeÐa tou U \ S′i stic pr¸tec jèseic thc protÐmhshc tou, met� katat�ssei

touc upoyhfÐouc tou F , èpeita ton a∗, akoloÔjwc touc upoyhfÐouc tou Z kai stic teleu-

taÐec jèseic thc protÐmhs c tou katat�ssei touc basikoÔc upoy fiouc pou antistoiqoÔn sta

stoiqeÐa sto S′i (an up�rqoun)�dhlad , (U \ S′i) �ri F �ri a∗ �ri Z �ri S′i.

EÐnai fanerì ìti o a∗ protim�tai se sÔgkrish me opoiond pote upoy fio tou Z apì ton eidikì

yhfofìro kai apì touc |S| adi�forouc yhfofìrouc, dhlad  apì thn pleioyhfÐa twn yhfofìrwn.

ParomoÐwc, o a∗ protim�tai se sÔgkrish me opoiond pote upoy fio tou F apì ton eidikì yhfofìro

kai apì touc |S| krÐsimouc yhfofìrouc. T¸ra, èstw loipìn gia k�je stoiqeÐo tou U , orÐzoume

wc fu ton arijmì twn sunìlwn tou S pou perièqoun ton u. Tìte, o a∗ protim�tai se sqèsh me

ton basikì upoy fio pou antistoiqeÐ sto u apì ton eidikì yhfofìro, apì touc |S| − fu krÐsimouc

yhfofìrouc pou antistoiqoÔn sta sÔnola tou S pou den perièqoun ton u, kai apì touc fu − 1

adi�forouc yhfofìrouc pou antistoiqoÔn sta sÔnola tou S ′ pou perièqoun ton u (p.q., apì |S|
yhfofìrouc sunolik�). Sunep¸c, o a∗ èqei èlleimma akrib¸c 1 se sqèsh me k�je upoy fio tou

U .

To Je¸rhma 2.5.1 prokÔptei apì ta epìmena dÔo l mmata pou dÐnoun fr�gmata gia to bajmì

Dodgson tou a∗ stic duo peript¸seic pou mac endiafèroun: ìtan o (U,S) èqei mia epik�luyh megè-

jouc to polÔK (L mma 2.5.4) kai ìtan opoiad pote epik�luyh tou (U,S) èqei mègejoc toul�qiston

αK lnn (L mma 2.5.5).

L mma 2.5.4. An o (U,S) èqei mia epik�luyh megèjouc K, tìte o a∗ èqei bajmì Dodgson to

polÔ (1 + ζ)Kn.

Apìdeixh. 'Estw ìti H ⊆ S eÐnai mia epik�luyh gia to (U,S) me |H| = K. Apì ton orismì thc

epik�luyhc, o H kalÔptei ìla ta stoiqeÐa tou U . 'Etsi, aneb�zontac ton a∗ sthn pr¸th jèsh

protÐmhshc tou krÐsimou yhfofìrou `i ètsi ¸ste Si ∈ H, o a∗ ja nik sei kajènan apì touc

basikoÔc upoy fiouc toul�qiston akìmh mia for� kai ja gÐnei nikht c Condorcet. O sunolikìc

arijmìc jèsewn pou anebaÐnei o a∗ eÐnai to polÔ |H| · (|Z|+ n) = (1 + ζ)nK.

L mma 2.5.5. An opoiad pote epik�luyh sto (U,S) èqei mègejoc toul�qiston αK lnn, tìte o

a∗ èqei bajmì Dodgson toul�qiston αζKn lnn.
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Apìdeixh. Arqik� upojètoume ìti o el�qistoc arijmìc jèsewn pou prèpei na anèbei o a∗ prokei-

mènou na kerdÐsei ìlouc touc basikoÔc upoy fiouc kai na gÐnei nikht c Condorcet eÐnai |F | jèseic
se k�poion adi�foro yhfofìro ri. Dhlad , o a∗ anebaÐnei |F | jèseic sthn protÐmhsh tou ri ètsi

¸ste na ft�sei sth jèsh |U\S′i|+1, kai toul�qiston n epiplèon jèseic ètsi ¸ste na kerdÐsei touc

basikoÔc upoyhfÐouc. 'Etsi o bajmìc Dodgson tou eÐnai toul�qiston |F |+ n ≥ αζKn lnn.

T¸ra, upojètoume ìti o el�qistoc arijmìc jèsewn pou prèpei na anèbei o a∗ ¸ste na kerdÐsei

touc basikoÔc upoy fiouc den perilamb�nei to na aneb�soume ton a∗ toul�qiston |F | jèseic se

k�poio adi�foro yhfofìro. Ja deÐxoume ìti an o bajmìc Dodgson tou a∗ eÐnai mikrìteroc apì

αζKn lnn, tìte up�rqei mia epik�luyh tou (U,S) megèjouc mikrìtero apì αK lnn, pou èrqetai

ìmwc se antÐjesh me thn upìjesh tou l mmatoc.

'Estw ìti H eÐnai to sÔnolo twn krÐsimwn yhfofìrwn ìpou o a∗ anebaÐnei toul�qiston |Z|
jèseic prokeimènou na kerdÐsei ìlouc touc basikoÔc upoyhfÐouc toul�qiston mia for� akìmh.

Sunolik�, o a∗ anebaÐnei |H| · |Z| jèseic gia na ft�sei sthn |Si|+1 jèsh se k�je krÐsimo yhfofìro

`i pou an kei sto H, kai toul�qiston n epiplèon jèseic gia na nik sei ìlouc touc basikoÔc

upoyhfÐouc toul�qiston akìmh mia for�, p.q., toul�qiston ζ|H|n + n jèseic sunolik�. 'Etsi,

orÐzontac to bajmì Dodgson tou a∗ wc scD(a∗), èqoume |H| ≤ 1
ζnscD(a∗) − 1

ζ < αK lnn. H

apìdeixh oloklhr¸netai parathr¸ntac ìti h ènwsh twn sunìlwn Si gia k�je krÐsimo yhfofìro

`i pou an kei sto H perièqei ìlouc touc basikoÔc upoyhfÐouc, p.q., to H antistoiqeÐ se mia

epik�luyh gia to (U,S) megèjouc mikrìtero apì αK lnn.

Oloklhr¸netai h apìdeixh tou Jewr matoc 2.5.1

2.5.2 Mh-proseggisimìthta thc kat�taxhc kat� Dodgson

Mia er¸thsh sqetik� me thn proseggisimìthta tou bajmoÔ Dodgson afor� thn proseggisi-

mìthta thc kat�taxhc Dodgson, dhlad , thn kat�taxh twn upoyhfÐwn sÔmfwna me mh-fjÐnousa

Dodgson bajmolìghsh. Apì ìso gnwrÐzoume, kamÐa sun�rthsh kat�taxhc sunìlwn, h opoÐa an-

tistoiqeÐ profÐl protÐmhshc me tic katat�xeic twn upoyhfÐwn, den eÐnai gnwst  ìti apodedeigmèna

par�gei katat�xeic pou brÐskontai kont� sthn kat�taxh Dodgson [107, 108, 76, 77, 78].

To epìmenì mac apotèlesma kajorÐzei ìti oi apodotikoÐ algìrijmoi prosèggishc gia thn kat�-

taxh Dodgson eÐnai apÐjano na up�rxoun ektìc an P = NP. Autì epitugq�netai me thn apìdeixh

ìti to prìblhma thc di�krishc metaxÔ tou an ènac dedomènoc upoy fioc eÐnai o monadikìc nikh-

t c Dodgson   stic teleutaÐec O(
√
m) jèseic eÐnai upologistik� dÔskolo. To apotèlesma autì

parèqei mia ex ghsh sÔmfwna me th jewrÐa thc poluplokìthtac gia tic apìtomec diaforèc pou

parathroÔntai sth bibliografÐa thc jewrÐac thc koinwnik c epilog c kat� th sÔgkrish eklog¸n

Dodgson me aploÔsterouc, kai apotelesmatik� upologÐsimouc, kanìnec yhfoforÐac.

Je¸rhma 2.5.6. Dedomènou enìc profÐl protÐmhshc me m upoyhfÐouc kai ènan dedomèno upo-

y fio a∗, eÐnai upologistik� dÔskolo na apofasÐsoume an o a∗ eÐnai nikht c kat� Dodgson   èqei
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jèsh toul�qiston m− 6
√
m se opoiad pote kat�taxh kat� Dodgson.

Apìdeixh. H apìdeix  mac basÐzetai sth mh-proseggisimìthta tou probl matoc elaqistopoÐhshc

epik�luyhc koruf¸n se 3-kanonik� graf mata [9]. Sugkekrimèna, h anagwg  mac qrhsimopoieÐ thn

akìloujh polÔ apl  parallag  enìc apotelèsmatoc mh-proseggisimìthtac pou parousi�zetai sto

[9]. H prosèggish mac eÐnai parìmoia me thn apìdeixh tou Jewr matoc 2.5.1, all� lÐgo pio teqnik .

Je¸rhma 2.5.7 (Berman kai Karpinski [9], [73]). Dedomènou enìc 3-kanonikoÔ graf matoc G

me n = 22t kìmbouc gia k�poio akèraio t > 0 kai ènan akèraio K pou an kei sto [n/2, n− 6], eÐnai

upologistik� dÔskolo na diaqwrÐsoume metaxÔ twn duo peript¸sewn:

• To G èqei mia epik�luyh koruf¸n megèjouc to polÔ K.

• Opoiad pote epik�luyh koruf¸n tou G èqei mègejoc toul�qiston K + 6.

Dedomènou enìc stigmiìtupou tou probl matoc elaqistopoÐhshc epik�luyhc koruf¸n pou a-

poteleÐtai apì èna 3-kanonikì gr�fhma G me n = 22t kìmbouc v0, v1, . . . , vn−1 kai èna akèraio

K ∈ [n/2, n− 6], kataskeu�zoume se poluwnumikì qrìno èna profÐl miac eklog c Dodgson sto

opoÐo an mporoÔsame na xeqwrÐsoume an ènac sugkekrimènoc upoy fioc eÐnai nikht c Dodgson  

ìqi polÔ makri� apì thn teleutaÐa jèsh se opoiad pote kat�taxh Dodgson, tìte ja mporoÔsame

epÐshc na xeqwrÐsoume metaxÔ twn dÔo peript¸sewn pou anafèrontai sto Je¸rhma 2.5.7 gia to

kanonikì prìblhma elaqistopoÐhshc epik�luyhc koruf¸n (blèpe selÐda 53 gia èna par�deigma thc

kataskeu c). H eklog  Dodgson èqei ta akìlouja sÔnola apì upoyhfÐouc.

• 'Enac eidikìc upoy fioc a∗.

• 'Ena sÔnolo F apì 4Kn/11 + 3n/2 upoyhfÐouc. AutoÐ oi upoy fioi diaqwrÐzontai se n

xeqwrist� tm mata F0, F1, . . ., Fn−1 ètsi ¸ste k�je tm ma perièqei eÐte d4K/11 + 3/2e  
b4K/11 + 3/2c upoyhfÐouc.

• 'Ena sÔnolo A twn n upoyhfÐwn α0, α1, . . . , αn−1.

• 'Enac upoy fioc uj gia k�je akm  ej tou G. 'Estw U to sÔnolo aut¸n twn 3n/2 upoyhfÐwn.

OrÐzoume wc Si to sÔnolo twn tri¸n upoyhfÐwn tou U pou antistoiqoÔn stic akmèc tou G

pou eÐnai geitonikèc sto kìmbo vi.

Gia k�je kìmbo vi tou G, up�rqoun dÔo yhfofìroi: ènac aristerìc `i kai ènac dexiìc ri. H

protÐmhsh tou aristeroÔ yhfofìrou `i eÐnai h akìloujh:

• Oi treic upoy fioi tou Si katat�ssontai apì ton yhfofìro `i stic treic pr¸tec jèseic thc

protÐmhshc tou (se tuqaÐa seir�).
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• Apì th jèsh 4 mèqri th jèsh 4n/11 + 3, o `i katat�ssei touc upoyhfÐouc

ai, a(i+1) mod n, . . . , a(i+4n/11−1) mod n me aut  th seir�.

• Sth jèsh 4n/11 + 4, o `i katat�ssei ton a∗.

• Apì th jèsh 4n/11 + 5 wc th jèsh 4Kn/11 + 41n/22 + 4, o `i katat�ssei touc upoyhfÐouc

tou F me thn akìloujh seir�: Oi upoy fioi tou Fi katat�ssontai stic jèseic apì 4n/11 + 5

èwc 4n/11+4+ |Fi| (se tuqaÐa seir�). Met�, o `i katat�ssei touc upoyhfÐouc twn sunìlwn

F0, . . . , Fi−1, Fi+1, . . . , Fn−1 me aut  th seir� (h sqetik  seir� twn upoyhfÐwn tou Ðdiou

tm matoc eÐnai tuqaÐa).

• Apì th jèsh 4Kn/11 + 41n/22 + 5 wc th jèsh 4Kn/11 + 5n/2 + 4, o `i katat�ssei touc

upoyhfÐouc a(i+4n/11) mod n, a(i+4n/11+1) mod n, . . . , a(i−1) mod m me aut  th seir�.

• Stic teleutaÐec 3n/2 − 3 jèseic, o `i katat�ssei touc upoyhfÐouc tou U \ Si (se tuqaÐa

seir�).

H protÐmhsh tou dexioÔ yhfofìrou ri eÐnai h akìloujh:

• Stic pr¸tec 3n/2−3 jèseic, o ri katat�ssei touc upoyhfÐouc tou U \Si se antÐjeth sqetik 
seir� se sqèsh me thn kat�taxh tou `i.

• Apì th jèsh 3n/2− 2 wc th jèsh 4Kn/11 + 3n− |Fi| − 3, o ri katat�ssei touc upoyhfÐouc

twn tmhm�twn Fn−1, Fn−2, . . . , Fi+1, Fi−1, . . . , F0 me aut  th seir� ètsi ¸ste oi upoy fioi

tou tm matoc Fj katat�ssontai se antÐjeth sqetik  seir� me thn kat�taxh tou `i.

• Apì th jèsh 4Kn/11+3n−|Fi|−2 wc th jèsh 4Kn/11+40n/11−|Fi|−5, o ri katat�ssei

touc upoyhfÐouc a(n−i−1) mod n, a(n−i−2) mod n, . . . , a(4n/11−i+2) mod n me aut  th seir�.

• Sth jèsh 4Kn/11 + 40n/11− |Fi| − 4, o ri katat�ssei ton a∗.

• Apì th jèsh 4Kn/11 + 40n/11−|Fi|−3 wc th jèsh 4Kn/11 + 40n/11−4, o ri katat�ssei

touc upoyhfÐouc tou Fi se antÐjeth sqetik  seir� me thn kat�taxh tou `i.

• Apì th jèsh 4Kn/11 + 40n/11 − 3 wc th jèsh 4Kn/11 + 4n − 2, o ri katat�ssei touc

upoyhfÐouc a(4n/11−i+1) mod n, a(4n/11−i) mod n, . . ., a(n−i) mod n me aut  th seir�.

• Oi treic upoy fioi tou Si katat�ssontai stic treic teleutaÐec jèseic tou yhfofìrou ri, se

antÐjeth sqetik  seir� me thn kat�taxh tou `i.

ParathroÔme ìti o a∗ kerdÐzei ìlouc touc upoyhfÐouc ektìc apì touc upoyhfÐouc tou U .

Pio sugkekrimèna, o a∗ protim�tai se sqèsh me k�je upoy fio tou F se n + 1 yhfofìrouc.

Pr�gmati, o a∗ nik� èna upoy fio pou an kei sto tm ma Fi stouc n aristeroÔc yhfofìrouc kai
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ston dexiì ri. EpÐshc, o upoy fioc ai eÐnai k�tw apì ton a∗ stouc 7n/11 aristeroÔc yhfo-

fìrouc `(i+1) mod n, `(i+2) mod n, . . . , `(i+7n/11−1) mod n kai stouc 4n/11 + 2 dexioÔc yhfofìrouc

r(i+7n/11−1) mod m, r(i+7n/11) mod n, . . . , ri. 'Etsi, o a∗ kerdÐzei ìlouc touc upoyhfÐouc tou sunì-

lou A afoÔ nik� kajèna apì autoÔc se n+ 2 yhfofìrouc. EpÐshc, o a∗ nik� ton upoy fio uj pou

antistoiqeÐ sthn akm  ej tou G stouc aristeroÔc yhfofìrouc `i kai `i′ kai ìlouc touc dexioÔc

ektìc apì touc ri kai ri′ ètsi ¸ste oi kìmboi vi kai vi′ na eÐnai oi �krec thc akm c ej sto G.

'Etsi, o a∗ èqei èlleimma 1 kai gia na gÐnei nikht c Condorcet, prèpei na anèbei k�poiec jèseic

stic protim seic k�poiwn yhfofìrwn ètsi ¸ste na nik sei kajèna apì touc upoy fiouc sto U

toul�qiston akìmh mia for�.

EpÐshc parathroÔme ìti oi upoy fioi tou F kerdÐzoun k�je upoy fio sto A. ParathroÔme

ìti ìtan o a∗ protim�tai se sqèsh me èna upoy fio sto A ektìc apì ton dexiì yhfofìro ri,

ènac upoy fioc tou tm matoc Fi epÐshc protim�tai se sqèsh me ton upoy fio sto A. 'Etsi, k�je

upoy fioc tou F kerdÐzei k�je upoy fio tou A efìson ton nik� se n+ 1 yhfofìrouc. Epiplèon,

ìmoia me ton a∗, k�je upoy fioc sto F protim�tai se sqèsh me k�je upoy fio tou U se n

yhfofìrouc. EpÐshc, ìtan ènac upoy fioc f tou F eÐnai p�nw apì k�poion �llon f ′ tou F ston

`i, o f ′ eÐnai p�nw apì ton f ston ri. 'Etsi, gia na gÐnei nikht c Condorcet, ènac upoy fioc tou F

èqei na anèbei jèseic sthn protÐmhsh k�poiwn apì touc yhfofìrouc ètsi ¸ste na nik sei kajèna

apì touc upoyhfÐouc sto U kai k�je �llo upoy fio sto F toul�qiston mia for� akìmh (èlleimma

1), kai ton a∗ toul�qiston dÔo forèc akìmh (èlleimma 2).

Epiplèon, parathroÔme ìti k�je upoy fioc sto A eÐnai p�nw apì ton upoy fio uj pou anti-

stoiqeÐ sthn akm  ej tou G stouc aristeroÔc yhfofìrouc `i kai `i′ kai se ìlouc touc dexioÔc

ektìc twn ri kai ri′ ètsi ¸ste oi kìmboi vi kai vi′ na eÐnai ta �kra thc akm c ej sto G, p.q., se n

yhfofìrouc. EpÐshc, ìtan ènac upoy fioc a tou A protim�tai se sqèsh me k�poion �llo upoy fio

a′ tou A apì ton `i, o a′ protim�tai se sqèsh me ton a apì ton ri. 'Etsi, gia na gÐnei nikht c

Condorcet, ènac upoy fioc sto A prèpei na anèbei jèseic stic protim seic k�poiwn yhfofìrwn.

Prèpei na nik sei kajèna apì touc upoyhfÐouc sto U kai k�je �llo upoy fio sto A toul�qiston

akìmh mia for� (èlleimma 1), touc upoyhfÐouc sto F toul�qiston akìmh 2 forèc (èlleimma 2)

kai ton a∗ toul�qiston treic akìmh forèc (èlleimma 3). Autì amèswc odhgeÐ sto ìti o bajmìc

Dodgson k�je upoyhfÐou sto U eÐnai toul�qiston 8Kn/11 + 11n/2 + 2.

OmoÐwc, ìtan ènac upoy fioc u tou U protim�tai se sqèsh me èna �llo upoy fio u′ tou U ston

`i, o u′ protim�tai se sqèsh me ton u ston ri. 'Etsi, gia na gÐnei nikht c Condorcet, ènac upoy fioc

sto U prèpei na anèbei jèseic stic protim seic k�poiwn yhfofìrwn gia na nik sei kajèna apì

touc upoyhfÐouc sto A kai sto F , kai k�je �llo upoy fio sto U , kai ton a∗ toul�qiston akìmh

mia for�. Autì amèswc odhgeÐ ìti o bajmìc Dodgson k�je upoyhfÐou sto U eÐnai toul�qiston

4Kn/11 + 4n.

Mia perÐlhyh twn elleimm�twn gia k�je upoy fio se sqèsh me opoiad pote �llo upoy fio

parousi�zetai ston PÐnaka 2.2.
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a∗ opoiosd. upoy. sto F opoiosd. upoy. sto A opoiosd. upoy. sto U
a∗ - 0 0 1

opoiosd. upoy. sto F 2 1 0 1
opoiosd. upoy. sto A 3 2 1 1
opoiosd. upoy. sto U 1 1 1 1

PÐnakac 2.2: To èlleimma tou k�je upoyhfÐou (grammèc) ènanti opoioud pote �llou upoyhfÐou
(st lec)

To epìmeno l mma dÐnei �nw kai k�tw fr�gmata gia to bajmì Dodgson twn upoyhfÐwn sto F .

L mma 2.5.8. K�je upoy fioc sto F èqei bajmì Dodgson metaxÔ 4Kn/11+3n+1 kai 4Kn/11+

37n/11 + 2K/11 + 3/4.

Apìdeixh. Efìson k�je upoy fioc sto F prèpei na anèbei jèseic stic protim seic k�poiwn yhfo-

fìrwn gia na nik sei kajèna apì touc upoyhfÐouc sto U toul�qiston akìmh mia for�, kai k�je

�llo upoy fio sto F akìmh mia for�, kai ton a∗ duo forèc akìmh, o bajmìc Dodgson tou eÐnai

toul�qiston |U |+ |F | − 1 + 2 = 4Kn/11 + 3n+ 1.

T¸ra, jewroÔme èna upoy fio f pou an kei sto Fi. O f eÐnai se apìstash to polÔ⌊
|Fi| − 1

2
+ 1

⌋
≤ |Fi|+ 1

2
≤ d4K/11 + 3/2e+ 1

2
≤ 2K/11 + 7/4

apì ton a∗ sthn protÐmhsh eÐte tou aristeroÔ yhfofìrou `i eÐte stou dexioÔ ri. 'Etsi, aneb�zontac

ton f to polÔ 2K/11+7/4 jèseic sthn protÐmhsh eÐte tou `i eÐte tou ri, to èlleimm� tou se sqèsh me

ton a∗ ja meiwjeÐ kat� 1. JewroÔme èna aristerì yhfofìro `i′ me i
′ 6= i kai èstw F ′ to uposÔnolo

twn upoyhfÐwn sto F pou eÐnai pio yhl� apì ton f sthn protÐmhsh tou `i′ . Aneb�zontac ton f

sthn pr¸th jèsh protÐmhshc tou `i′ (p.q., 4n/11 + 3 + |F ′| epiplèon jèseic), o f ja nik sei k�je

upoy fio tou F ′ kai ton a∗ akìmh mia for�, kaj¸c epÐshc kai touc treic upoyhfÐouc tou Si′ stic

pr¸tec treic jèseic sthn protÐmhsh tou `i′ akìmh mia for�. T¸ra, jewroÔme ton dexiì yhfofìro

ri′ . Sthn protÐmhsh tou ri′ , o f eÐnai uyhlìtera apì touc upoyhfÐouc sto F ′ kai qamhlìtera apì

touc upoyhfÐouc sto F\F ′ − {f}. 'Etsi, aneb�zontac ton f sthn pr¸th jèsh sthn protÐmhsh

tou yhfofìrou ri′ (p.q., |F\F ′ − {f}|+ 3n/2− 3 = 4Kn/11− |F ′|+ 3n− 4 epiplèon jèseic), o

f ja nik sei k�je upoy fio tou F\F ′ − {f} akìmh mia for� kaj¸c epÐshc touc upoyhfÐouc tou

U\Si′ stic pr¸tec 3n/2 − 3 jèseic sthn protÐmhsh tou ri akìmh mia for�. 'Etsi, anebaÐnontac

4Kn/11 + 37n/11 + 2K/11 + 3/4 jèseic, o f gÐnetai nikht c Condorcet.

Ta epìmena dÔo l mmata dÐnoun fr�gmata gia ton bajmì Dodgson enìc upoyhfÐou a∗ stic duo

peript¸seic pou mac endiafèroun: ìtan to G èqei mia epik�luyh koruf¸n to polÔ K, (L mma 2.5.9)

kai ìtan opoiad pote epik�luyh koruf¸n tou G èqei mègejoc toul�qiston K + 6 (L mma 2.5.10).
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L mma 2.5.9. An to G èqei mia epik�luyh koruf¸n megèjouc to polÔ K, tìte o bajmìc Dodgson

tou a∗ eÐnai mikrìteroc apì 4Kn/11 + 3n.

Apìdeixh. 'Estw H ⊆ V mia epik�luyh koruf¸n tou G me |H| = K. Apì ton orismì thc epik�-

luyhc koruf¸n, to H kalÔptei ìlec tic akmèc tou G kai autì shmaÐnei ìti ∪i:vi∈HSi = U . 'Etsi,

aneb�zontac ton a∗ sthn pr¸th jèsh sthn protÐmhsh tou kajenìc apì touc K aristeroÔc yhfofì-

rouc `i ètsi ¸ste vi ∈ H, o a∗ ja nik sei kajèna apì touc upoyhfÐouc sto U toul�qiston akìmh

mia for� kai, ètsi, ja gÐnei nikht c Condorcet. O sunolikìc arijmìc jèsewn pou o a∗ anebaÐnei

eÐnai K(4n/11 + 3) < 4Kn/11 + 3n. H teleutaÐa anisìthta prokÔptei afoÔ K < n.

L mma 2.5.10. An opoiad pote epik�luyh koruf¸n tou G èqei mègejoc toul�qiston K+6, tìte

o bajmìc Dodgson tou a∗ eÐnai megalÔteroc apì 4Kn/11 + 37n/11 + 2K/11 + 3/4.

Apìdeixh. Pr¸ta upojètoume ìti o el�qistoc arijmìc jèsewn pou o a∗ prèpei na anèbei gia na

kerdÐsei touc upoyhfÐouc tou U kai na gÐnei ènac nikht c Condorcet perilamb�nei na aneb�soume

ton a∗ se k�poiec apì tic pr¸tec 3n/2 − 3 jèseic sthn protÐmhsh k�poiou dexioÔ yhfofìrou

ri. Fusik�, den kerdÐzontai ìloi oi upoy fioi tou U ètsi efìson oi treic upoy fioi tou Si eÐnai

qamhlìtera apì ton a∗ ston yhfofìro ri. 'Etsi, gia na kerdÐsei touc upìloipouc 3 upoyhfÐouc

tou Si, o a∗ prèpei na anèbei eÐte se merikèc apì tic treic pr¸tec jèseic enìc aristeroÔ yhfofìrou

  se k�poiec apì tic pr¸tec 3n/2 − 3 jèseic enìc �llou dexioÔ yhfofìrou ri′ me i
′ 6= i. Wc ek

toÔtou, o a∗ èqei na anèbei sth jèsh 3n/2−2 tou yhfofìrou ri (p.q., |F\Fi|+7n/11−2 jèseic),

sth jèsh 4 enìc aristeroÔ yhfofìrou (p.q., 4n/11 epiplèon jèseic)   sth jèsh 3n/2− 2 tou ri′

(p.q., |F\Fi′ |+ 7n/11− 2 epiplèon jèseic), kai na anèbei toul�qiston 3n/2 epiplèon jèseic ètsi

¸ste na kerdÐsei ìlouc touc upoy fiouc tou U . Sunolik�, o a∗ anebaÐnei toul�qiston

|F\Fi|+ 7n/11− 2 + min{4n/11, |F\Fi′ |+ 7n/11− 2}+ 3n/2

≥ |F | − |Fi|+ 5n/2− 2

≥ 4Kn/11 + 4n− d4K/11 + 3/2e − 2

≥ 4Kn/11 + 4n− 4K/11− 9/2

= 4Kn/11 + 37n/11 + n/11 + 6n/11− 4K/11− 9/2

≥ 4Kn/11 + 37n/11 + 22/11 + 6(K + 6)/11− 4K/11− 9/2

> 4Kn/11 + 37n/11 + 2K/11 + 3/4

jèseic. H tètarth anisìthta isqÔei efìson n ≥ 22 kai n ≥ K + 6.

T¸ra, upojètoume ìti o el�qistoc arijmìc twn jèsewn pou prèpei na anèbei o a∗ gia na

kerdÐsei ìlouc touc upoyhfÐouc sto U den perilamb�nei to na anèbei o a∗ stic pr¸tec 3n/2 − 3

jèseic opoioud pote dexioÔ yhfofìrou. Ja deÐxoume ìti an o a∗ èqei bajmì Dodgson to polÔ
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4Kn/11 + 37n/11 + 2K/11 + 3/4, tìte o G èqei epik�luyh koruf¸n megèjouc mikrìtero apì

K + 6, pou èrqetai se antÐfash me thn upìjesh tou l mmatoc.

'Estw H to sÔnolo twn arister¸n yhfofìrwn ìpou o a∗ anebaÐnei se mia apì tic treic pr¸tec

jèseic ètsi ¸ste na kerdÐsei ìlouc touc upoyhfÐouc tou U toul�qiston akìmh mia for�. Sunolik�,

o a∗ anebaÐnei 4|H|n/11 jèseic ètsi ¸ste na pi�sei th jèsh 4 se kajèna apì touc yhfofìrouc sto

H kai toul�qiston 3n/2 epiplèon jèseic gia na nik sei ìlouc touc upoyhfÐouc tou U toul�qiston

mia for�, p.q.., toul�qiston 4|H|n/11+3n/2 jèseic sunolik�. 'Etsi, orÐzontac wc bajmì Dodgson

tou a∗, to scD(a∗), èqoume ìti |H| ≤ 11
4n(scD(a∗)− 3n/2)

Efìson ∪i:`i∈HSi = U , to sÔnolo twn kìmbwn tou G apoteloÔmeno apì kìmbouc vi ètsi ¸ste

o `i na an kei sto H eÐnai mia epik�luyh koruf¸n tou G megèjouc |H|. Upojètontac ìti o bajmìc

Dodgson tou a∗ eÐnai to polÔ 4Kn/11 + 37n/11 + 2K/11 + 3/4, èqoume

|H| ≤ 11

4n
(scD(a∗)− 3n/2)

≤ 11

4n
(4Kn/11 + 41n/22 + 2K/11 + 3/4)

< K + 6 ,

ìpou h teleutaÐa anisìthta prokÔptei efìson K ≤ n− 6.

Apì ta L mmata 2.5.8, 2.5.9, kai 2.5.10, paÐrnoume ìti an o G èqei mia epik�luyh koruf¸n

megèjouc to polÔ K, tìte o a∗ eÐnai monadikìc nikht c Dodgson, en¸ an opoiad pote epik�luyh

koruf¸n tou G èqei mègejoc toul�qiston K + 6, tìte o a∗ eÐnai qamhlìtera apì ìlouc touc

upoyhfÐouc sto F se opoiad pote kat�taxh Dodgson. OrÐzoume wc m = |F | + |A| + |U | + 1 =

4Kn/11 + 4n+ 1 to sunolikì arijmì upoyhfÐwn. Tìte, h kat�taxh tou a∗ sth deÔterh perÐptwsh

eÐnai toul�qiston

|F |+ 1 = 4Kn/11 + 3n/2 + 1 = m− 5n/2 = m−
√

25n2/4

≥ m−
√

25nK/2 ≥ m− 6
√

4Kn/11 + 4n+ 1 = m− 6
√
m ,

ìpou h pr¸th anisìthta isqÔei efìson K ≥ n/2. Apì to Je¸rhma 2.5.7, paÐrnoume to apaitoÔmeno

apotèlesma.

'Ena par�deigma thc kataskeu c. Parousi�zoume èna par�deigma thc kataskeu c sthn

apìdeixh tou parap�nw Jewr matoc 2.5.6. JewroÔme èna stigmiìtupo tou probl matoc thc ela-

qistopoÐhshc thc epik�luyhc koruf¸n me to 3-kanonikì gr�fhma me 22 kìmbouc tou parak�tw

Sq matoc 2.3, kai K = 12.

To antÐstoiqo profÐl protÐmhshc èqei 185 upoyhfÐouc kai 44 yhfofìrouc. Pio sugkekrimèna,

to sÔnolo F èqei 129 upoyhfÐouc f0, f1, . . . , f128, pou eÐnai qwrismènoi se 22 mplok ìpwc faÐnetai

parak�tw. To mplok F0 perièqei touc èxi upoyhfÐouc f0, f1, . . . , f5, to mplok F1 perièqei touc èxi

53



v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9

v10

v11

v12

v13

v14

v15

v16

v17

v18

v19

v20

v21

e0

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

e8

e9

e10

e11

e12

e13

e14

e15

e16

e17

e18

e19

e20

e21 e22

e23

e24

e25

e26

e27

e28

e29

e30

e31 e32

Sq ma 2.3: 'Ena 3-kanonikì gr�fhma me 22 kìmbouc

upoyhfÐouc f6, . . . , f11, . . . , to mplok F18 perièqei touc èxi upoyhfÐouc f108, . . . , f113, to mplok

F19 perièqei touc pènte upoyhfÐouc f114, . . . , f118, . . ., kai to mplok F21 perièqei touc upoyhfÐouc

f124, . . . , f128. To sÔnolo A èqei 22 upoyhfÐouc a0, . . . , a21. To sÔnolo U èqei 33 upoyhfÐouc

u0, . . . , u32, ènan upoy fio dhlad , gia k�je akm  tou gr�fou. Oi yhfofìroi qwrÐzontai se 22

aristeroÔc yhfofìrouc kai 22 dexioÔc yhfofìrouc. Gia na upologÐsoume tic protim seic enìc

yhfofìrou, èstw tou yhfofìrou `17, pr¸ta upologÐzoume to sÔnolo S17, pou perièqei touc upo-

yhfÐouc pou antistoiqoÔn stic akmèc pou eÐnai geitonikèc sto kìmbo v17 tou graf matoc, dhlad ,

S17 = {u24, u27, u28}. T¸ra oi protim seic tou yhfofìrou `17 eÐnai:

S17 �`17 a17 �`17 a18 �`17 · · · �`17 a1 �`17 a2 �`17 a
∗ �`17 F17 �`17 F0 �`17 · · ·F16

�`17 F18 �`17 · · · �`17 F21 �`17 a3 �`17 · · · �`17 a16 �`17 (U \ S17)

ParomoÐwc, oi protim seic tou yhfofìrou r17 eÐnai:

(
←

U \ S17) �r17

←
F21�r17

←
F20�r17 · · · �r17

←
F18�r17

←
F16�r17 · · · �r17

←
F0�r17

a4 �r17 a3 �r17 · · · �r17 a15 �r17 a
∗ �r17

←
F17 a16 �r17 a5 �r17

←
S17

ìpou to sÔmbolo ← sth koruf  enìc sunìlou apì upoy fiouc qrhsimopoieÐtai gia na dhl¸sei ìti

h seir� touc sthn protÐmhsh tou r17 eÐnai h antÐstrofh thc seir�c me thn opoÐa katat�ssei o `17

touc upoyhfÐouc.

2.6 Mh-proseggisimìthta tou bajmoÔ Young kai katat�xe-
wn kat� Young.

UpenjumÐzoume ìti o bajmìc Young enìc dedomènou upoyhfÐou a∗ ∈ A eÐnai to mègejoc tou

megalÔterou uposunìlou twn yhfofìrwn gia touc opoÐouc o a∗ eÐnai nikht c Condorcet.
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EÐnai eÔkolo na p�roume èna aplì grammikì akèraio prìgramma gia to prìblhma tou bajmoÔ

Young. 'Opwc prin èstw ìti a∗ ∈ A eÐnai o upoy fioc tou opoÐou jèloume na upologÐsoume ton

bajmì Young. 'Estw ìti oi metablhtèc tou progr�mmatoc eÐnai xi ∈ {0, 1} gia ìla ta i ∈ N , xi = 1

an kai mìno an o yhfofìroc i perièqetai sto uposÔnolo twn yhfofìrwn gia ton a∗. OrÐzoume

tic stajerèc eia ∈ {−1, 1} gia ìla ta i ∈ N kai a ∈ A \ {a∗}, pou exart¸ntai apì to dedomèno

profÐl protÐmhshc eia = 1 an kai mìno an o yhfofìroc i katat�ssei yhlìtera ton a∗ apì ton a.

To akèraio grammikì prìgramma pou upologÐzei ton bajmì Young tou a∗ dÐnetai apì:

maximize
∑
i∈N

xi

subject to ∀a ∈ A \ {a∗},
∑
i∈N

xieia ≥ 1 (2.4)

∀i ∈ N, xi ∈ {0, 1}.

To akèraio grammikì prìgramma (2.4) gia ton bajmì Young eÐnai fainomenik� pio eÔkolo apì

autì gia ton bajmì Dodgson. Autì upodeiknÔei ìti to prìblhma mporeÐ eÔkola na proseggisteÐ

apì parìmoiec teqnikèc. Epomènwc to epìmeno apotèlesma eÐnai arket� profanèc.

Je¸rhma 2.6.1. EÐnai upologistik� dÔskolo na proseggisteÐ o bajmìc Young kat� opoiond pote

par�gonta.

Apìdeixh. Autì to apotèlesma gÐnetai perissìtero autapìdeikto ìtan prosèxoume ìti o bajmìc

Young èqei th sp�nia idiìthta tou na mhn eÐnai monotonikì san prìblhma beltistopoÐhshc, me ton

akìloujo trìpo: dedomènou enìc uposunìlou apì yhfofìrouc, ìpou o a∗ eÐnai nikht c Condorcet,

autì den sunep�getai ìti èna mikrìtero uposÔnolo apì yhfofìrouc ja ikanopoioÔse thn Ðdia

idiìthta. Autì èrqetai se antÐjesh me poll� proseggistik� probl mata beltistopoÐhshc, sta

opoÐa mia lÔsh pou eÐnai qeirìterh apì mia ègkurh lÔsh eÐnai epÐshc mia ègkurh lÔsh. JewroÔme to

prìblhma thc epik�luyhc sunìlou, gia par�deigma an k�poioc prosjètei perissìtera uposÔnola se

mia ègkurh epik�luyh, tìte ènac paÐrnei mia ègkurh epik�luyh. Ta Ðdia isqÔoun gia to prìblhma tou

bajmoÔ Dodgson: an mia allhlouqÐa antallag¸n èkane ton a∗ nikht  Condorcet parousi�zontac

perissìterec antallagèc sthn koruf  twn  dh uparqous¸n den ja anairoÔse to gegonìc.

Gia na apodeÐxoume th mh-proseggisimìthta tou bajmoÔ Young, orÐzoume to akìloujo

prìblhma.

Nonempty Subset

Stigmiìtupo: 'Enac upoy fioc a∗, kai èna profÐl protÐmhshc �∈ LN .
Er¸thma: Up�rqei mh-kenì uposÔnolo yhfofìrwn C ⊆ N , C 6= ∅, gia to opoÐo o a∗ eÐnai nikht c

Condorcet?
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Gia na apodeÐxoume to Je¸rhma 2.6.1 eÐnai arketì na deÐxoume ìti to Nonempty Subset

eÐnai upologistik� dÔskolo. 'Ontwc, autì shmaÐnei ìti eÐnai upologistik� dÔskolo na diakrÐnoume

an o bajmìc Young enìc dedomènou upoyhfÐou eÐnai 0   megalÔteroc tou mhdenìc, pou amèswc

sunep�getai ìti o bajmìc den mporeÐ na proseggisteÐ.

L mma 2.6.2. To Nonempty Subset eÐnai pl rec gia thn kl�sh NP.

Apìdeixh. To prìblhma an kei kajar� sto NP, mia marturÐa dÐnetai apì èna mh-kenì sÔnolo

yhfofìrwn gia to opoÐo o a∗ eÐnai nikht c Condorcet.

Gia na deÐxoume thn upologistik  duskolÐa, parousi�zoume mia anagwg  poluwnumikoÔ qrìnou

apì to upologistik� dÔskolo prìblhma Exact Cover by Three sets (X3C) [63] sto dikì

mac prìblhma. 'Ena stigmiìtupo tou probl matoc X3C perilamb�nei èna peperasmèno sÔnolo apì

stoiqeÐa U , |U | = n (ìpou to n diaireÐtai me to 3), kai mia sullog  S apì uposÔnola 3 stoiqeÐwn

tou U , S = {S1, . . . , Sk}, tètoia ¸ste gia k�je i, 1 ≤ i ≤ k, Si ⊆ U kai |Si| = 3. To er¸thma

eÐnai an h sullog  S perièqei mia akrib  epik�luyh gia to U , dhlad  mia uposullog  S∗ ⊆ S
megèjouc n/3 ètsi ¸ste k�je stoiqeÐo tou U na brÐsketai akrib¸c èna uposÔnolo sto S.

T¸ra dÐnoume tic leptomèreiec thc anagwg c apì to X3C sto Nonempty Subset. Dedomènou

enìc stigmiìtupou X3C, pou orÐzetai apì to sÔnolo U kai mia sullog  apì sÔnola tri¸n stoiqeÐwn

S, kataskeu�zoume to akìloujo stigmiìtupo tou Nonempty Subset.

OrÐzoume to sÔnolo twn upoyhfÐwn wc A = U ∪ {a} ∪ {a∗}. 'Estw ìti to sÔnolo twn

yhfofìrwn eÐnai N = N ′ ∪N ′′, ìpou N ′ kai N ′′ orÐzontai akoloÔjwc. To sÔnolo N ′ apoteleÐtai

apì k yhfofìrouc, pou antistoiqoÔn sta k uposÔnola sto S, tètoia ¸ste gia k�je i ∈ N ′ o

yhfofìroc i na protim� touc upoyhfÐouc sto U \ Si se sqèsh me ton a∗ kai na protim� ton a∗ se

sqèsh me ìlouc touc upoyhfÐouc Si ∪ {a} (dhlad , U \ Si �i a∗ �i Si ∪ {a}).
To uposÔnolo N ′′ apoteleÐtai apì n

3 − 1 yhfofìrouc pou protimoÔn ton a apì ton a∗ kai ton

a∗ se sqèsh me ton U (dhlad , gia ìla ta i ∈ N ′′, a �i a∗ �i U).
Met� deÐqnoume ìti up�rqei mia akrib c epik�luyh sto dedomèno stigmiìtupo an kai mìno an

up�rqei èna mh-kenì uposÔnolo yhfofìrwn gia touc opoÐouc o a∗ eÐnai nikht c Condorcet sto

kataskeuasmèno stigmiìtupo.

Ep�rkeia: 'Estw ìti S∗ eÐnai mia akrib c epik�luyh apì 3-sÔnola tou U , kai èstw ìti N∗ ⊆ N ′

eÐnai to uposÔnolo twn yhfofìrwn pou antistoiqoÔn sta n
3 uposÔnola Si ∈ S∗. DeÐqnoume ìti

o a∗ eÐnai nikht c Condorcet gia to C = N∗ ∪ N ′′. Efìson S∗ eÐnai mia akrib c epik�luyh, gia

ìla ta b ∈ U up�rqei akrib¸c ènac yhfofìroc sto N∗ pou protim� ton a∗ se sqèsh me ton b kai
n
3 − 1 yhfofìroi sto N∗ pou protimoÔn ton b se sqèsh me ton a∗. Epiprosjètwc, ìloi oi n3 − 1

yhfofìroi sto N ′′ protimoÔn ton a∗ se sqèsh me ton b. Epomènwc, o a∗ kerdÐzei ton b se mia an�

zeÔgoc eklog .

Paramènei na deÐxoume ìti o a∗ kerdÐzei ton a se mia an� zeÔgoc eklog . Autì eÐnai alhjèc

efìson ìloi oi n3 yhfofìroi sto N∗ protimoÔn ton a∗ se sqèsh me ton a, kai up�rqoun mìno n
3 −1
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yhfofìroi sto N ′′ pou protimoÔn ton a se sqèsh me ton a∗. ProkÔptei ìti o a∗ eÐnai nikht c

Condorcet gia to N∗ ∪N ′′.

Anagkaiìthta: Upojètoume ìti to dedomèno stigmiìtupo tou X3C den èqei akrib  epik�luyh.

'Eqoume na deÐxoume ìti den up�rqei uposÔnolo yhfofìrwn gia touc opoÐouc o a∗ eÐnai nikht c

Condorcet. 'Estw C ⊆ N , C 6= ∅ kai N∗ = C ∩N ′. XeqwrÐzoume metaxÔ tri¸n peript¸sewn.

Pr¸th PerÐptwsh: |N∗| = 0. Prèpei na isqÔei ìti C ∩N ′′ 6= ∅. Se aut n thn perÐptwsh, o a∗

q�nei apì ton a se mia an� zeÔgoc eklog , efìson ìloi oi yhfofìroi sto N ′′ protimoÔn ton a se

sqèsh me ton a∗.

DeÔterh PerÐptwsh: 0 < |N∗| ≤ n
3 . Efìson den up�rqei akrib c epik�luyh, ta antÐstoiqa

sÔnola Si den mporoÔn na kalÔyoun to U . Epomènwc up�rqei b ∈ U pou katat�ssetai uyhlìtera

apì ton a∗ apì ìlouc touc yhfofìrouc sto N∗. Gia na kerdÐsei o a∗ ton b se mia an� zeÔgoc

eklog , o C prèpei na perilamb�nei toul�qiston |N∗| + 1 yhfofìrouc apì to N ′′. 'Omwc autì

shmaÐnei ìti o a kerdÐzei ton a∗ se mia an� zeÔgoc eklog  (efìson o a katat�ssetai qamhlìtera

apì ton a∗ se |N∗| yhfofìrouc kai yhlìtera apì ton a∗ se |N∗| + 1 yhfofìrouc toul�qiston).

AkoloujeÐ ìti o a∗ den eÐnai nikht c Condorcet gia to C.

TrÐth PerÐptwsh: |N∗| > n
3 . Ac aponeÐmoume se k�je upoy fio b ∈ A \ {a∗} èna bajmì

gia k�je yhfofìro pou ton katat�ssei p�nw apì ton a∗ kai na afairèsoume èna bajmì gia k�je

yhfofìro pou ton katat�ssei k�tw apì ton a∗. O a∗ eÐnai nikht c Condorcet an kai mìno an o

bajmìc k�je �llou upoyhfÐou pou metriètai sÔmfwna me ton trìpo autì, eÐnai arnhtikì. Autì

shmaÐnei ìti o a∗ eÐnai nikht c Condorcet mìno e�n gia k�je uposÔnolo B ⊆ A upoyhfÐwn, h

sunolik  bajmologÐa twn upoyhfÐwn sto B eÐnai to polÔ −|B|.
Ja upologÐsoume thn sunolik  bajmologÐa twn upoyhfÐwn sto U apì touc yhfofìrouc sto

N∗. K�je yhfofìroc sto N∗ protim� ton a∗ se sqèsh me 3 upoyhfÐouc sto U kai protim� n− 3

upoyhfÐouc sto U se sqèsh me ton a∗. 'Etsi, k�je yhfofìroc sto N∗ suneisfèrei (n− 3)− 3 =

n− 6 bajmoÔc sthn sunolik  bajmologÐa tou U . Prosjètontac gia ìlouc touc yhfofìrouc sto

N∗, èqoume ìti h sunolik  bajmologÐa tou U apì to N∗ eÐnai |N∗|(n− 6). Me |N∗| > n
3 , èqoume

ìti

|N∗|(n− 6) ≥
((n

3
− 1
)

+ 2
)

(n− 6) =
(n

3
− 1
)
n− 6

Jumìmaste ìti k�je yhfofìroc sto N ′′ protim� ton a∗ se sqèsh me ìlouc touc upoyhfÐouc sto

U . 'Omwc efìson |N ′′| = n
3 − 1, oi yhfofìroi apì to N ′′ mporoÔn na afairèsoun mìno (n3 − 1)n

apì th sunolik  bajmologÐa tou U . Katal goume sto ìti h sunolik  bajmologÐa tou U eÐnai

toul�qiston −6. Efìson mporoÔme na upojèsoume ìti |U | = n > 6 1. O a∗ den mporeÐ na kerdÐsei

ìlouc touc upoyhfÐouc sto U se an� zeÔgh eklogèc.

1To X3C eÐnai profan¸c eukìlwc diaqeirizìmeno gia mia stajer� n, afoÔ ènac mporeÐ na exet�sei ìlec tic
oikogèneiec S ′ ⊆ S stajeroÔ megèjouc se poluwnumikì qrìno.
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Oloklhr¸noume ètsi thn apìdeixh tou Jewr matoc 2.6.1.

To Je¸rhma 2.6.1 anafèrei ìti o bajmìc Young den mporeÐ na proseggisteÐ apotelesmatik�

upì opoiond pote par�gonta. H apìdeixh deÐqnei ìti, sthn pragmatikìthta, ektìc an P = NP
tìte eÐnai adÔnato na diakrÐnoume apotelesmatik� metaxÔ miac mhdenik c kai miac mh mhdenik c

bajmologÐac. Wstìso, h apìdeixh sthn pragmatikìthta deÐqnei perissìtera: kataskeu�zei mia

oikogèneia stigmiotÔpwn, ìpou eÐnai dÔskolo na diakrÐnoume metaxÔ mhdenik c bajmologÐac kai

bajmoÔ sqedìn 2m/3.

T¸ra an k�poioc exet�sei mia diaforetik  diatÔpwsh tou probl matoc tou bajmoÔ Young ìpou

ìloi oi bajmoÐ klimak¸nontai apì mia prosjetik  stajer�, den eÐnai plèon alhjèc ìti eÐnai dÔskolo

na proseggÐsoume ton bajmì kat� opoiond pote par�gonta, ìmwc h apìdeixh deÐqnei akìmh ìti eÐnai

dÔskolo na proseggÐsoume ton bajmì Young, akìmh kai k�tw apì aut n th diaforetik  diatÔpwsh,

me èna par�gonta thc t�xhc tou O(m).

To dunatì apotèlesma mh-proseggisimìthtac gia ton bajmì Young diaisjhtik� sunep�getai ìti

h kat�taxh Young den mporeÐ na proseggisteÐ. To akìloujo sumpèrasma eÐnai mia eujeÐa paral-

lag  thc apìdeixhc tou L mmatoc 2.6.2. MporeÐ na jewrhjeÐ wc an�logo tou Jewr matoc 2.5.6

mh-proseggisimìthtac thc kat�taxhc Dodgson gia ton Young.

Sumpèrasma 2.6.3. Gia opoiad pote stajer� ε > 0, dedomènou enìc profÐl protÐmhshc me m

upoyhfÐouc kai èna upoy fio a∗, eÐnai upologistik� dÔskolo na apofasÐsoume an o a∗ èqei jèsh

O(mε)   katat�ssetai sth jèsh m (dhlad  teleutaÐoc) se opoiad pote kat�taxh Young.

Apìdeixh. 'Estw ìti ε > 0 eÐnai mia stajer�. K�noume thn Ðdia anagwg  ìpwc prin, me tic akìloujec

diaforèc. 'Estw ìti A′ eÐnai to sÔnolo twn upoyhfÐwn pou kataskeu�sthkan sthn anagwg  tou

L mmatoc 2.6.2, kai m′ = |A′|. Prosjètoume èna sÔnolo B apì (m′)1/ε epiplèon upoyhfÐouc

dhlad , A = A′ ∪B kai m = |A| = m′+ (m′)1/ε. To sÔnolo twn yhfofìrwn eÐnai N ′ ∪N ′′ ∪N∗,
oi protim seic twn N ′ kai N ′′ pou periorÐzontai sto A′ eÐnai ìpwc prin kai ìloi autoÐ oi yhfofìroi

katat�ssoun ton B sto tèloc. 'Oloi oi yhfofìroi sto N∗ katat�ssoun ton a∗ teleutaÐo, gia

k�je b ∈ A′ \ {a∗}, autì eÐnai i ∈ N∗ pou katat�ssei ton b pr¸to kai to B amèswc p�nw apì ton

a∗ dhlad ,

b �i A′ \ {a∗, b} �i B �i a∗.

Gia k�je c ∈ B up�rqei èna i ∈ N∗ pou katat�ssei ton c pr¸to kai touc upìloipouc tou B akrib¸c

p�nw apì ton a∗,  toi

c �i A′ \ {a∗} �i B \ {c} �i a∗.

O bajmìc Young twn upoyhfÐwn sto A′ \{a∗} eÐnai toul�qiston èna. O bajmìc Young opoiou-

d pote upoyhfÐou sto c ∈ B eÐnai akrib¸c èna, efìson akrib¸c ènac yhfofìroc (sto N∗) den

katat�ssei ton A′ \ {a∗} p�nw apì ton c. T¸ra an up�rqei mia akrib c epik�luyh apì 3-sÔnola,

tìte o bajmìc Young tou a∗ eÐnai toul�qiston 2n/3− 1 (sÔmfwna me thn apìdeixh tou L mmatoc
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2.6.2) kai ètsi o a∗ katat�ssetai uyhlìtera apì ìlouc touc upoyhfÐouc B. Autì shmaÐnei stic

korufaÐec m′ + 1 = O(mε) jèseic. Ston antÐpoda, an den up�rqei akrib c 3-epik�luyh, tìte o

bajmìc Young tou a∗ eÐnai mhdèn akolouj¸ntac ta Ðdia epiqeir mata ìpwc sto L mma 2.6.2, efìson

ìloi oi yhfofìroi sto N∗ katat�ssoun ton a∗ teleutaÐo. 'Etsi o a∗ katat�ssetai teleutaÐoc se

opoiad pote kat�taxh Young

'Opwc èqei anaferjeÐ prohgoumènwc sthn Enìthta 2.2, k�poioc mporeÐ na fantasteÐ mia dia-

foretik  diatÔpwsh tou bajmoÔ Young. 'Ontwc k�poioc mporeÐ na anarwthjeÐ: dedomènou enìc

profÐl protÐmhshc, poioc eÐnai o mikrìteroc arijmìc yhfofìrwn pou prèpei na afairejeÐ ¸ste na

gÐnei o a∗ nikht c Condorcet? Autì to prìblhma elaqistopoÐhshc, ìpou o bajmìc eÐnai o arijmìc

twn yhfofìrwn pou afairoÔntai, anafèretai wc o Duðkìc bajmìc Young apì touc Betzler k.�.

[10]. Fusik�, o nikht c kat� Young sÔmfwna me thn arqik  diatÔpwsh eÐnai p�nta nikht c kai

sÔmfwna me th duðk  diatÔpwsh, kai antistrìfwc. EÐnai eÔkolo na p�roume mia ε · n-prosèggish
k�tw apì th duðk  diatÔpwsh gia opoiad pote stajer� ε > 0, arijm¸ntac ìla ta uposÔnola apì

yhfofìrouc megèjouc toul�qiston n − 1/ε kai elègqontac an o a∗ eÐnai nikht c Condorcet stic

protim seic aut¸n twn yhfofìrwn. To epìmeno apotèlesma dhl¸nei ìti o duðkìc bajmìc Young

eÐnai dÔskolo na proseggisteÐ kat� èna arket� kalÔtero par�gonta.

Je¸rhma 2.6.4. Gia opoiad pote stajer� ε > 0, to prìblhma tou duðkoÔ bajmoÔ Young eÐnai

upologistik� dÔskolo na proseggisteÐ mèsa se O(n1−ε).

Apìdeixh. Basizìmaste se mia prìtash sqetik� me th mh-proseggisimìthta thc epik�luyhc koru-

f¸n pou eÐnai pio adÔnamh apì ì,ti to Je¸rhma 2.5.7, to opoÐo to qrhsimopoi same sthn apìdeixh

gia th mh-proseggisimìthta thc kat�taxhc Dodgson.

Je¸rhma 2.6.5 (Berman kai Karpinski [9], [73]). Dedomènou enìc 3-kanonikoÔ graf matoc G

kai enìc akèraiouK ≥ 1, eÐnai upologistik� dÔskolo na diaqwrÐsoume metaxÔ twn duo peript¸sewn:

• To G èqei mia epik�luyh koruf¸n megèjouc to polÔ K.

• Opoiad pote epik�luyh koruf¸n tou G èqei mègejoc toul�qiston K + 2.

H anagwg  mac epekteÐnei aut  thc apìdeixhc tou L mmatoc 2.6.2. JewroÔme èna 3-kanonikì

gr�fhma G = (V1, E) me p kìmbouc kai ènan akèraio K ≥ 1. EpÐshc, èstw ε ∈ (0, 1) eÐnai mia

stajer� kai èstw n = dp1/εe. OrÐzoume wc H = (V2, F ) to pl rec gr�fhma me n− p kìmbouc.

OrÐzoume to sÔnolo twn upoyhfÐwn wc A = E ∪ F ∪ {a} ∪ {a∗}. 'Estw to sÔnolo twn

yhfofìrwnN = N ′∪N ′′∪N ′′′, ìpouN ′, N ′′, kaiN ′′′ orÐzontai wc ex c. To sÔnoloN ′ apoteleÐtai
apì p yhfofìrouc pou antistoiqoÔn stouc p kìmbouc tou G, tètoioi ¸ste gia ìla ta i ∈ N ′, o
yhfofìroc i protim� touc upoyhfÐouc tou F ∪ E \ Ei se sqèsh me ton a∗ (ìpou to sÔnolo Ei

apoteleÐtai apì tic akmèc tou E oi opoÐec prospÐptoun ston kìmbo i), kai protim� ton a∗ se sqèsh

me ìlouc touc upoyhfÐouc tou Ei∪{a} (dhlad , ((F ∪E)\Ei) �i a∗ �i (Ei∪{a})). To sÔnolo
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N ′′ apoteleÐtai apì n− p yhfofìrouc pou antistoiqoÔn stouc n− p kìmbouc tou H, tètoioi ¸ste

gia ìla ta i ∈ N ′′, o yhfofìroc i protim� touc upoyhfÐouc tou E∪F \Fi se sqèsh me ton a∗ (ìpou
to sÔnolo Fi apoteleÐtai apì tic akmèc tou F oi opoÐec prospÐptoun ston kìmbo i), kai protim� ton

a∗ se sqèsh me ìlouc touc upoyhfÐouc tou Fi∪{a} (dhlad , ((E∪F )\Fi) �i a∗ �i (Fi∪{a})).
To uposÔnolo N ′′′ apoteleÐtai apì n− p+K − 2 yhfofìrouc pou protimoÔn ton a se sqèsh me

ton a∗ kai ton a∗ se sqèsh me ta E ∪ F (dhl�d , a �i a∗ �i (E ∪ F )). To Je¸rhma 2.6.4

akoloujeÐ plèon apì to Je¸rhma 2.6.5 kai ta epìmena dÔo L mmata.

L mma 2.6.6. An to G èqei mia epik�luyh koruf¸n megèjouc to polÔ K, tìte o duðkìc bajmìc

Young tou upoyhfÐou a∗ eÐnai to polÔ nε.

Apìdeixh. 'Estw C ⊆ V1 mia epik�luyh koruf¸n tou G megèjouc to polÔ K. JewroÔme ta akì-

louja sÔnola yhfofìrwn: 'Ena sÔnolo N∗ ⊆ N ′ pou perièqei touc upoyhfÐouc pou antistoiqoÔn

se kìmbouc sthn epik�luyh koruf  C, èna sÔnolo N+ ìlwn twn yhfofìrwn tou N ′′, ektìc apì

ènan, kai to sÔnolo N ′′′.

UpenjumÐzoume ìti to N∗ ∪ N+ èqei mègejoc to polÔ n − p + K − 1, en¸ toN ′′′ èqei mège-

joc n − p + K − 2. Efìson to C eÐnai mia epik�luyh koruf¸n sto G, k�je upoy fioc sto E

katat�ssetai qamhlìtera apì ton a∗ apì toul�qiston ènan yhfofìro tou N∗. EpÐshc, oi kìm-

boi pou antistoiqoÔn stouc yhfofìrouc sto N+ sqhmatÐzoun mia epik�luyh koruf¸n tou H.

'Etsi, k�je upoy fioc sto F katat�ssetai qamhlìtera apì ton a∗ apì toul�qiston ènan yhfo-

fìro tou N+. Wc ek toÔtou, lamb�nontac upìyh touc yhfofìrouc tou N∗ ∪ N+ ∪ N ′′′, o a∗

nik� k�je �llo upoy fio se an� zeÔgoc sÔgkrish kai to duðkì tou bajmoÔ Young eÐnai to polÔ

p− |C|+ 1 ≤ p ≤ nε.

L mma 2.6.7. An to G den èqei epik�luyh koruf¸n megèjouc ligìtero apì K + 2, o duðkìc

bajmìc Young tou upoyhfÐou a∗ eÐnai n.

Apìdeixh. Ja deÐxoume ìti den up�rqei mh kenì uposÔnolo twn yhfofìrwn pou k�noun ton a∗

nikht  Condorcet. Pr�gmati, ac upojèsoume gia to �topo ìti up�rqei èna tètoio uposÔnolo pou

perièqei ta sÔnola twn yhfofìrwn N∗ ⊆ N ′, N+ ⊆ N ′′, kai N− ⊆ N ′′′.
An |N+| < n − p − 1   |N∗| < K + 2 tìte up�rqei ènac upoy fioc tou E   F o opoÐoc

den katat�ssetai qamhlìtera apì ton a∗ apì opoiad pote yhfofìro N∗ ∪ N+. Kai stic dÔo

peript¸seic, to N− prèpei na èqei mègejoc toul�qiston |N∗| + |N+| prokeimènou gia ton a∗ na

kerdÐsei k�je upoy fio sto E ∪ F se mia an� zeÔgoc sÔgkrish touc. Wstìso, o a∗ den nik� ton

a kai ètsi den mporeÐ na eÐnai nikht c Condorcet.

Wc ek toÔtou, isqÔei ìti |N+| ∈ {n− p− 1, n− p} kai |N∗| ≥ K + 2. An |N+| = n− p− 1,

tìte k�poioc upoy fioc tou F katat�ssetai k�tw apì ton a∗ kat� to polÔ èna par�gonta tou

N+. EpÐshc, katat�ssetai p�nw apì ton a∗ apì touc yhfofìrouc tou N∗ kai k�tw apì touc

yhfofìrouc tou N−. Sunolik�, katat�ssetai p�nw apì ton a∗ apì toul�qiston n − p + K
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yhfofìrouc, en¸ katat�ssetai k�tw apì ton a∗ apì to polÔ n− p+K − 1 yhfofìrouc. Wc ek

toÔtou, to a∗ den mporeÐ na eÐnai nikht c Condorcet se aut  thn perÐptwsh.

An |N+| = n−p tìte k�je upoy fioc sto F katat�ssetai k�tw apì ton a∗ apì dÔo yhfofìrouc

tou N+. Sunolik�, katat�ssetai p�nw apì ton a∗ apì toul�qiston n− p+K yhfofìrouc, en¸

katat�ssetai k�tw apì ton a∗ apì to polÔ n− p+K yhfofìrouc. Kai p�li, o a∗ den mporeÐ na

eÐnai nikht c Condorcet.

Oloklhr¸noume ètsi thn apìdeixh tou Jewr matoc 2.6.4.

H apìdeixh tou Jewr matoc 2.6.4 parèqei mia enallaktik  apìdeixh tou Jewr matoc 2.6.1.

'Oson afor� ton bajmì Young, autì shmaÐnei ìti, gia k�je stajerì ε > 0, up�rqoun peript¸seic gia

tic opoÐec eÐnai dÔskolo na gÐnei di�krish metaxÔ enìc bajmoÔ mhdèn kai enìc bajmoÔ toul�qiston

n−nε. 'Etsi, gia th diamìrfwsh tou bajmoÔ Young, ìpou ìlec oi bajmologÐec klimak¸nontai kat�

mia prìsjeth stajer�, parèqei prìsjeth plhroforÐa pou eÐnai sumplhrwmatik  proc ekeÐnh pou

parèqetai apì thn apìdeixh tou Jewr matoc 2.6.1: autì shmaÐnei ìti eÐnai dÔskolo na proseggisteÐ

o bajmìc Young, akìmh kai k�tw apì aut  thn enallaktik  diatÔpwsh, mèsa se ènan par�gonta

O(n).
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Kef�laio 3

Koinwnik� epijumhtoÐ
proseggistikoÐ algìrijmoi gia ton
kanìna yhfoforÐac tou Dodgson

3.1 Eisagwg 

O kanìnac tou Dodgson an kai eÐnai diaisjhtik� elkustikìc, èqei epikrijeÐ èntona ìla aut�

ta qrìnia gia thn apotuqÐa tou na ikanopoi sei epijumhtèc idiìthtec pou jewroÔntai polÔ basikèc

apì touc jewrhtikoÔc thc Koinwnik c Epilog c. Exèqousa jèsh metaxÔ aut¸n twn idiot twn

èqoun h monotonÐa kai h omoiogèneia. 'Enac kanìnac yhfoforÐac eÐnai monìtonoc an den all�zei to

apotèlesma ìtan o nikht c upoy fioc metakineÐtai proc ta p�nw stic protim seic twn yhfofìrwn,

kai lègetai omoiogen c an eÐnai analloÐwto to apotèlesma kat� thn antigraf  tou eklogikoÔ

s¸matoc, dhlad  tou sunìlou twn yhfofìrwn. Sthn pragmatikìthta, arketoÐ ereunhtèc èqoun

sqoli�sei ìti eÐnai k�pwc �diko na apod¸sei kaneÐc ton parap�nw kanìna ston Dodgson, dedomènou

ìti o Ðdioc o Dodgson faÐnetai na ton èqei amfisbht sei lìgw twn sobar¸n elattwm�twn tou (p.q.,

oi ergasÐec twn Tideman [120, p. 194] kai Fishburn [61, p. 474]).

Sto prohgoÔmeno kef�laio, l�bame upìyin se meg�lo bajmì thn pleur� thc upologistik c

poluplokìthtac me thn exètash tou upologismoÔ tou bajmoÔ Dodgson wc èna prìblhma belti-

stopoÐhshc. MetaxÔ �llwn apotelesm�twn, d¸same dÔo poluwnumikoÔ qrìnou algìrijmouc pou

eggu¸ntai èna lìgo prosèggishc O(logm) sto prìblhma tou bajmoÔ Dodgson (ìpou m eÐnai o

arijmìc twn upoyhfÐwn). Autì to fr�gma eÐnai asumptwtik� bèltisto se sqèsh me algìrijmouc

poluwnumikoÔ qrìnou (ektìc an P = NP). H prosèggish tou kanìna tou Dodgson (me elafr¸c

diaforetikèc ènnoiec thc prosèggishc) èqei epÐshc gÐnei apì touc Homan kai Hemaspaandra [71],

McCabe-Dansted k.�. [91], kai Tideman [121, selÐdec 199-201].

Lamb�nontac upìyin th jewrÐa thc Koinwnik c Epilog c, proteÐnoume ìti ènac algìrijmoc pou

proseggÐzei to bajmì Dodgson eÐnai ènac kanìnac yhfoforÐac apì mìnoc tou, me thn ènnoia ìti

par�gei fusik� èna kanìna yhfoforÐac pou epilègei ènan upoy fio me thn el�qisth bajmologÐa.
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Wc ek toÔtou, autoÐ oi algìrijmoi den ja prèpei na axiologoÔntai mìno apì tic upologistikèc touc

idiìthtec (p.q., lìgoc prosèggishc kai poluplokìthta), all� kai apì tic idiìthtec touc me b�sh

th jewrÐa thc Koinwnik c Epilog c (p.q., monotonÐa kai thn omoiogèneia). Me �lla lìgia, ja

prèpei na eÐnai {koinwnik� epijumhtoÐ}. To z thma autì en suntomÐa diereun jhke sthn ergasÐa

[23] kai to parousi�same sto prohgoÔmeno kef�laio: parathr same ìti o ènac apì touc dÔo

algìrijmouc prosèggishc ikanopoieÐ ènan adÔnamo orismì thc monotonÐac, en¸ o �lloc ìqi. Kai

oi dÔo algìrijmoi, kaj¸c kai o kanìnac tou Dodgson, den eÐnai oÔte monìtonoi (me th sun jh

ènnoia tou ìrou), oÔte omoiogeneÐc, all� autì den apokleÐei thn Ôparxh monìtonwn   omoiogen¸n

algìrijmwn prosèggishc gia to bajmì Dodgson. Mia fusik  er¸thsh eÐnai h ex c: up�rqoun

tètoioi algìrijmoi prosèggishc pou apofèroun èna kalì lìgo prosèggishc?

Sth sunèqeia, anaferìmaste se algìrijmouc prosèggishc tou bajmoÔ Dodgson (kaj¸c kai

touc kanìnec yhfoforÐac pou ep�goun) qrhsimopoi¸ntac ton ìro proseggÐseic Dodgson. Mia w-

raÐa idiìthta pou èqoun oi proseggÐseic Dodgson eÐnai ìti ènac peperasmènoc lìgoc prosèggishc

sunep�getai thn sunèpeia kat� Condorcet, dhlad , na eklègetai ènac nikht c Condorcet (e�n u-

p�rqei) wc o monadikìc nikht c. Ja  tan epijumhtèc proseggÐseic thc kat�taxhc tou Dodgson

(dhlad , kat�taxh twn upoyhfÐwn se sqèsh me to bajmì Dodgson touc) �mesa, antÐ thc prosèg-

gishc tou bajmoÔ Dodgson. Dustuq¸c, ìpwc deÐxame, h di�krish tou an ènac upoy fioc eÐnai

o nikht c Dodgson   stic teleutaÐec O(
√
m) jèseic sthn kat�taxh Dodgson eÐnai upologistik�

dÔskolh. Aut  to akraÐo apotèlesma mh-proseggisimìthtac parèqei mia ex ghsh apì th jew-

rÐa thc poluplokìthtac twn diafor¸n pou èqoun parathrhjeÐ ston tomèa thc bibliografÐa thc

koinwnik c epilog c kat� th sÔgkrish tou kanìna tou Dodgson me aploÔsterouc poluwnumikoÔ

qrìnou kanìnec yhfoforÐac kai shmaÐnei ìti, ìso noiazìmaste gia apodotikoÔc algìrijmouc, logi-

kèc proseggÐseic thc kat�taxhc Dodgson eÐnai adÔnatec. Wstìso, oi peript¸seic kat� tic opoÐec

h kat�taxh eÐnai dÔskolo na proseggisteÐ eÐnai oi peript¸seic ìpou oi upoy fioi èqoun polÔ parì-

moiec bajmologÐec Dodgson. Ja lègame ìti se autèc tic peript¸seic den eÐnai zwtik c shmasÐac,

apì thn pleur� tou Dodgson, poioc upoy fioc ja eklegeÐ, dedomènou ìti ìloi eÐnai sqedìn exÐsou

kont� sto na eÐnai nikhtèc Condorcet. Me �lla lìgia, an o bajmìc Dodgson eÐnai èna mètro thc

poiìthtac enìc upoyhfÐou, o stìqoc eÐnai apl� na eklèxoume èna kalì upoy fio, sÔmfwna me to

mètro autì.

3.1.1 Ta apotelèsmata kai oi teqnikèc mac

Sthn diatrib  aut  dÐnoume oristikèc (kai wc epÐ to pleÐston jetikèc) apant seic sta erwt mata

pou tèjhkan parap�nw. Ta apotelèsmat� mac eÐnai ta bèltista dunat�.

Sthn Enìthta 3.3 meletoÔme monìtonec proseggÐseic Dodgson. Sqedi�zoume pr¸ta ènan al-

gìrijmo pou sumbolÐzoume me M . Se genikèc grammèc, o algìrijmoc autìc {monotonopoieÐ} ton

kanìna tou Dodgson kajorÐzontac rht� èna nikht rio sÔnolo gia k�je dedomèno profÐl protÐ-

mhshc, kai anajètei èna upoy fio sto nikht rio sÔnolo an eÐnai nikht c Condorcet se k�poia

64



profÐl protim sewn, ètsi ¸ste to prohgoÔmeno profÐl na prokÔptei apì to teleutaÐo metakin¸n-

tac ton upoy fio proc ta p�nw. ApodeiknÔoume ìti o M eÐnai ènac monìtonoc algìrijmoc me lìgo

prosèggishc 2.

Epiplèon deÐqnoume ìti den up�rqei monìtonh prosèggish Dodgson me lìgo mikrìtero apì 2

(Je¸rhma 3.3.4), wc ek toÔtou, o M eÐnai o bèltistoc metaxÔ monìtonwn proseggÐsewn Dodg-

son. Shmei¸noume ìti to k�tw fr�gma eÐnai anex�rthto upologistik¸n upojèsewn, kai, kurÐwc,

o upologismìc tou bajmoÔ enìc upoyhfÐou ston M apaiteÐ ekjetikì qrìno. Autì eÐnai anamenì-

meno dedomènou ìti o bajmìc Dodgson eÐnai upologistik� dÔskolo na proseggisteÐ mèsa se ènan

par�gonta kalÔtero apì Ω(logm) [23].

T¸ra eÐnai fusikì na anarwthjoÔme an up�rqei mia monìtonh prosèggish poluwnumikoÔ qrìnou

tou Dodgson me lìgo prosèggishc O(logm). EpÐshc dÐnoume jetik  ap�nthsh sto er¸thma autì.

Pr�gmati, sqedi�zoume mia prosèggish Dodgson pou sumbolÐzoume me Q, kai apodeiknÔoume ìti o

Q eÐnai ènac monìtonoc algìrijmoc poluwnumikoÔ qrìnou me lìgo prosèggishc O(logm).

To apotèlesm� mac basÐzetai se mia monotonopoÐhsh mia up�rqousac prosèggishc Dodgson pou

basÐzetai se grammikì programmatismì. To kÔrio empìdio eÐnai h ektèlesh thc monotonopoÐhshc

se poluwnumikì qrìno kai ìqi koit�zontac ekjetikì arijmì profÐl, ìpwc perigr�fetai parap�nw.

KÔrio ergaleÐo mac eÐnai h ènnoia tou apaisiìdoxou ektimht , h opoÐa epitrèpei ston algìrijmo

na periorÐsei thn prosoq  tou se èna monadikì profÐl protÐmhshc. Oi apaisiìdoxoi ektimhtèc

upologÐzontai me thn epÐlush enìc grammikoÔ progr�mmatoc pou eÐnai mia parallag  ekeÐnou pou

proseggÐzei to bajmì Dodgson.

Sthn Enìthta 3.4 meletoÔme thn omoiogèneia. JewroÔme ton aplopoihmèno Dodgson kanìna

tou Tideman [121, selÐdec 199-201], o opoÐoc sqedi�sthke gia na xeperastoÔn oi anep�rkeiec tou

kanìna tou Dodgson. Autìc o kanìnac eÐnai upologÐsimoc se poluwnumikì qrìno, kai epiplèon

eÐnai gnwstì ìti eÐnai monìtonoc kai omoiogen c. Me thn klim�kwsh thc bajmologÐac pou dÐnetai

apì ton aplopoihmèno Dodgson kanìna paÐrnoume ènan kanìna, pou sumbolÐzoume Td′, pou eÐnai

tautìshmoc wc kanìnac yhfoforÐac kai, epiplèon, èqei tic akìloujec idiìthtec. O Td′ eÐnai ènac

monìtonoc, omoiogen c, algìrijmoc poluwnumikoÔ qrìnou me lìgo prosèggishc O(m logm).

Shmei¸noume ìti o bajmìc Dodgson mporeÐ na eÐnai metaxÔ 0 kai Θ(nm), ètsi ¸ste autì

to apotèlesma na eÐnai makri� apì to tetrimmèno. H an�lush eÐnai bèltisth ìtan up�rqei ènac

upoy fioc pou eÐnai isìpaloc ènanti poll¸n �llwn upoyhfÐwn se an� zeÔgh eklogèc (kai wc

ek toÔtou èqei sqetik� uyhl  bajmologÐa Dodgson), en¸ ènac �lloc upoy fioc q�nei austhr�

se an� zeÔgh eklogèc apì lÐgouc upoy fiouc (ètsi ¸ste èqei sqetik� qamhlì bajmì Dodgson).

SÔmfwna me thn omoiogèneia o pr¸toc upoy fioc ja prèpei na eklegeÐ, afoÔ h bajmologÐa tou

klimak¸netai, ìtan to eklogikì s¸ma anapar�getai (blèpe Enìthta 3.4). Aut  h diaÐsjhsh odhgeÐ

sto akìloujo apotèlesma pou isqÔei gia opoiad pote (akìma kai ekjetikoÔ qrìnou) omoiogen 

prosèggish Dodgson. Opoiosd pote omoiogen c Dodgson proseggistikìc algìrijmoc èqei lìgo

prosèggishc toul�qiston Ω(m logm).
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Eidikìtera, to �nw fr�gma pou dÐdetai apì to Je¸rhma 3.4.1 eÐnai asumptwtik� bèltisto. H

ousÐa thc kataskeu c mac eÐnai o sqediasmìc enìc profÐl protÐmhshc ìpou ènac upoy fioc eÐnai

isìpaloc me Ω(m) �llouc upoyhfÐouc. Autì eÐnai isodÔnamo me mÐa kataskeu  miac oikogèneiac

uposunìlwn enìc sunìlou U , |U | = m, ètsi ¸ste k�je stoiqeÐo tou U emfanÐzetai se perÐpou

mis� uposÔnola, all� h el�qisth epik�luyh èqei mègejoc Ω(logm).

Gia na oloklhrwjeÐ h eikìna, sthn Enìthta 3.5 suzht�me gia k�poiec �llec, ligìtero emfaneÐc,

idiìthtec koinwnik c epilog c pou den ikanopoioÔntai apì ton kanìna tou Dodgson [121, Kef�laio

13]: th sunduastikìthta, th sunèpeia kat� Smith, thn amoibaÐa pleioyhfÐa, thn amet�blhth ap¸leia

sunèpeiac, kai thn anexarthsÐa twn kl¸nwn. Ja deÐxoume ìti k�je prosèggish Dodgson pou

ikanopoieÐ mÐa apì autèc tic idiìthtec èqei lìgo prosèggishc Ω(nm) (sthn perÐptwsh twn dÔo

pr¸twn idiot twn)   Ω(n) (sthn perÐptwsh twn teleutaÐwn tri¸n ). 'Enac lìgoc prosèggishc

Ω(nm) eÐnai entel¸c tetrimmènoc, all� jewroÔme epÐshc ton lìgo prosèggishc Ω(n) na mhn eÐnai

ikanopoihtikìc, kaj¸c o arijmìc twn yhfofìrwn n eÐnai polÔ meg�loc se pollèc katast�seic.

3.1.2 H ermhneÐa twn apotelesm�twn. Mia kataskeuastik  apènanti
se mia perigrafik  �poyh.

H dik  mac ermhneÐa twn apotelesm�twn emperièqei dÔo apìyeic. H pr¸th eÐnai h kataskeua-

stik : ja jèlame na sqedi�soume nèouc poluwnumikoÔ qrìnou upologÐsimouc kanìnec yhfoforÐac

pou diathroÔn tic idiìthtec tou kanìna tou Dodgson (p.q., h eggÔthta twn upoyhfÐwn sto na

gÐnoun nikhtèc Condorcet), en¸ ikanopoioÔntai prìsjetec koinwnikèc idiìthtec. H deÔterh eÐnai h

perigrafik : ta apotelèsmat� mac parèqoun èna nèo trìpo gia na posotikopoi soume pìso {kont�}

eÐnai o kanìnac tou Dodgson sto na ikanopoieÐ orismènec idiìthtec. PisteÔoume ìti h perigrafik 

�poyh eÐnai pio elkustik  apì th pleur� thc jewrÐac thc Koinwnik c Epilog c.

H kataskeuastik  �poyh dhmiourgeÐ to akìloujo ennoiologikì er¸thma: èqei nìhma na qrh-

simopoioÔme mia prosèggish Dodgson, ìtan arketoÐ apì touc kanìnec yhfoforÐac eÐnai monìtonoi,

omoiogeneÐc kai poluwnumikoÔ qrìnou? Wstìso, ta apotelèsmat� mac sqetik� me ton aplopoihmè-

no Dodgson kanìna tou Tideman antiproswpeÔoun kalÔtera tic prosdokÐec kai twn jewrhtik¸n

thc Plhroforik c all� kai twn jewrhtik¸n thc Koinwnik c Epilog c: apoteloÔn tìso mia bèlti-

sth prosèggish tou Dodgson ìso kai ènan kajierwmèno koinwnik� epijumhtì kanìna yhfoforÐac.

EpÐshc, shmei¸noume ìti to er¸thma autì den tÐjetai wc jèma ìso afor� th perigrafik  �poyh.

'Ena shmantikì pleonèkthma thc perigrafik c �poyhc eÐnai ìti oi idèec mac mporoÔn na efarmo-

stoÔn kai stouc kanìnec yhfoforÐac, stouc opoÐouc h an�deixh twn nikht¸n den eÐnai upologistik�

dÔskolh, dieurÔnontac ètsi shmantik� to pedÐo efarmog c twn apotelesm�twn. Gia par�deigma,

o kanìnac thc pleioyhfÐac den eÐnai sunep c kat� Condorcet, all� pìso apèqei apì to na eÐnai

sunep c kat� Condorcet?

Kai oi dÔo apìyeic sthrÐzontai sth basik  paradoq  ìti h bajmologÐa enìc upoyhfÐou sÔmfwna

me k�poio kanìna yhfoforÐac eÐnai an�logh (  antistrìfwc an�logh, sthn perÐptwsh tou Dodgson)
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me mia metrik  thc koinwnik c apodoq c tou en lìgw upoyhfÐou. Mia parìmoia siwphr  paradoq 

sthn pragmatikìthta gÐnetai sun jwc sto plaÐsio poll¸n tupik¸n problhm�twn prosèggishc,

p.q., mia epik�luyh koruf¸n pou eÐnai dipl�sia apì to mègejoc thc bèltisthc k�luyhc eÐnai dÔo

forèc tìso kak . H prosèggish aut  antimetwpÐzei èna kanìna yhfoforÐac ìtan sqetÐzetai me èna

sugkekrimèno orismì tou trìpou bajmolìghshc. Wc ek toÔtou, an kai h prosèggish tou bajmoÔ

kat� èna prìsjeto ìro ja apèdide thn Ðdia sun�rthsh apì ta profÐl protÐmhshc stouc upoy fiouc,

ja tropopoioÔse to prìblhma kat� èna jemeli¸dh trìpo (me ton Ðdio trìpo pou h prosèggish tou

anex�rthtou sunìlou kat� ènan prìsjeto ìro ja èkane to prìblhma pio eÔkolo sthn prosèggish,

all� ja katastoÔse th lÔsh tou �qrhsth).

3.2 Prokatarktikèc ènnoiec - OrismoÐ

UpenjumÐzoume sÔntoma to perib�llon sto opoÐo ekteleÐtai mia yhfoforÐa kai en suntomÐa

k�poiouc orismoÔc. Parapèmpoume gia pio analutik  perigraf  sthn enìthta 2.2. To perib�llon

miac eklog c apoteleÐtai èna sÔnolo yhfofìrwn N = {0, 1, . . . , n − 1} kai èna sÔnolo apì upo-

yhfÐouc A, |A| = m. 'Otan o yhfofìroc o i protim� ton x apì ton y sumbolÐzoume me x �i y. To
profÐl protim sewn � eÐnai mia sullog  twn protim sewn gia ìlouc touc yhfofìrouc. Lème ìti

o upoy fioc x nik�   kerdÐzei ton y se mia an� zeÔgoc eklog  an protim�tai apì thn pleioyhfÐa

twn yhfofìrwn. O nikht c Condorcet eÐnai ènac upoy fioc pou nik� k�je �llon upoy fio se

mia an� zeÔgoc eklog . O bajmìc Dodgson enìc upoyhfÐou sumbolÐzetai me scD(x,�), kai eÐnai

o arijmìc twn enallag¸n metaxÔ geitonik¸n upoyhfÐwn stic epimèrouc katat�xeic pou apaitoÔntai

gia na gÐnei o x nikht c kat� Condorcet. O nikht c kat� Dodgson eÐnai ènac upoy fioc, me ton

el�qisto bajmì Dodgson. To èlleimma tou x se sqèsh me ton y orÐzetai wc defc(x, y,�), kai

eÐnai o arijmìc twn prìsjetwn yhfofìrwn pou ja prèpei na katat�ssoun ton x p�nw apì ton y,

prokeimènou o x na kerdÐsei ton y se mia an� zeÔgoc eklog .

Sth sunèqeia ja orÐsoume ènnoiec pou qrhsimopoioÔme parak�tw. JewroÔme algìrijmouc pou

lamb�noun san eÐsodo èna upoy fio x ∈ A kai èna profÐl protÐmhshc �∈ Ln, kai epistrèfoun ènan
bajmì gia ton x. OrÐzoume thn tim  pou epistrèfei o algìrijmoc V sthn eÐsodo pou apoteleÐtai

apì ènan upoy fio x ∈ A kai èna profÐl �∈ Ln wc scV (x,�). OrÐzoume èna tètoio algìrijmo V

wc Dodgson proseggistikì an to scV (x,�) ≥ scD(x,�) gia k�je upoy fio x ∈ A kai k�je profÐl

�∈ Ln. OrÐzoume ìti o V èqei lìgo prosèggishc ρ an

scD(x,�) ≤ scV (x,�) ≤ ρ · scD(x,�),

gia k�je x ∈ A kai k�je �∈ Ln. Mia prosèggish Dodgson fusik� par�gei èna kanìna yhfoforÐac

me thn eklog  tou upoyhfÐou me ton el�qisto bajmì. Wc ek toÔtou, ìtan lème ìti mia prosèggish

Dodgson ikanopoieÐ mia idiìthta thc koinwnik c epilog c anaferìmaste ston kanìna yhfoforÐac

pou par�getai apì ton algìrijmo. ParathroÔme ìti o kanìnac yhfoforÐac pou par�getai apì mia
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prosèggish Dodgson me peperasmèno lìgo prosèggishc eÐnai Condorcet-sunep c. Pr�gmati, apì

ton orismì tou lìgou prosèggishc ρ thc prosèggishc Dodgson V , an to ρ eÐnai peperasmèno kai o

x eÐnai nikht c Condorcet (dhlad , scD(x,�) = 0), tìte prèpei na isqÔoun epÐshc ìti scV (x,�) = 0

kai o x eÐnai o (monadikìc) nikht c ston V .

Ac d¸soume èna par�deigma. JewroÔme ton algìrijmo V , dedomènou enìc upoyhfÐou x ∈ A
kai enìc profÐl protÐmhshc �∈ Ln, epistrèfei ènan bajmì scV (x,�) = m ·

∑
y∈A\{x} defc(x, y,�).

EÐnai eÔkolo na deÐxoume ìti o algìrijmoc autìc eÐnai mia prosèggish Dodgson kai, epiplèon,

èqei lìgo prosèggishc to polÔ m. Pr�gmati, eÐnai dunatìn na k�noume ton x na nik sei ton y

se mia an� zeÔgoc eklog  metakin¸ntac ton x sthn koruf  twn protim sewn twn defc(x, y,�)

yhfofìrwn, kai autì apaiteÐ to polÔ m ·defc(x, y,�) enallagèc. AjroÐzontac ìla ta y ∈ A\{x},
paÐrnoume èna �nw fr�gma scV (x,�) gia to bajmì Dodgson tou x. Apì thn �llh pleur�, dedomènou

x ∈ A gia k�je y ∈ A \ {x} qreiazìmaste defc(x, y,�) enallagèc pou wjoÔn ton x p�nw apì ton

y stic protim seic k�poiwn yhfofìrwn ¸ste o x na kerdÐsei ton y se mia an� zeÔgoc eklog .

Epiplèon, autèc oi antallagèc den mei¸noun to èlleimma ènanti opoioud pote �llou upoyhfÐou.

Wc ek toÔtou,
∑

y∈A\{x} defc(x, y,�) ≤ scD(x,�), kai pollaplasi�zontac me m paÐrnoume ìti

scV (x,�) ≤ m · scD(x,�). 1

3.3 MonotonÐa

Se aut  thn enìthta parousi�zoume ta apotelèsmat� mac pou aforoÔn monìtonec proseggÐseic

Dodgson. 'Enac kanìnac yhfoforÐac eÐnai monìtonoc an ènac nikht c upoy fioc paramènei nikht c

kai efìson metakinhjeÐ proc ta p�nw stic protim seic merik¸n apì touc yhfofìrouc. O kanìnac

tou Dodgson eÐnai gnwstì ìti eÐnai mh monìtonoc ([20]). H diaÐsjhsh eÐnai ìti an ènac yhfofìroc

katat�ssei ton x akrib¸c p�nw apì ton y kai ton y p�nw apì ton z, antall�ssontac ton x me ton

y mporeÐ na mh bohj sei efìson o y nik�  dh ton x, all� mporeÐ na bohj sei ton z na nik sei ton

x.

ParathroÔme ìti h prosèggish Dodgson pou anafèretai sto tèloc thc prohgoÔmenhc enìthtac

eÐnai monìtonh wc kanìnac yhfoforÐac. Pr�gmati, jewroÔme èna profÐl protÐmhshc � kai èna nikh-

t  upoy fio x. Metakin¸ntac ton x proc ta p�nw stic protim seic merik¸n apì touc yhfofìrouc

den mporeÐ na aux sei ton bajmì tou (kaj¸c to èlleimma tou se sqèsh me k�je �llo upoy fio

den aux�nei), oÔte na mei¸sei th bajmologÐa k�je �llou upoyhfÐou y ∈ A \ {x} (dedomènou ìti to

èlleimma tou y en�ntia se k�je upoy fio sto A \ {x, y} paramènei amet�blhto kai to èlleimm� tou

en�ntia sto x den mei¸netai). Parak�tw parousi�zoume èna polÔ isqurìtero apotèlesma.

1Prìsfata, mia parìmoia sullogistik  eÐqe qrhsimopoihjeÐ apì touc Faliszewski k.�. [56] gia na apodeÐxoun ìti
ènac kanìnac yhfoforÐac gnwstìc wc Maximin (o opoÐoc eÐnai omoiogen c kai monìtonoc) eÐnai mia prosèggish
Dodgson me lìgo prosèggishc to polÔ m2.
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3.3.1 MonotonopoÐhsh kanìna yhfoforÐac Dodgson

Qrhsimopoi¸ntac mia fusik  monotonopoÐhsh tou kanìna yhfoforÐac Dodgson, epitugq�noume

mia monìtonh prosèggish Dodgson me lìgo prosèggishc to polÔ 2. H basik  idèa eÐnai, arqik�, o

orismìc enìc sunìlou nikht¸n upoyhfÐwn gia èna dedomèno profÐl kai, sth sunèqeia, h an�jesh

thc Ðdiac tim c stouc upoyhfÐouc sto sÔnolo twn nikht¸n kai megalÔterhc tim c stouc upoyhfÐouc

pou den eÐnai nikhtèc. Qontrik�, to nikht rio sÔnolo orÐzetai kat� tètoion trìpo ¸ste na perièqei

touc kat� Dodgson nikhtèc gia dedomèno profÐl kaj¸c kai touc kat� Dodgson nikhtèc �llwn

profÐl pou eÐnai aparaÐthtoi gia na ikanopoieÐtai h sunj kh monotonÐac.

Pio tupik�, èna profÐl protÐmhshc �′∈ Ln eÐnai mia y-beltÐwsh tou � gia k�poion upoy fio

y ∈ A an to �′ prokÔptei xekin¸ntac apì to � kai aneb�zontac to y proc ta p�nw stic protim seic

k�poiwn yhfofìrwn. Sugkekrimèna èna profÐl apoteleÐ mia y-beltÐwsh tou eautoÔ tou gia k�je

upoy fio y ∈ A. H epìmenh prìtash eÐnai profan c.

Parat rhsh 3.3.1. 'Estw y ∈ A kai èstw �,�′∈ Ln profÐl tètoia ¸ste �′ na apoteleÐ mia

y-beltÐwsh tou �. Tìte,
scD(y,�′) ≤ scD(y,�).

O kanìnac yhfoforÐac tou Dodgson metatrèpetai se monìtono wc ex c. 'Estw M o nèoc, upì

kataskeu  kanìnac yhfoforÐac. SumbolÐzoume me W (�) to sÔnolo twn nikht¸n tou M (pou ja

oristeÐ sÔntoma) gia to profÐl �∈ Ln. 'Estw ∆ = maxy∈W (�) scD(y,�). O kanìnac yhfoforÐac

M anajètei mia tim  Ðsh me scM (y,�) = ∆ se k�je upoy fio y ∈W (�) kai mÐa tim  Ðsh me

scM (y,�) = max{∆ + 1, scD(y,�)}

se k�je upoy fio y /∈ W (�). To mìno pou upoleÐpetai eÐnai o orismìc tou sunìlou twn nikht¸n

W (�) gia to profÐl �. Autì to pragmatopoioÔme wc ex c: gia k�je profÐl protim sewn �∗∈ Ln

kai k�je nikht  kat� Dodgson y∗ sto �∗, o y∗ sumperilamb�netai sto nikht rio sÔnolo W (�′)
se k�je profÐl protim sewn �′∈ Ln pou apoteleÐ mia y∗-beltÐwsh tou �∗.

Je¸rhma 3.3.2. O M eÐnai ènac monìtonoc Dodgson proseggistikìc algìrijmoc me lìgo pro-

sèggishc 2.

Apìdeixh. Profan¸c, o kanìnac yhfoforÐac M apoteleÐ prosèggish Dodgson (dhlad ,

scM (y,�) ≥ scD(y,�) gia k�je upoy fio stoiqeÐo y ∈ A kai k�je profÐl �∈ Ln). Epiplè-

on, eÐnai ex orismoÔ monìtonoc, an o y apoteleÐ nikht  gia èna profÐl �, o y paramènei nikht c

gia k�je y-beltÐwsh tou �. Sth sunèqeia, apodeiknÔoume, epÐshc, ìti èqei lìgo prosèggishc 2.

Ja qrhsimopoi soume to akìloujo l mma, me apl� lìgia, to l mma autì dhl¸nei ìti metakin¸ntac

proc ta p�nw èna upoy fio de mporeÐ na meiwjeÐ shmantik� (dhlad , na beltiwjeÐ) h tim  Dodgson

enìc �llou upoy fiou.
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L mma 3.3.3. 'Estw y ∈ A kai �,�′∈ Ln profÐl tètoia ¸ste to �′ na apoteleÐ y-beltÐwsh tou

�. Gia k�je upoy fio z ∈ A \ {y} isqÔei ìti scD(z,�) ≤ 2 · scD(z,�′).

Apìdeixh. O isqurismìc ìti o bajmìc Dodgson tou upoy fiou z sto profÐl �′ eÐnai scD(z,�′)
shmaÐnei ìti o z mporeÐ na apotelèsei nikht  kat� Condorcet an topojethjeÐ kat� scD(z,�′)
jèseic yhlìtera stic protim seic k�poiwn yhfofìrwn, èstw �′′ to profÐl pou prokÔptei (ìpou z

o nikht c kat� Condorcet). Gia i ∈ N sumbolÐzoume

Si = {x ∈ A : x �′i z ∧ z �′′i x}.

Profan¸c,
∑

i∈N |Si| = scD(z,�′).
Jewr¸ntac, t¸ra, to profÐl � parathroÔme ìti gia ìlouc touc upoyhfÐouc x ∈ A \ {z},

defc(z, x,�) ≤ defc(z, x,�′). Epomènwc, o z apoteleÐ plèon nikht  kat� Condorcet ìtan topo-

jethjeÐ yhlìtera se k�je yhfofìro i ètsi ¸ste na parak�myei ìla touc upoyhfÐouc sto sÔnolo

Si. Autì den apaiteÐ enallagèc ston yhfofìro i an Si = ∅ en¸ h topojèthsh tou z yhlìtera

kat� |Si|+ 1 jèseic ston yhfofìro i arkeÐ gia thn par�kamyh twn upoyhfÐwn sto sÔnolo Si kai,

pijan¸c, upoyhfÐwn y pou mporeÐ na brÐskontai metaxÔ touc sto � (kai ektìc tou �′). Epomènwc,
o bajmìc Dodgson tou z sto profÐl � eÐnai

scD(z,�) ≤
∑

i∈N :Si 6=∅

(|Si|+ 1) ≤ 2
∑
i∈N
|Si| = 2 · scD(z,�′),

kai apodeiknÔetai to L mma.

Ac jewr soume, t¸ra, èna profÐl �∈ Ln. 'Estw y∗ ènac upoy fioc sto W (�) me uyhlìtero

bajmì Dodgson (Ðso me ∆). An o y∗ apoteleÐ nikht  kat� Dodgson sto � tìte scM (z,�) =

scD(z,�) gia k�je upoy fio z ∈ A. Epomènwc, mporoÔme na upojèsoume ìti o y∗ den apoteleÐ

nikht  kat� Dodgson all� an kei sto W (�).

Ex orismoÔ prèpei na up�rqei profÐl �∗∈ Ln tètoio ¸ste o y∗ na apoteleÐ nikht  kat� Dodgson

sto �∗ kai to � apoteleÐ y∗-beltÐwsh tou �∗. Apì thn Parat rhsh 3.3.1, efìson to � apoteleÐ

mia y∗-beltÐwsh tou �∗, isqÔei

scD(y∗,�) ≤ scD(y∗,�∗). (3.1)

AfoÔ o y∗ apoteleÐ nikht  kat� Dodgson sto �∗, isqÔei

scD(y∗,�∗) ≤ scD(z,�∗) (3.2)

gia k�je upoy fio z ∈W (�). EpÐshc, efarmìzontac to L mma 3.3.3, prokÔptei ìti

scD(z,�∗) ≤ 2 · scD(z,�) (3.3)
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gia k�je upoy fio z ∈W (�). Qrhsimopoi¸ntac ton orismì tou M kai tic anisìthtec (3.1), (3.2),

kai (3.3), gia k�je upoy fio z ∈W (�) isqÔei

scM (z,�) = ∆ = scD(y∗,�) ≤ 2 · scD(z,�).

Apomènei na upologisteÐ o lìgoc prosèggishc se sqèsh me touc upoyhfÐouc sto A \W (�).

'Estw y′ ∈ A \ {y∗} ènac nikht c kat� Dodgson sto �. AfoÔ y′ ∈ W (�) h parap�nw anisìthta

sunep�getai ìti

∆ ≤ 2 · scD(y′,�). (3.4)

'Estw z′ ∈ A\W (�). Ex orismoÔ, scM (z′,�) = scD(z′,�) ìtan scD(z′,�) > ∆+1. Diaforetik�,

isqÔei ìti scM (z′,�) = ∆ + 1. Epeid  o z′ den apoteleÐ nikht  kat� Dodgson gia to �, isqÔei ìti
scD(z′,�) ≥ scD(y′,�) + 1 sthn perÐptwsh aut , kai me qr sh thc sqèshc (3.4) lamb�noume

scM (z′,�) = ∆ + 1 ≤ 2 · scD(y′,�) + 1 ≤ 2 · scD(z′,�).

Sumperasmatik�, h tim  k�je upoyhfÐou sÔmfwna me ton kanìna M eÐnai to polÔ dipl�sia apì ton

bajmì Dodgson autoÔ.

Genik�, h prosèggish DodgsonM upologÐzetai se ekjetikì qrìno. 'Omwc, mporeÐ na ulopoihjeÐ

¸ste na ekteleÐtai se poluwnumikì qrìno ìtan to m eÐnai stajer�. Se aut  thn eidik  perÐptwsh o

arijmìc twn diaforetik¸n profÐl me n yhfofìrouc eÐnai poluwnumikìc kai h tim  Dodgson mporeÐ

na upologisteÐ me akrÐbeia se poluwnumikì qrìno [6].

H epìmenh prìtash upodeiknÔei ìti o kanìnac yhfoforÐac M eÐnai h bèltisth dunat  monìtonh

prosèggish Dodgson. AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti de basÐzetai se k�poia upìjesh sqetik� me thn

poluplokìthta kai, epomènwc, isqÔei epÐshc kai gia ekjetikoÔ qrìnou proseggÐseic.

Je¸rhma 3.3.4. MÐa monìtonh prosèggish Dodgson de mporeÐ na èqei lìgo prosèggish mikrì-

tero tou 2.

Apìdeixh. 'Estw k jetikìc akèraioc. QrhsimopoioÔme èna profÐl protim sewn � (PÐnakac 3.1) me

18k yhfofìrouc kai pènte upoyhfÐouc a, b, c, d, kai e.

×k ×k ×k ×k ×k ×k ×2k ×2k ×2k ×2k ×2k ×2k

c c a a b b a a b b c c
b b c c a a d e d e d e
a a b b c c b b c c a a
d e d e d e e d e d e d
e d e d e d c c a a b b

PÐnakac 3.1: To profÐl protim sewn � pou qrhsimopoieÐtai sthn apìdeixh tou Jewr matoc 3.3.4.
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To èlleimma twn d kai e se sqèsh me k�je upoy fio a, b, kai c eÐnai 3k + 1 en¸ o d me ton e,

èqoun èlleimma

defc(d, e,�) = defc(e, d,�) = 1.

Epiplèon,

defc(a, c,�) = defc(b, a,�) = defc(c, b,�) = k + 1

en¸ ta loip� elleÐmmata eÐnai mhdenik�.

Epomènwc, o bajmìc Dodgson twn d kai e eÐnai toul�qiston 9k+4. EpÐshc, o c èqei katataqjeÐ

apì k�je yhfofìro eÐte qamhlìtera apì ton a   dÔo jèseic yhlìtera apì ton a. Autì sunep�getai

ìti o a prèpei na topojethjeÐ yhlìtera kat� dÔo jèseic se k + 1 yhfofìrouc prokeimènou na

metatrapeÐ se nikht  kat� Condorcet. Autì eÐnai eparkèc afoÔ o a gÐnetai nikht c kat� Condorcet

me thn topojèths  tou kat� dÔo jèseic yhlìtera se k + 1 yhfofìrouc metaxÔ twn ekeÐnwn sthn

pr¸th kai deÔterh st lh tou profÐl �. 'Etsi, scD(a,�) = 2(k+1). Me an�logh epiqeirhmatologÐa

katal goume sto ìti epÐshc isqÔei

scD(b,�) = scD(c,�) = 2(k + 1).

JewroÔme, t¸ra, k�je monìtono proseggistikì algìrijmo M ′ gia thn yhfoforÐa Dodgson.

Dedomènou tou profÐl �, an epistrèyei k�poio apì touc upoyhfÐouc d   e wc nikht  tìte

scM ′(a,�) ≥ min{scM ′(d,�), scM ′(e,�)}

≥ min{scD(d,�), scD(e,�)}

≥ 9k + 4 > 4(k + 1) = 2 · scD(a,�),

dhlad , o lìgoc prosèggishc eÐnai megalÔteroc tou 2.

An o algìrijmoc epistrèyei ton upoy fio a wc nikht , jewroÔme to profÐl �a sto opoÐo o a

topojeteÐtai yhlìtera kat� mÐa jèsh se 2k yhfofìrouc sthn pèmpth kai èkth st lh tou profÐl

�. ExaitÐac thc monotonÐac, o a ja èprepe na apoteleÐ nikht  kai sto profÐl �a. EpÐshc, plèon,
o c mporeÐ na apotelèsei nikht  kat� Condorcet an topojethjeÐ mÐa mìno jèsh yhlìtera se k+ 1

yhfofìrouc metaxÔ twn 2k yhfofìrwn sthn pèmpth kai èkth st lh tou profÐl �a kai, epomènwc,
scD(c,�a) = k + 1 en¸ o bajmìc Dodgson tou a sto �a eÐnai Ðdioc me ton bajmì sto �. IsqÔei

ìti

scM ′(c,�a) ≥ scM ′(a,�a) ≥ scD(a,�a)

= 2(k + 1) = 2 · scD(c,�a),

Dhlad , o lìgoc prosèggishc eÐnai toul�qiston 2.

An o algìrijmoc epistrèyei ton upoy fio b wc nikht , jewroÔme to profÐl �b sto opoÐo o b

topojeteÐtai kat� mÐa jèsh yhlìtera se 2k yhfofìrouc sthn pr¸th kai deÔterh st lh tou profÐl
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�. ExaitÐac thc monotonÐac, isqÔei ìti o b eÐnai nikht c kai sto profÐl �b. EpÐshc, plèon, o

a mporeÐ na apotelèsei nikht  kat� Condorcet an topojethjeÐ yhlìtera kat� mÐa mìno jèsh se

k + 1 yhfofìrouc metaxÔ twn 2k yhfofìrwn sthn pr¸th kai deÔterh st lh tou profÐl �b kai,
epomènwc, scD(a,�b) = k + 1. Me parapl siec pr�xeic, prokÔptei ìti o lìgoc prosèggishc eÐnai

toul�qiston 2.

Tèloc, an o algìrijmoc epistrèyei ton upoy fio c wc nikht , jewroÔme to profÐl �c sto

opoÐo o c topojeteÐtai yhlìtera kat� mÐa jèsh se 2k yhfofìrouc sthn trÐth kai tètarth st lh

tou profÐl �. Aut  th for� isqÔei ìti scD(b,�c) = k + 1, kai epitugq�noume to k�tw fr�gma

me tim  2 ìpwc prin. 'Etsi, èqoun kalufjeÐ ìlec oi pijanèc peript¸seic, kai epalhjeÔetai to

je¸rhma.

Mia shmantik  parat rhsh eÐnai ìti sthn prohgoÔmenh apìdeixh eÐnai dunatìn na antikatastajeÐ

k�je st lh me k   2k yhfofìrouc mìno me ènan   dÔo yhfofìrouc, antÐstoiqa. 'Omwc, h apìdeixh

aut  èqei to pleonèkthma ìti k�nei safèc ìti o lìgoc prosèggishc de mporeÐ na beltiwjeÐ an

upotejeÐ meg�loc o arijmìc yhfofìrwn. Profan¸c, eÐnai epÐshc dunatìn na auxhjeÐ o arijmìc

twn upoyhfÐwn me prìsjesh perissìterwn upoyhfÐwn sto tèloc twn protim sewn twn yhfofìrwn.

3.3.2 'Enac monìtonoc O(logm)-proseggistikìc algìrijmoc poluwnu-
mikoÔ qrìnou

Sth sunèqeia ja parousi�soume mia monìtonh prosèggish Dodgson poluwnumikoÔ qrìnou

pou epitugq�nei lìgo prosèggishc twn O(logm). Dedomènou tou Ω(logm) fr�gmatoc mh-

proseggisimìthtac gia to bajmì Dodgson [23], autìc o kanìnac eÐnai asumptwtik� bèltistoc

se sqèsh me algìrijmouc poluwnumikoÔ qrìnou. Gia na eÐmaste akribeÐc, eÐnai bèltistoc se è-

nan par�gonta 4, me thn proôpìjesh ìti ta probl mata sto NP den èqoun algìrijmouc yeudo-

poluwnumikoÔ qrìnou.

ParathroÔme ìti up�rqoun dÔo basik� empìdia pou prèpei na xeperastoÔn prokeimènou na

efarmìsoume th monotonopoÐhsh se poluwnumikì qrìno. Pr¸ton, o upologismìc tou bajmoÔ

Dodgson kai to prìblhma apìfashc gia thn anÐqneush tou e�n ènac dedomènoc upoy fioc eÐnai o

nikht c Dodgson se èna sugkekrimèno profÐl eÐnai upologistik� dÔskolo prìblhma [6]. 'Eqoume

xeper�sei autì to empìdio me th qr sh enìc algìrijmou prosèggishc Dodgson R poluwnumikoÔ

qrìnou apì thn [23] antÐ gia ton Ðdio to bajmì Dodgson. Akìmh kai se aut  thn perÐptwsh,

dedomènou enìc profÐl, ja prèpei akìma na eÐmaste se jèsh na aniqneÔsoume an ènac upoy fioc

y ∈ A eÐnai o nikht c sÔmfwna me ton R se k�poio profÐl tou opoÐou to trèqon profÐl eÐnai

mia y-beltÐwsh. An aut  eÐnai h perÐptwsh, tìte o y ja prèpei na perilamb�netai sto nikht rio

sÔnolo. Shmei¸noume ìti, se genikèc grammèc, autì apaiteÐ ton èlegqo enìc ekjetikoÔ arijmoÔ

profÐl prokeimènou na prosdioristeÐ to nikhfìro sÔnolo tou trèqontoc. AntimetwpÐzoume autì to

deÔtero empìdio qrhsimopoi¸ntac thn ènnoia twn apaisiìdoxwn ektimht¸n. Prìkeitai gia posìthtec
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pou orÐzontai apì thn �poyh tou trèqontoc profÐl mìno kai qrhsimopoioÔntai gia na prosdioristoÔn

oi nikhfìroi upoy fioi.

Prokeimènou na prosdioristeÐ o algìrijmoc R ton opoÐo ja monotopoi soume jewroÔme ènan

enallaktikì orismì tou bajmoÔ Dodgson gia ènan upoy fio z∗ ∈ A kai èna profÐl �∈ Ln.
OrÐzoume to sÔnolo S�i

k (z∗) twn upoyhfÐwn pou o z∗ parak�mptei kaj¸c wjeÐtai k jèseic p�nw

sthn protÐmhsh tou yhfofìrou i. Dhl¸noume wc S�i(z∗) th sullog  ìlwn twn pijan¸n tètoiwn

sunìlwn gia ton yhfofìro i, dhlad ,

S�i(z∗) = {S�i
k (z∗) : k = 1, ..., ri(z

∗,�)− 1},

ìpou to ri(z
∗,�) upodhl¸nei thn kat�taxh tou upoyhfÐou z∗ stic protim seic tou yhfofìrou

i ∈ N (p.q., o perissìtero kai o ligìtero protim¸menoc upoy fioc èqei jèsh 1 kai m, antÐstoiqa).

'Estw S(z∗) =
⋃
i∈N S�i(z∗). Tìte, to prìblhma upologismoÔ tou bajmoÔ Dodgson tou upoyh-

fÐou z∗ sto profÐl � isodunameÐ me thn epilog  sunìlwn apì to S(z∗) me to el�qisto sunolikì

mègejoc, ètsi ¸ste to polÔ èna sÔnolo epilègetai metaxÔ aut¸n sto S�i(z∗) gia k�je par�gonta

i ∈ N kai k�je upoy fio z ∈ A \ {z∗} pou emfanÐzetai se toul�qiston defc(z∗, z,�) epilegmèna

sÔnola. Autì mporeÐ na ekfrasteÐ apì to akìloujo akèraio grammikì prìgramma:

minimize
∑
i∈N

ri(z
∗,�)−1∑
k=1

k · x
(
S�i
k (z∗)

)
(3.5)

subject to ∀z ∈ A \ {z∗},∑
i∈N

∑
S∈S�i (z∗):z∈S

x(S) ≥ defc(z∗, z,�)

∀i ∈ N,
∑

S∈S�i (z∗)

x(S) ≤ 1

∀S ∈ S(z∗), x(S) ∈ {0, 1}.

H duadik  metablht  x(S) deÐqnei e�n to sÔnolo S ∈ S�i(z∗) epilègetai (x(S) = 1)   ìqi

(x(S) = 0). T¸ra, ac exet�soume th qal�rwsh tou anwtèrw akèraiou grammikoÔ progr�mmatoc

sthn opoÐa o teleutaÐoc periorismìc qalar¸netai, kai etsi èqoume x(S) ≥ 0. OrÐzoume ton kanìna

yhfoforÐac R pou jètei scR(z∗,�) Ðso me th bèltisth tim  tou qalarwmènou grammikoÔ progr�m-

matoc pollaplasiazìmeno me Hm−1, ìpou Hk eÐnai o k-ostìc armonikìc arijmìc. Sto prohgoÔmeno

kef�laio deÐqnoume ìti

scD(y,�) ≤ scR(y,�) ≤ Hm−1 · scD(y,�)

gia k�je upoy fio y ∈ A, dhlad  o R eÐnai mia prosèggish Dodgson me lìgo prosèggishc Hm−1.

H akìloujh parat rhsh eÐnai an�logh me thn Parat rhsh 3.3.1.

Parat rhsh 3.3.5. 'Estw y ∈ A kai èstw �,�′∈ Ln profÐl tètoia ¸ste to �′ na eÐnai mia

y-beltÐwsh tou �. Tìte,
scR(y,�′) ≤ scR(y,�).
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Parousi�zoume t¸ra èna nèo kanìna yhfoforÐac Q monotonopoi¸ntac ton R. O kanìnac yhfo-

forÐac Q orÐzei èna sÔnolo upoyhfÐwnW (�) pou eÐnai to sÔnolo twn nikht¸n se èna sugkekrimèno

profÐl �. Sth sunèqeia, jètei scQ(y,�) = 2 · scR(y∗,�) gia k�je upoy fio y ∈ W (�), ìpou y∗

eÐnai o nikht c sÔmfwna me ton kanìna yhfoforÐac R. Epiplèon, jètei scQ(y,�) = 2 · scR(y,�)

gia k�je upoy fio y /∈W (�).

Prokeimènou na kajoristeÐ to sÔnoloW (�) ja qrhsimopoi soume �llo (elafr¸c diaforetikì)

grammikì prìgramma pou kajorÐzetai gia touc dÔo upoy fiouc y, z∗ ∈ A kai èna profÐl �∈ Ln.
To nèo GP èqei to Ðdio sÔnolo periorism¸n, ìpwc sth qal�rwsh tou (3.5) pou qrhsimopoieÐtai

ston orismì tou scR(z∗,�) kai thn akìloujh antikeimenik  sun�rthsh:

minimize
∑
i∈N

ri(z
∗,�)−1∑
k=1

k · x
(
S�i
k (z∗)

)
(3.6)

+
∑

i∈N :y�iz∗

ri(z
∗,�)−ri(y,�)−1∑

k=1

x
(
S�i
k (z∗)

)

O apaisiìdoxoc ektimht c pe(z∗, y,�) gia ton upoy fio z∗ ∈ A se sqèsh me ènan �llo upoy fio

y ∈ A\{z∗} kai èna profÐl�∈ Ln orÐzetai wc h antikeimenik  axÐa tou GP (3.6) pollaplasiazìmeno

me Hm−1. 'Opwc ja faneÐ sÔntoma, o apaisiìdoxoc ektimht c pe(z∗, y,�′) fr�ssei ek twn �nw

ton bajmì twn upoyhfÐwn z∗ sto R gia k�je profÐl � ètsi ¸ste to �′ eÐnai mia y-beltÐwsh tou

�, ex autoÔ kai h apaisiodoxÐa ìson afor� thn ektÐmhsh thc bajmologÐac tou z∗. Oi apaisiìdoxoi

ektimhtèc ja eÐnai to basikì ergaleÐo mac prokeimènou na monotopoi soume ton R.

EÐmaste t¸ra ètoimoi na oloklhr¸soume ton orismì tou kanìna yhfoforÐac Q. To sÔnolo

W (�) orÐzetai wc ex c. Pr¸ton, perièqei ìlouc touc nikhtèc, sÔmfwna me ton kanìna yhfoforÐac

R. 'Enac upoy fioc y pou den eÐnai ènac nikht c upoy fioc sÔmfwna me ton R perilamb�netai sto

set W (�) an pe(z, y,�) ≥ scR(y,�) gia k�je upoy fio z ∈ A \ {y}.
Saf¸c, o Q eÐnai poluwnumikoÔ qrìnou. UpologÐzontac tic bajmologÐec ìlwn twn upoyhfÐwn

perilamb�nei thn epÐlush m2 grammik¸n programm�twn poluwnumikoÔ megèjouc. Met� epÐshc apo-

deiknÔoume ìti eÐnai kai monìtonoc. Autì gÐnetai sto L mma 3.3.8 me thn qr sh merik¸n idiot twn

twn apaisiìdoxwn ektimht¸n. H pr¸th idiìthta (pou anafèretai sto L mma 3.3.6) èqei mia makri�

kai teqnik  apìdeixh pou mporeÐ na paraleifjeÐ kat� thn pr¸th an�gnwsh. H deÔterh (sto L mma

3.3.7) prokÔptei eÔkola apì ton orismì twn apaisiìdoxwn ektimht¸n.

L mma 3.3.6. 'Estw y, z∗ ∈ A diaforetikoÐ upoy fioi kai èstw �,�′∈ Ln duo profÐl tètoia

¸ste to �′ na eÐnai mia y-beltÐwsh tou �. Tìte, pe(z∗, y,�′) ≥ pe(z∗, y,�).

Apìdeixh. Gia na apodeÐxoume to L mma, arkeÐ na exet�soume mìno thn perÐptwsh kat� thn opoÐa

to �′ lamb�netai apì to � metakin¸ntac ton upoy fio y proc ta p�nw mia jèsh sthn protÐmhsh

enìc mìno par�gonta j ∈ N (dhlad , rj(y,�) = rj(y,�′) + 1).
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Exet�zoume to GP (3.6) pou qrhsimopoieÐtai ston orismì tou pe(z∗, y,�′) kai èstw x eÐnai mia

bèltisth lÔsh. Ja deÐxoume p¸c na metatrèyoume aut  th lÔsh se mia efikt  lÔsh x̄ gia to GP

(3.6) pou qrhsimopoieÐtai ston orismì tou pe(z∗, y,�) me tètoio trìpo ¸ste h antikeimenik  tim 

thc na mhn eÐnai megalÔterh apì ekeÐnh tou pr¸hn GP. Sth sunèqeia, qrhsimopoioÔme èna aplo-

poihmèno sumbolismì pou paraleÐpei ton z∗, ìtan eÐnai safèc apì ta sumfrazìmena. Eidikìtera,

qrhsimopoioÔme S�i antÐ gia S�i(z∗) kai S�i
k antÐ gia S�i

k (z∗).

OrÐzoume th lÔsh x̄ ìpwc parak�tw. Pr¸ta, orÐzoume x̄(S�i
k ) = x(S

�′i
k ) gia k�je yhfofìro

i ∈ N \ {j} kai k = 1, 2, ..., rj(z
∗,�)− 1. Tìte, xeqwrÐzoume metaxÔ tri¸n peript¸sewn an�loga

me to tÔpo tou yhfofìrou j.

Lème otÐ o yhfofìroc j eÐnai tÔpou BB an o y katat�ssetai qamhlìtera apì ton z∗ kai sta

duo profÐl � kai �′. Se aut  th perÐptwsh parathroÔme ìti rj(z∗,�) = rj(z
∗,�′) kai S�j

k = S
�′j
k

gia k = 1, ..., rj(z
∗,�)− 1. Jètoume x̄(S

�j

k ) = x(S
�′j
k ), gia k = 1, 2, ..., rj(z

∗,�)− 1.

Lème ìti o yhfofìroc j eÐnai tÔpou AA an o y katat�ssetai uyhlìtera apì ton z∗ kai sta

duo profÐl � kai �′. EpÐshc, èqoume rj(z∗,�) = rj(z
∗,�′). Se aut  th perÐptwsh jètoume

• x̄(S
�j

k ) = x(S
�′j
k ) gia k = 1, ..., rj(z

∗,�)− rj(y,�)− 1;

• x̄(S
�j

rj(z∗,�)−rj(y,�)) = 0;

• x̄(S
�j

rj(z∗,�)−rj(y,�)+1) = x(S
�′j
rj(z∗,�)−rj(y,�)) + x(S

�′j
rj(z∗,�)−rj(y,�)+1);

• x̄(S
�j

k ) = x(S
�′j
k ) gia k = rj(z

∗,�)− rj(y,�) + 2, ..., rj(z
∗,�)− 1.

Lème ìti o yhfofìroc j eÐnai tÔpou AB an o y katat�ssetai uyhlìtera apì ton z∗ sto �′ all�
qamhlìtera apì ton z∗ sto �. 'Eqoume rj(z∗,�′) = rj(z

∗,�) + 1 se aut  th perÐptwsh. Jètoume

x̄(S
�j

k ) = x(S
�′j
k+1) gia k = 1, ..., rj(z

∗,�)− 1.

T¸ra jewroÔme to GP (3.6) pou qrhsimopoieÐtai ston orismì tou pe(z∗, y,�). Saf¸c, dedo-

mènou ìti h lÔsh x eÐnai mh arnhtik , h lÔsh x̄ eÐnai mh arnhtik  epÐshc. Oi parap�nw orismoÐ

eggu¸ntai ìti ∑
S∈S�i

x̄(S) ≤
∑
S∈S�

′
i

x(S)

gia k�je par�gonta i ∈ N (sthn pragmatikìthta, ta dÔo ajroÐsmata eÐnai Ðsa, ìtan i ∈ N \ {j}  
i = j kai o j eÐnai tÔpou BB   AA). Wc ek toÔtou, to deÔtero sÔnolo twn periorism¸n ikanopoieÐtai

efìson o x ikanopoieÐ to deÔtero sÔnolo periorism¸n tou GP (3.6) pou qrhsimopoieÐtai ston orismì

tou pe(z∗, y,�′).
Epiplèon, parathroÔme ìti defc(z∗, z,�) = defc(z∗, z,�′) gia k�je upoy fio z ∈ A \ {y, z∗}

efìson h sqetik  kat�taxh twn z kai z∗ sthn protÐmhsh tou k�je yhfofìrou eÐnai h Ðdia kai sta
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dÔo profÐl � kai �′. EpÐshc, o orismìc thc lÔshc x̄ eggu�tai ìti∑
S∈S�i :z∈S

x̄(S) =
∑

S∈S�
′
i :z∈S

x(S)

gia k�je par�gonta i ∈ N kai k�je upoy fio z ∈ A \ {y, z∗}. Wc ek toÔtou, to pr¸to sÔnolo

periorism¸n ikanopoieÐtai gia k�je upoy fio z ∈ A \ {y, z∗} dedomènou ìti h lÔsh x ikanopoieÐ to

pr¸to sÔnolo periorism¸n tou GP (3.6) ston orismì tou pe(z∗, y,�′).
'Oson afor� ton upoy fio y, ja exet�soume pr¸ta tic peript¸seic kat� tic opoÐec o yhfofìroc

j eÐnai tou tÔpou BB   AA. Kai stic dÔo peript¸seic, h sqetik  kat�taxh twn y kai z∗ se k�je

par�gonta eÐnai h Ðdia kai sta dÔo profÐl � kai �′. Wc ek toÔtou, defc(z∗, y,�) = defc(z∗, y,�′).
Epiplèon, se amfìterec tic peript¸seic, o orismìc thc lÔshc x̄ eggu�tai ìti∑

S∈S�i :y∈S

x̄(S) ≥
∑

S∈S�
′
i :y∈S

x(S)

gia k�je par�gonta i ∈ N (sthn pragmatikìthta, ta dÔo ajroÐsmata eÐnai Ðsa, ìtan i ∈ N \ {j}  
i = j kai o j eÐnai tÔpou BB). Wc ek toÔtou, kai stic dÔo peript¸seic, o pr¸toc periorismìc gia

ton upoy fio y ikanopoieÐtai efìson o x ikanopoieÐ ton antÐstoiqo periorismì tou GP (3.6) ston

orismì tou pe(z∗, y,�′).
An o yhfofìroc j eÐnai tÔpou AB, xeqwrÐzoume epiplèon metaxÔ twn duo peript¸sewn. An

defc(z∗, y,�′) = 0 tìte, ∑
i∈N

∑
S∈S�i :y∈S

x̄(S) ≥ 0 = defc(z∗, y,�).

Eid�llwc (an defc(z∗, y,�′) ≥ 1), parathroÔme ìti defc(z∗, y,�) = defc(z∗, y,�′) − 1. Efìson

kanèna sÔnolo sto S�i den perièqei ton y, èqoume∑
i∈N

∑
S∈S�i :y∈S

x̄(S) =
∑

i∈N\{j}

∑
S∈S�i :y∈S

x̄(S)

=
∑

i∈N\{j}

∑
S∈S�

′
i :y∈S

x(S)

=
∑
i∈N

∑
S∈S�

′
i :y∈S

x(S)−
∑

S∈S�
′
j :y∈S

x(S)

≥
∑
i∈N

∑
S∈S�

′
i :y∈S

x(S)− 1

≥ defc(z∗, y,�′)− 1

= defc(z∗, y �),

to opoÐo sunep�getai ìti h lÔsh x̄ ikanopoieÐ ton pr¸to periorismì tou GP (3.6) pou qrhsimopoieÐtai

ston orismì tou pe(z∗, y,�) gia ton upoy fio y. EpishmaÐnoume ìti oi dÔo teleutaÐec anisìthtec
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isqÔoun, dedomènou ìti h lÔsh x ikanopoieÐ touc periorismoÔc sto GP (3.6) pou qrhsimopoieÐtai

ston orismì tou pe(z∗, y,�′).

Mèqri stigm c, èqoume deÐxei ìti h x̄ eÐnai mia efikt  lÔsh gia to GP (3.6) pou qrhsimopoieÐtai

ston orismì tou pe(z∗, y,�). Apomènei na fr�xoume ek twn �nw thn antikeimenik  tim  (stìqo)

tou apì th bèltisth tim  tou sto GP (3.6) pou qrhsimopoieÐtai ston orismì tou pe(z∗, y,�′).
Prokeimènou na aplopoihjoÔn oi upologismoÐ, gia k�je par�gonta i ∈ N , orÐzoume

Oi =

ri(z
∗,�)−1∑
k=1

k · x̄(S�i
k ) +

ri(z
∗,�)−ri(y,�)−1∑

k=1

x̄(S�i
k )

an y �i z∗ kai

Oi =

ri(z
∗,�)−1∑
k=1

k · x̄(S�i
k )

diaforetik�. H posìthta O′i orÐzetai an�loga me thn antikat�stash tou � apì to �′ kai thc x̄

me x. ParathroÔme ìti oi antikeimenikèc timèc tou GP (3.6) pou qrhsimopoioÔntai ston orismì tou

pe(z∗, y,�) kai tou pe(z∗, y,�′) gia tic lÔseic x̄ kaix eÐnai
∑

i∈N Oi kai
∑

i∈N O′i, antÐstoiqa.

EpÐshc, o orismìc thc lÔshc x̄ odhgeÐ sto ìti Oi = O′i ìtan i ∈ N \ {j}   i = j kai j eÐnai tÔpou

BB. Gia na oloklhrwjeÐ h apìdeixh, arkeÐ na deÐxoume ìti Oj ≤ O′j ìtan o j eÐnai tÔpou AA   AB.

Pr¸ta, jewroÔme thn perÐptwsh ìpou o yhfofìroc j eÐnai tÔpou AA. Apì ton orismì tou Oj

kai apì anadi�taxh twn ajroism�twn, èqoume

Oj =

rj(z∗,�)−1∑
k=1

k · x̄(S
�j

k ) +

rj(z∗,�)−rj(y,�)−1∑
k=1

x̄(S
�j

k )

=

rj(z∗,�)−rj(y,�)−1∑
k=1

(k + 1) · x̄(S
�j

k ) + (rj(z
∗,�)− rj(y,�)) · x̄(S

�j

rj(z∗,�)−rj(y,�))

+(rj(z
∗,�)− rj(y,�) + 1) · x̄(S

�j

rj(z∗,�)−rj(y,�)+1) +

rj(z∗,�)−1∑
k=rj(z∗,�)−rj(y,�)+2

k · x̄(S
�j

k ).

Qrhsimopoi¸ntac aut  thn isìthta, ton orismì twn metablht¸n x̄ sta sÔnola tou yhfofìrou j,
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tic isìthtec rj(z∗,�) = rj(z
∗,�′) kai rj(y,�) = rj(y,�′) + 1, kai ton orismì tou O′j , èqoume ìti

Oj =

rj(z∗,�)−rj(y,�)−1∑
k=1

(k + 1) · x(S
�′j
k ) + (rj(z

∗,�)− rj(y,�)) · 0

+(rj(z
∗,�)− rj(y,�) + 1) ·

(
x(S

�′j
rj(z∗,�)−rj(y,�)) + x(S

�′j
rj(z∗,�)−rj(y,�)+1)

)

+

rj(z∗,�)−1∑
k=rj(z∗,�)−rj(y,�)+2

k · x(S
�′j
k )

=

rj(z∗,�′)−rj(y,�′)−2∑
k=1

(k + 1) · x(S
�′j
k )

+(rj(z
∗,�′)− rj(y,�′)) ·

(
x(S

�′j
rj(z∗,�′)−rj(y,�′)−1) + x(S

�′j
rj(z∗,�′)−rj(y,�′))

)

+

rj(z∗,�′)−1∑
k=rj(z∗,�′)−rj(y,�′)+1

k · x(S
�′j
k )

=

rj(z∗,�′)−1∑
k=1

k · x(S
�′j
k ) +

rj(z∗,�′)−rj(y,�′)−1∑
k=1

x(S
�′j
k )

= O′j .

T¸ra, exet�zoume thn perÐptwsh ìpou o yhfofìroc j eÐnai tÔpou AB kai upenjumÐzoume ìti

z∗ �j y kai y �′j z∗. Qrhsimopoi¸ntac ton orismì tou OJ , ton orismì twn metablht¸n x̄ sta

sÔnola tou yhfofìrou j, thn isìthta rj(z∗,�) = rj(z
∗,�′)− 1, kai ton orismì tou O′j , èqoume

Oj =

rj(z∗,�)−1∑
k=1

k · x̄(S
�j

k )

=

rj(z∗,�)−1∑
k=1

k · x(S
�′j
k+1)

=

rj(z∗,�′)−1∑
k=2

(k − 1) · x(S
�′j
k )

≤
rj(z∗,�′)−1∑

k=1

k · x(S
�′j
k ) +

rj(z∗,�′)−rj(y,�′)−1∑
k=1

x(S
�′j
k )

= O′j .

Autì oloklhr¸nei thn apìdeixh tou L mmatoc.

L mma 3.3.7. 'Estw y, z∗ ∈ A diaforetikoÐ upoy fioi kai èstw �∈ Ln èna profÐl. Tìte,

scR(z∗,�) ≤ pe(z∗, y,�) ≤ 2 · scR(z∗,�).
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Apìdeixh. To l mma akoloujeÐ apeujeÐac apì tic parathr seic ìti h antikeimenik  tim  tou grammi-

koÔ progr�mmatoc (3.6) fr�ssetai apì k�tw apì thn antikeimenik  tim  tou qalarwmènou grammikoÔ

progr�mmatoc (3.5) kai, epÐshc, fr�ssetai ek twn �nw apì to teleutaÐo pollaplasiazìmeno epÐ

2.

L mma 3.3.8. O kanìnac yhfoforÐac Q eÐnai monìtonoc.

Apìdeixh. 'Estw y ∈ A kai jewroÔme èna profÐl �∈ Ln, ètsi ¸ste y ∈ W (�). Ja deÐxoume ìti

y ∈ W (�′) gia k�je profÐl �′ to opoÐo eÐnai mia y-beltÐwsh tou �. Autì saf¸c isqÔei an o y

eÐnai ènac nikht c upoy fioc sÔmfwna me ton R sto �′. E�n autì den sumbaÐnei, gÐnetai di�krish

metaxÔ dÔo peript¸sewn:

PerÐptwsh 1. O y eÐnai o nikht c sÔmfwna me to R sto �. Tìte gia k�je upoy fio z ∈ A \ {y}
èqoume

pe(z, y,�′) ≥ pe(z, y,�) ≥ scR(z,�) ≥ scR(y,�)

≥ scR(y,�′),

epomènwc y ∈W (�′). H pr¸th anisìthta prokÔptei apì to L mma 3.3.6, h deÔterh prokÔptei apì

to L mma 3.3.7, h trÐth eÐnai alhj c efìson o y eÐnai o nikht c sto R sto profÐl �, kai h tètarth

prokÔptei apì thn Parat rhsh 3.3.5.

PerÐptwsh 2. O y den eÐnai nikht c sÔmfwna me to R sto �. Efìson y ∈W (�) prèpei na isqÔei

ìti pe(z, y,�) ≥ scR(y,�) gia k�je upoy fio z ∈ A \ {y}. Epomènwc èqoume ìti

pe(z, y,�′) ≥ pe(z, y,�) ≥ scR(y,�) ≥ scR(y,�′)

gia k�je upoy fio z ∈ A \ {y} kai, ètsi, y ∈W (�′). H pr¸th anisìthta prokÔptei apì to L mma

3.3.6 kai h trÐth prokÔptei apì thn Parat rhsh 3.3.5.

To parak�tw L mma parèqei to epijumhtì fr�gma sto lìgo prosèggishc.

L mma 3.3.9. O Q eÐnai ènac Dodgson proseggistikìc algìrijmoc me lìgo prosèggishc 2Hm−1.

Apìdeixh. 'Eqoume na deÐxoume ìti

scD(y,�) ≤ scQ(y,�) ≤ 2Hm−1 · scD(y,�)

gia k�je upoy fio y ∈ A kai profÐl �∈ Ln. Aut  eÐnai xek�jara h perÐptwsh an o y eÐnai o

nikht c sÔmfwna me ton R   y 6∈W (�) efìson scQ(y,�) = 2 · scR(y,�) (apì ton orismì tou Q)

kai

scD(y,�) ≤ scR(y,�) ≤ Hm−1 · scD(y,�)

efìson o R eÐnai Dodgson proseggistikìc me lìgo Hm−1.
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Ac upojèsoume t¸ra ìti o y den eÐnai nikht c sÔmfwna me ton R, all� an kei stoW (�). 'Estw

ìti o z eÐnai o nikht c, sÔmfwna me to R. Efìson y ∈ W (�), ja prèpei na eÐnai h upìjesh ìti

pe(z, y,�) ≥ scR(y,�). 'Etsi, qrhsimopoi¸ntac epiplèon ton orismì tou Q tou L mmatoc 3.3.7,

kai tou gegonìtoc ìti o R eÐnai mia prosèggish Dodgson, èqoume

scQ(y,�) = 2 · scR(z,�) ≥ pe(z, y,�) ≥ scR(y,�)

≥ scD(y,�).

Epiplèon, qrhsimopoi¸ntac ton orismì tou Q, to gegonìc ìti z eÐnai nikht c sÔmfwna me ton R,

kai ton lìgo prosèggishc tou R, èqoume,

scQ(y,�) = 2 · scR(z,�) ≤ 2 · scR(y,�)

≤ 2Hm−1 · scD(y,�).

SunoyÐzoume thn parap�nw suz thsh me to akìloujo apotèlesma.

Je¸rhma 3.3.10. O Q eÐnai ènac monìtonoc Dodgson proseggistikìc algìrijmoc poluwnumikoÔ

qrìnou me lìgo prosèggishc 2Hm−1.

3.4 Omoiogèneia

Se aut  thn enìthta parousi�zoume ta apotelèsmat� mac se omoiogeneÐc proseggÐseic Dodgson.

'Enac kanìnac yhfoforÐac eÐnai omoiogen c an h antigraf  tou eklogikoÔ s¸matoc, dhlad , h

antigraf  tou profÐl protÐmhshc, den all�zei to apotèlesma twn eklog¸n. 'Ena par�deigma, pou

parousi�sthke apì ton Brandt [20], kai apodeiknÔei ìti o kanìnac Dodgson apotugq�nei sthn

omoiogèneia mporeÐ na brejeÐ ston PÐnaka 3.2. H diaÐsjhsh eÐnai ìti an oi upoy fioi x kai y eÐnai

isìpaloi se mia an� zeÔgoc eklog , to èlleimma tou x ènanti tou y den aux�nei me diplasiasmì

tou profÐl, en¸ an o x austhr� q�nei apì ton y se mia an� zeÔgoc eklog  tìte to èlleimma eÐnai

an�logo tou arijmoÔ twn antigr�fwn.

×2 ×2 ×2 ×2 ×2 ×1 ×1

d b c d a a d
c c a b b d a
a a b c c b b
b d d a d c c

PÐnakac 3.2: 'Ena par�deigma pou apodeiknÔei ìti o kanìnac tou Dodgson den plhroÐ thn omoiogè-
neia. Mia st lh apì ×k antiproswpeÔei k panomoiìtupouc yhfofìrouc. Sto parap�nw profÐl, o
a eÐnai o nikht c Dodgson me bajmì 3. Pollaplasi�zontac to eklogikì s¸ma treic forèc paÐrnoume
èna profÐl sto opoÐo o nikht c eÐnai o d me bajmì 6.
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3.4.1 O aplopoihmènoc kanìnac tou Dodgson

O Tideman [121, selÐdec 199-201] kajorÐzei ton akìloujo aplopoihmèno kanìna Dodgson kai

apodeiknÔei ìti eÐnai monìtonoc kai omoiogen c. JewroÔme èna profÐl �∈ Ln. E�n ènac upoy fioc
eÐnai nikht c Condorcet, tìte autìc o upoy fioc eÐnai o monadikìc nikht c. Se antÐjeth perÐptwsh,

o aplopoihmènoc kanìnac Dodgson orÐzei mia bajmologÐa gia k�je upoy fio kai o upoy fioc me

ton el�qisto bajmì kerdÐzei. SÔmfwna me ton aplopoihmèno kanìna Dodgson, h bajmologÐa enìc

upoyhfÐou x eÐnai

scTd(x,�) =
∑

y∈A\{x}

max {0, n− 2 · |{i ∈ N : x �i y}|}.

ParathroÔme ìti to scTd(x,�) mporeÐ na eÐnai mikrìtero apì to bajmì Dodgson tou x kai, wc

ek toÔtou, o orismìc autìc den antistoiqeÐ se mia prosèggish Dodgson. Gia par�deigma, se

profÐl me zugì arijmì yhfofìrwn, to scTd(x,�) eÐnai 0, ìtan o x eÐnai isìpaloc me k�poiouc

upoy fiouc kai nik� touc upìloipouc. Wc ek toÔtou, parousi�zoume ènan enallaktikì orismì tou

aplopoihmènou kanìna Dodgson wc prosèggish Dodgson me thn klim�kwsh tou arqikoÔ orismoÔ.

An ènac upoy fioc x eÐnai nikht c Condorcet, tìte èqei bajmì scTd′(x,�) = 0. Diaforetik�:

scTd′(x,�) = m · scTd(x,�) +m(logm+ 1).

EÐnai safèc ìti autìc o enallaktikìc orismìc eÐnai isodÔnamoc me to arqikì tou aplopoihmènou

kanìna Dodgson, me thn ènnoia ìti eklègei to Ðdio sÔnolo upoyhfÐwn. EÐnai epÐshc safèc ìti

to scTd(x,�) mporeÐ na upologisteÐ se poluwnumikì qrìno, kai, ìpwc anafèrjhke parap�nw, o

Td eÐnai gnwstì ìti eÐnai monìtonoc kai omoiogen c. Wc ek toÔtou, prokeimènou na apodeiqjeÐ to

akìloujo je¸rhma arkeÐ na apodeÐxoume ìti o Td′ eÐnai mia prosèggish Dodgson kai na fr�xoume

to lìgo prosèggishc tou.

Je¸rhma 3.4.1. O Td′ eÐnai ènac monìtonoc, omoiogen c, Dodgson proseggistikìc algìrijmoc

poluwnumikoÔ qrìnou me lìgo prosèggishc O(m logm).

Apìdeixh. Ja deÐxoume ìti, dedomènou opoioud pote profÐl �∈ LN kai upoyhfÐou x ∈ A, isqÔei
ìti to scD(x,�) ≤ scTd′(x,�) ≤ m(logm + 3) · scD(x,�). Ja exet�soume thn perÐptwsh kat�

thn opoÐa o x den eÐnai nikht c Condorcet diìti �llwc oi anisìthtec saf¸c isqÔoun.

Gia na apodeÐxoume ìti o Td′ eÐnai mia prosèggish Dodgson gÐnetai di�krish metaxÔ dÔo peri-

pt¸sewn.

E�n o arijmìc twn yhfofìrwn eÐnai perittìc, tìte to scTd(x,�) mporeÐ na ekfrasteÐ apì thn

�poyh twn elleimm�twn twn upoyhfÐwn x ènanti twn �llwn upoyhfÐwn wc ex c:
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scTd(x,�) =
∑

y∈A\{x}

max{0, 2 · defc(x, y,�)− 1}.

ParathroÔme ìti k�je ìroc tou parap�nw ajroÐsmatoc eÐnai mh mhdenikìc mìno ìtan

defc(x, y,�) > 0. Efìson 2 · defc(x, y,�) − 1 ≥ defc(x, y,�) se aut  thn perÐptwsh, èqoume

ìti

scTd′(x,�) = m · scTd(x,�) +m(logm+ 1)

> m · scTd(x,�)

≥ m
∑

y∈A\{x}

defc(x, y,�)

≥ scD(x,�).

E�n o arijmìc twn yhfofìrwn eÐnai �rtioc, tìte to scTd(x,�) mporeÐ na ekfrasteÐ apì thn

�poyh twn elleimm�twn tou upoyhfÐwn x ènanti twn �llwn upoyhfÐwn wc ex c:

scTd(x,�) =
∑

y∈A\{x}

max{0, 2 · defc(x, y,�)− 2}. (3.7)

'Estw

Sx = {y ∈ A \ {x} : defc(x, y,�) ≥ 2}

kai

Tx = {y ∈ A \ {x} : defc(x, y,�) = 1}.

Ja apodeÐxoume t¸ra ìti arkeÐ na wj soume ton x sthn pr¸th jèsh twn protim sewn to polÔ

logm + 1 yhfofìrwn, prokeimènou na kalÔyei ta elleÐmmata en�ntia twn upoyhfÐwn sto Tx.

Dedomènou ìti o arijmìc twn yhfofìrwn n eÐnai �rtioc, to gegonìc ìti defc(x, y,�) = 1 shmaÐnei

ìti akrib¸c n/2 yhfofìroi katat�ssoun ton x p�nw apì ton y. Gia k�je i ∈ N , èstw Ai =

{y ∈ Tx : y �i x}. Apì thn arq  tou peristeri¸na up�rqei ènac yhfofìroc i1 tètoioc ¸ste

|Ai1 | ≥ |Tx|/2, prosjètoume i1 sthn epik�luyh mac, kai dhl¸noume X1 = Tx \Ai1 . Sth sunèqeia,

prèpei na up�rqei ènac yhfofìroc i2 tètoioc ¸ste |Ai2 ∩ X1| ≥ |X1|
2 . Prosjètoume ton i2 sthn

epik�luy  mac, kai orÐzoume to X2 = X1\Ai2 . SuneqÐzontac epagwgik� me ton trìpo autì, èqoume
kalÔyei ìlouc touc upoy fiouc sto Tx met� apì log |Tx|+ 1 ≤ logm+ 1 b mata.

Epiplèon, prokeimènou na k�noume ton x na nik sei touc upoy fiouc sto Sx arkeÐ na ton

wj soume sthn koruf  twn protim sewn to polÔ
∑

y∈Sx
defc(x, y,�) yhfofìrwn. Wc ek toÔtou,

o bajmìc Dodgson tou x eÐnai

scD(x,�) ≤ m
∑
y∈Sx

defc(x, y,�) +m(logm+ 1).
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0 1 2 ... 2r−1 2r−1 + 1 ... 2r − 1

b b a ... a X2r−1+1 ... X2r−1

a a X2 ... X2r−1 Z ... Z
Y X1 Y ... Y b ... b
Z Z b ... b Y ... Y
X Y Z ... Z X \X2r−1+1 ... X \X2r−1

X \X1 X \X2 ... X \X2r−1 a ... a

PÐnakac 3.3: To profÐl protÐmhshc � pou qrhsimopoieÐtai sthn apìdeixh tou Jewr matoc 3.4.2.

ParathroÔme ìti k�je ìroc tou ajroÐsmatoc sto antÐstoiqo orismì tou scTd(x,�) sthn i-

sìthta (3.7) eÐnai mh mhdenikìc mìno ìtan defc(x, y,�) ≥ 2 (dhlad , ìtan y ∈ Sx). Efìson

2 · defc(x, y,�)− 2 ≥ defc(x, y,�) se aut  thn perÐptwsh, èqoume ìti

scTd′(x,�) = m · scTd(x,�) +m(logm+ 1)

≥ m
∑
y∈Sx

defc(x, y,�) +m(logm+ 1)

≥ scD(x,�).

'Eqoume oloklhr¸sei thn apìdeixh ìti o Td′ eÐnai mia prosèggish Dodgson. Gia na apodeÐxoume

to fr�gma gia to lìgo prosèggishc, kai stic dÔo peript¸seic èqoume

scTd′(x,�) = m · scTd(x,�) +m(logm+ 1)

≤ 2m
∑

y∈A\{x}

defc(x, y,�) +m(logm+ 1)

≤ m(logm+ 3) · scD(x,�).

H teleutaÐa anisìthta isqÔei efìson to scD(x,�) fr�ssetai apì k�tw kai apì to∑
y∈A\{x} defc(x, y,�) ìso kai apì to 1.

3.4.2 K�tw fr�gma

AkoloÔjwc deÐqnoume ìti o Td′ eÐnai h asumptwtik� bèltisth omoiogen c prosèggish Dodgson

apodeiknÔontac èna antÐstoiqo k�tw fr�gma gia to lìgo prosèggishc twn omoiogen¸n proseggÐ-

sewn Dodgson. To k�tw ìrio den basÐzetai se opoiesd pote upojèseic poluplokìthtac kai isqÔei

epÐshc gia ekjetikoÔ qrìnou proseggÐseic Dodgson. Autì eÐnai entupwsiakì, dedomènou ìti, ìpwc

anafèretai sto Je¸rhma 3.4.1, o Td′ eÐnai epÐshc monìtonoc kai poluwnumikoÔ qrìnou.

Je¸rhma 3.4.2. Opoiosd pote omoiogen c Dodgson proseggistikìc algìrijmoc èqei lìgo pro-

sèggishc toul�qiston Ω(m logm).

84



H apìdeixh aut  basÐzetai sthn kataskeu  enìc profÐl protÐmhshc me ènan upoy fio b ∈ A
pou nik� orismènouc apì touc upoy fiouc se an� zeÔgh eklogèc, kai eÐnai isìpaloc ènanti poll¸n

�llwn. Wc ek toÔtou, èqei meg�lo bajmì Dodgson. Apì thn �llh pleur�, up�rqei ènac deÔteroc

upoy fioc pou èqei bajmì kat� Dodgson dÔo, apl� epeid  èqei èlleimma dÔo enantÐon k�poiou

�llou upoyhfÐou. Gia na apokt soume èna kalì lìgo prosèggishc, o algìrijmoc den prèpei na

epilèxei ton b se autì to profÐl. Wstìso, ìtan to profÐl antigr�fetai, o bajmìc Dodgson tou

b den aux�netai: eÐnai akìma isìpaloc enantÐon twn Ðdiwn upoyhfÐwn. Se antÐjesh, o bajmìc

kat� Dodgson twn �llwn upoyhfÐwn klimak¸netai me ton arijmì twn antigr�fwn. B�sei thc

omoiogèneiac, den mporoÔme na epilèxoume ton b sto antigrafìmeno profÐl, to opoÐo mac odhgeÐ

sto k�tw fr�gma.

MporoÔme na skeftoÔme ènan yhfofìro wc to uposÔnolo twn upoyhfÐwn pou katat�ssontai

p�nw apì ton b. An o b eÐnai isìpaloc me k�poion upoy fio, tìte o upoy fioc eÐnai mèloc akrib¸c

sta mis� uposÔnola. To epiqeÐrhma pou qrhsimopoieÐtai sthn apìdeixh tou Jewr matoc 3.4.1 sh-

maÐnei ìti up�rqei p�nta mia epik�luyh logarijmikoÔ megèjouc. H apìdeixh tou Jewr matoc 3.4.1

deÐqnei ìti to fr�gma autì eÐnai bèltisto. Pr�gmati, h sunduastik  b�sh thc apìdeixhc tou jewr -

matoc eÐnai h kataskeu  enìc stigmiìtupou epik�luyhc sunìlwn me tic akìloujec idiìthtec: k�je

stoiqeÐo tou sunìlou ed�fouc emfanÐzetai se perÐpou mis� uposÔnola, all� k�je epik�luyh apaiteÐ

èna logarijmikì arijmì uposunìlwn (Prìtash 3.4.3). H kataskeu  basÐzetai se èna k�tw ìrio

gia th qeirìterh perÐptwsh tou diast matoc akeraiìthtac enìc fusikoÔ qalarwmènou grammikoÔ

progr�mmatoc gia to prìblhma epik�luyhc sunìlwn. (p.q., [122, selÐdec 111-112]).

Apìdeixh. (tou Jewr matoc 3.4.2) Dedomènou enìc akeraÐou r ≥ 3, kataskeu�zoume to profÐl

protÐmhshc � me n = 2r yhfofìrouc kai m = 2r+1 + 1 upoyhfÐouc. Up�rqei èna sÔnolo X =

{x1, x2, . . . , x2r−1} me 2r − 1 upoy fiouc, dÔo sÔnola Y kai Z me 2r−1 upoy fiouc to kajèna,

kaj¸c kai dÔo epiplèon upoy fiouc a kai b.

Gia i = 1, ..., 2r−1, sumbolÐzoume meXi to sÔnolo twn upoyhfÐwn xj tètoioi ¸ste to eswterikì

ginìmeno twn duadik¸n dianusm�twn pou antistoiqeÐ stic duadikèc anaparast�seic twn i kai j na

isoÔtai me 1 upìloipo 2. Dhl¸noume wc X th sullog  ìlwn twn sunìlwn Xi gia i = 1, ..., 2r − 1.

Prìtash 3.4.3. Ta sÔnola tou X èqoun tic akìloujec idiìthtec:

1. K�je upoy fioc x ∈ X an kei se 2r−1 diaforetik� sÔnola tou X .

2. K�je sÔnolo tou X perièqei akrib¸c 2r−1 upoyhfÐouc.

3. Up�rqoun r diaforetik� sÔnola sto X twn opoÐwn h ènwsh perièqei ìlouc touc upoyhfÐouc

sto X.

4. Gia k�je uposullog  apì to polÔ r − 1 sÔnola sto X , up�rqei ènac upoy fioc tou X pou

den an kei sthn ènws  touc.
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Apìdeixh. Oi idiìthtec 1 kai 2 prokÔptoun eÔkola apì ton orismì twn sunìlwn sta X .
Prokeimènou na kajoristeÐ h idiìthta 3, arkeÐ na exet�soume ta r sÔnolaX2i gia i = 0, ..., r−1,

dhlad , aut� twn opoÐwn h duadik  anapar�stash èqei mìno èna 1 sthn (i+1)-ost  jèsh duadikoÔ

yhfÐou.

'Oson afor� thn idiìthta 4, jewroÔme èna duadikì r-di�nusma z = 〈z1, z2, ..., zr〉 ∈ {0, 1}r.
T¸ra, jewroÔme to sÔnolo Xk kai èstw 〈b1(k), b2(k), ..., br(k)〉 eÐnai to r-di�nusma pou antistoiqeÐ
sto duadik  anapar�stash tou k. IsqÔei ìti h exÐswsh

∑r
j=1 bj(k) · zj = 0 mod 2 eÐnai alhj c an

kai mìno an o upoy fioc, tou opoÐou to z eÐnai h duadik  anapar�stash tou deÐkth tou den perièqetai

sto sÔnolo Xk. Efìson k�je omoiogenèc sÔsthma me ligìtero apì r grammikèc exis¸seic upìloipo

2 me r agn¸stouc èqei mia mh tetrimmènh (dhlad , mh mhdenik ) lÔsh, prokÔptei ìti gia k�je

uposullog  me ligìtero apì r sÔnola sto X , up�rqei ènac upoy fioc sto X pou den perièqetai

sthn ènws  touc.

Kataskeu�zoume to profÐl protim sewn � wc ex c (PÐnakac 3.3):

• O yhfofìroc 0 katat�ssei ton b pr¸to, met� ton a, met� touc upoyhfÐouc tou Y (se

aujaÐreth seir�), met� touc upoyhfÐouc tou Z (epÐshc se aujaÐreth seir�), kai sth sunèqeia

touc upoyhfÐouc tou X (se aujaÐreth seir�).

• O yhfofìroc 1 katat�ssei ton b pr¸to, met� ton a, met� touc upoyhfÐouc tou X1 (se

aujaÐreth seir�), met� touc upoyhfÐouc tou Z, met� touc upoyhfÐouc tou Y , kai sth sunèqeia

touc upoyhfÐouc tou X \X1 (se aujaÐreth seir�).

• Gia i = 2, ..., 2r−1, o yhfofìroc i katat�ssei ton a pr¸to, met� touc upoyhfÐouc tou Xi

(se aujaÐreth seir�), met� touc upoyhfÐouc tou Y , met� ton b, met� touc upoyhfÐouc tou Z,

kai sth sunèqeia touc upoyhfÐouc tou X \Xi (se aujaÐreth seir�).

• Gia i = 2r−1 +1, ..., 2r−1, o yhfofìroc i katat�ssei touc upoyhfÐouc tou Xi (se aujaÐreth

seir�) pr¸touc, met� touc upoyhfÐouc tou Z, met� ton b, met� touc upoyhfÐouc tou Y , kai

sth sunèqeia touc upoyhfÐouc tou X \Xi (se aujaÐreth seir�), kai tèloc ton a.

Oi epìmenec tèsseric prot�seic dhl¸noun shmantikèc idiìthtec tou profÐl �.

Prìtash 3.4.4. O bajmìc Dodgson tou a eÐnai to polÔ 2.

Apìdeixh. Met� thn enallag  tou a kai tou b sthn kat�taxh twn yhfofìrwn 0 kai 1 o upoy fioc

a katèqei thn pr¸th jèsh sthn pleioyhfÐa twn yhfofìrwn, kai wc ek toÔtou, kajÐstatai saf¸c

o nikht c Condorcet.

Prìtash 3.4.5. O upoy fioc b èqei èlleimma to polÔ 1 ènanti se opoiond pote �llo upoy fio.
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Apìdeixh. Apì thn idiìthta 1 thc Prìtashc 3.4.3 kai thn kataskeu  tou profÐl, èqoume ìti o b

katat�ssetai k�tw apì opoiond pote upoy fio xi tou X \ X1 apì 2r−1 yhfofìrouc, dhlad , o

b eÐnai isìpaloc me autoÔc touc upoy fiouc se an� zeÔgh eklogèc. Epomènwc, defc(b, xi,�) = 1.

Epiplèon, o b katat�ssetai p�nw apì opoiond pote upoy fio sto X1 ∪ Y ∪Z ∪ {a} apì 2r−1 + 1

yhfofìrouc, dhlad , defc(b, x,�) = 0 gia k�je upoy fio x ∈ X1 ∪ Y ∪ Z ∪ {a}.

Prìtash 3.4.6. r2r−2 ≤ scD(b,�) ≤ (r − 1)2r.

Apìdeixh. Apì thn idiìthta 4 thc Prìtashc 3.4.3, o upoy fioc b prèpei na metakinhjeÐ proc ta

p�nw stic katat�xeic toul�qiston r − 1 an�mesa stouc yhfofìrouc 2, ..., 2r − 1 ètsi ¸ste na

exaleÐyei to èlleimm� tou ènanti twn 2r−1 − 1 upoyhfÐwn tou X \X1. Autì apaiteÐ toul�qiston

(r− 1)2r−1 enallagèc, prokeimènou na p�ei pio p�nw apì touc upoy fiouc tou Y (sthn perÐptwsh

twn yhfofìrwn 2, . . . , 2r−1)   tou Z (sthn perÐptwsh twn yhfofìrwn 2r−1 + 1, . . . , 2r − 1) stic

katat�xeic twn r − 1 yhfofìrwn, sun toul�qiston 2r−1 − 1 epiplèon enallagèc prokeimènou na

nik sei k�je upoy fio sto X \X1. Sunolik� èqoume r2r−1 − 1 ≥ r2r−2 enallagèc.

To �nw ìrio prokÔptei apì tic idiìthtec 2 kai 3 thc Prìtashc 3.4.3, dedomènou ìti o b gÐnetai

nikht c Condorcet metakin¸ntac ton p�nw apì touc upoy fiouc tou X sthn kat�taxh to polÔ r−1

epiplèon yhfofìrwn, kai qrhsimopoi¸ntac to polÔ |Xi| + |Y | = 2r   |Xi| + |Z| = 2r enallagèc

an� yhfofìro.

Prìtash 3.4.7. Opoiosd pote upoy fioc ektìc tou b èqei èlleimma toul�qiston 2 ènanti k�poiou

�llou upoyhfÐou.

Apìdeixh. O upoy fioc a katat�ssetai yhlìtera apì ton b apì 2r−1−1 yhfofìrouc. 'Etsi, isqÔei

ìti defc(a, b,�) = 2. Epiplèon, o upoy fioc a katat�ssetai uyhlìtera apì touc upoy fiouc tou

X, Y kai Z apì 2r−1+1 yhfofìrouc. 'Etsi, defc(x, a,�) = 2 gia k�je upoy fio x ∈ X∪Y ∪Z.

T¸ra, jewroÔme mia omoiogen  prosèggish Dodgson H. An epilègei ton b, wc nikht  tou

profÐl � tìte, qrhsimopoi¸ntac tic prot�seic 3.4.4 kai 3.4.6, kai efìson o H eÐnai mia prosèggish

Dodgson, èqoume ìti

scH(a,�) ≥ scH(b,�) ≥ scD(b,�) ≥ r2r−2 ≥ r2r−3scD(a,�).

Wc ek toÔtou, o H èqei lìgo prosèggishc toul�qiston

r2r−3 =
m− 1

16
· log

m− 1

2
= Ω(m logm) .

Ac upojèsoume ìti diaforetik� o nikht c sÔmfwna me ton H eÐnai k�poioc upoy fioc x ∈
A\{b}. JewroÔme to profÐl protim sewn �′ pou lamb�netai fti�qnontac r(r−1)22r−3 antÐgrafa

tou profÐl �. Apì thn Prìtash 3.4.5, èqoume ìti o b èqei èlleimma epÐshc to polÔ 1 en�ntia se

k�je �llo upoy fio sto nèo profÐl. O bajmìc Dodgson autoÔ sto nèo profÐl eÐnai sto eÔroc
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pou orÐzetai sthn Prìtash 3.4.6, dhlad , scD(b,�′) ≤ (r− 1)2r. Apì ton orismì tou elleÐmmatoc

kai thn Prìtash 3.4.7, èqoume ìti o upoy fioc x èqei èlleimma toul�qiston r(r− 1)22r−3 en�ntia

se k�poion �llo upoy fio kai, kat� sunèpeia, o bajmìc Dodgson autoÔ sto nèo profÐl eÐnai

scH(x,�′) ≥ r(r − 1)22r−3.

Apì thn idiìthta thc monotonÐac, o x prèpei na eÐnai o nikht c sÔmfwna me ton H sto profÐl

�′. Tìte,

scH(b,�′) ≥ scH(x,�′) ≥ scD(x,�′)

≥ r(r − 1)22r−3 ≥ r2r−3scD(b,�′).

Wc ek toÔtou, o H èqei lìgo prosèggishc r2r−3 = Ω(m logm) kai se aut n thn perÐptwsh

epÐshc.

3.5 Epiplèon idiìthtec

Se aut  thn enìthta parousi�zoume ta apotelèsmat� mac se sqèsh me pollèc prìsjetec i-

diìthtec koinwnik c epilog c pou den ikanopoioÔntai apì ton kanìna tou Dodgson. Se genikèc

grammèc, ta k�tw ìria mac se sqèsh me autèc tic idiìthtec eÐnai toul�qiston grammik� sto n, pou

eÐnai o arijmìc twn yhfofìrwn. Efìson to n eÐnai sqedìn p�nta meg�lo, ta apotelèsmata aut� ja

prèpei austhr� na ermhneujoÔn wc apotèlesma adunamÐac, dhlad , sun jwc èna �nw fr�gma tou

O(n) den eÐnai qr simo. T¸ra (anepÐshma) diatup¸noume tic pènte idiìthtec pou ja asqolhjoÔme.

Gia pio epÐshmouc orismoÔc o anagn¸sthc parapèmpetai sthn ergasÐa tou Tideman [121].

Lème ìti ènac kanìnac yhfoforÐac ikanopoieÐ thn sunduastikìthta an, dedomènwn dÔo profÐl

protÐmhshc ìpou o kanìnac eklègei to Ðdio sÔnolo nikht¸n, tìte o kanìnac ja eklègei epÐshc

to Ðdio nikht rio sÔnolo sto profÐl pou lamb�netai prosart¸ntac èna apì ta arqik� profÐl sto

�llo. Shmei¸noume ìti h sunduastikìthta sunep�getai thn omoiogèneia.

'Ena kurÐarqo sÔnolo eÐnai èna mh kenì sÔnolo upoyhfÐwn ètsi ¸ste k�je upoy fioc sto

sÔnolo nik� k�je upoy fio èxw apì to sÔnolo se an� zeÔgh eklogèc. To sÔnolo Smith eÐnai to

monadikì el�qisthc èntaxhc kurÐarqo sÔnolo. 'Enac kanìnac yhfoforÐac ikanopoieÐ thn sunèpeia

kat� Smith an eÐnai oi nikhtèc sÔmfwna me ton kanìna p�nta perièqontai sto sÔnolo Smith.

Lème ìti ènac kanìnac yhfoforÐac ikanopoieÐ thn sunèpeia amoibaÐac pleioyhfÐac an, dedomènou

enìc profÐl protÐmhshc ìpou perissìteroi apì touc misoÔc yhfofìrouc katat�ssoun èna uposÔ-

nolo twn upoyhfÐwn X ⊆ A p�nw apì to A \X, mìno upoy fioi apì to X mporoÔn na eklegoÔn.

'Enac kanìnac yhfoforÐac ikanopoieÐ thn sunèpeia amet�blhthc ap¸leiac (  sunèpeiac tou qamènou

kat� Condorcet), e�n ènac upoy fioc pou q�nei apì k�je �llo upoy fio se an� zeÔgh eklogèc,

den mporeÐ na eklegeÐ.

H anexarthsÐa twn kl¸nwn eis qjh apì ton Tideman [120], kai epÐshc melet�tai sthn ergasÐa

tou Schulze [114]. Gia eukolÐa qrhsimopoioÔme èna elafr¸c asjenèstero orismì pou eis qjh apì
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ton Brandt [20] kai afoÔ apodeiknÔoume k�tw ìrio, ènac asjenèsteroc orismìc enisqÔei to fr�gma

mac. Lamb�nontac upìyh èna profÐl protÐmhshc, dÔo upoy fioi x, y ∈ A jewroÔntai kl¸noi an

eÐnai geitonikoÐ sthn kat�taxh ìlwn twn yhfofìrwn, dhlad , h seir� touc se sqèsh me k�je

upoy fio sto A \ {x, y} eÐnai h Ðdia pantoÔ. 'Enac kanìnac yhfoforÐac eÐnai anex�rthtoc apì

kl¸nouc an ènac upoy fioc pou q�nei den mporeÐ na gÐnei nikht c me thn eisagwg  kl¸nwn.

'Eqoume to akìloujo je¸rhma.

Je¸rhma 3.5.1. 'Estw V ènac Dodgson proseggistikìc algìrijmoc. E�n o V ikanopoieÐ th sun-

duastikìthta   th sunèpeia kat� Smith, tìte o lìgoc prosèggishc tou eÐnai toul�qiston Ω(nm).

An o V ikanopoieÐ th sunèpeia amoibaÐac pleioyhfÐac, th sunèpeia amet�blhthc ap¸leiac,   thn

anexarthsÐa twn kl¸nwn, tìte o lìgoc prosèggis c tou eÐnai toul�qiston Ω(n).

K�je mÐa apì tic akìloujec upoenìthtec asqoleÐtai me mia idiìthta (  dÔo). O kÔrioc skopìc

mac eÐnai na apodeÐxoume to Je¸rhma 3.5.1, all� se orismènec peript¸seic periplèkoume sqetik�

ìso afor� (apl�) �nw fr�gmata.

3.5.1 Sunduastikìthta

'Ena �nw ìrio O(nm) pou ikanopoieÐ th sunduastikìthta mporeÐ na epiteuqjeÐ me thn epilog 

enìc nikht  Condorcet an up�rqei, kai eid�llwc an epilèxoume k�poion stajerì upoy fio (jètontac

ton bajmì tou Ðso me nm− 1 kai jètontac touc bajmoÔc ìlwn twn �llwn upoyhfÐwn Ðsa me nm).

Je¸rhma 3.5.2. 'Estw V ènac Dodgson proseggistikìc algìrijmoc. An o V ikanopoieÐ thn

idiìthta thc sunduastikìthtac, tìte o lìgoc prosèggishc tou eÐnai toul�qiston Ω(nm).

Apìdeixh. 'Estw k, λ eÐnai jetikoÐ akèraioi tètoioi ¸ste o k eÐnai �rtioc kai diaireÐ to 4λ− 2. Ac

exet�soume to akìloujo profÐl protÐmhshc� me n = 4λ−2 yhfofìrouc kaim = k+2 upoy fiouc.

Up�rqei èna sÔnolo Ψ me k upoy fiouc ψ0, ..., ψk−1, kaj¸c kai dÔo epiplèon upoy fiouc a kai b.

Gia i = 0, ..., k− 1, sumbolÐzoume me Ψi to diatetagmèno sÔnolo pou perièqei touc upoy fiouc sto

Ψ diatetagmènouc wc ψi, ψi+1 mod k, ..., ψi+k−1 mod k.

To profÐl protÐmhshc � eÐnai to ex c (PÐnaka 3.4):

• Gia i = 0, ..., λ − 3, o yhfofìroc i katat�ssei ton a pr¸to, met� touc upoyhfÐouc tou

Ψi mod k, kai met� ton b.

• Gia i = λ− 2, ..., 2λ− 3, o yhfofìroc i katat�ssei ton b pr¸to, met� ton a, kai met� touc

upoyhfÐouc tou Ψi mod k.

• Gia i = 2λ− 2, ..., 3λ− 3, o yhfofìroc i katat�ssei touc upoyhfÐouc tou Ψi mod k pr¸touc,

met� ton b, kai met� ton a.
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0 ... λ− 3 λ− 2 ... 2λ− 3 2λ− 2 ... 3λ− 3 3λ− 2 ... 4λ− 3

a ... a b ... b Ψ2λ−2 ... Ψ3λ−3 a ... a
Ψ0 ... Ψλ−3 a ... a b ... b Ψ3λ−2 ... Ψ4λ−3

b ... b Ψλ−2 ... Ψ2λ−3 a ... a b ... b

0 1 2 ... λ− 1 λ ... 2λ− 2

a a a ... a b ... b
b b b ... b Ψλ ... Ψ2λ−2

Ψ0 Ψ1 Ψ2 ... Ψλ−1 a ... a

PÐnakac 3.4: Ta profÐl protÐmhshc � kai �′ pou qrhsimopoioÔntai sthn apìdeixh tou Jewr matoc
3.5.2. Oi deÐktec twn sunìlwn Ψi eÐnai upìloipo k.

• Gia i = 3λ− 2, ..., 4λ− 3, o yhfofìroc i katat�ssei ton a pr¸to, met� touc upoyhfÐouc tou

Ψi mod k, kai met� ton b.

'Eqoume ta ex c elleÐmmata se sqèsh me to �: defc(a, b,�) = 2, defc(b, ψi,�) = λ gia k�je

ψi ∈ Ψ, kai defc(ψi, a,�) = λ gia k�je ψi ∈ Ψ. O upoy fioc a èqei bajmì Dodgson 2 dedomènou

ìti arkeÐ na ton wj soume proc ta p�nw mia jèsh sthn kat�taxh dÔo yhfofìrwn, prokeimènou na

nik sei ton b dÔo forèc perissìtero. O upoy fioc b prèpei na nik sei ìlouc touc k upoy fiouc sto

Ψ, λ epiplèon forèc, kai wc ek toÔtou èqei bajmì Dodgson toul�qiston kλ. K�je upoy fioc ψi tou

Ψ prèpei na kerdÐsei ton a λ forèc. Apì ton orismì twn sunìlwn Ψi, o upoy fioc ψi katat�ssetai

yhlìtera apì ton upoy fio ψi+j mod k se (k − j)4λ−2
k yhfofìrouc, gia j = 1, 2, ..., k − 1, en¸ ja

prèpei na nik sei ton ψi+j mod k 2λ forèc sunolik�, prokeimènou na ton nik sei stic an� zeÔgh

eklogèc touc. Wc ek toÔtou, gia j = k/2, ..., k − 1, èqoume

defc(ψi, ψi+j mod k,�) = 2λ− (k − j)4λ− 2

k

= j
4λ− 2

k
− 2λ+ 2

kai o bajmìc Dodgson tou ψi eÐnai

scD(ψi,�) ≥ defc(ψi, a,�) +

k−1∑
j=k/2

defc(ψi, ψi+j mod k,�)

= λ+
k−1∑
j=k/2

(
j

4λ− 2

k
− 2λ+ 2

)

= λ+
4λ− 2

k

k−1∑
j=k/2

j − k(λ− 1)

=
kλ

2
+
k

4
+

1

2
>
kλ

2
.
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T¸ra jewroÔme to ex c profÐl protim sewn �′ me n′ = 2λ− 1 yhfofìrouc kai touc Ðdiouc m

upoy fiouc (PÐnakac 3.4).

• Gia i = 0, ..., λ − 1, o yhfofìroc i katat�ssei ton a pr¸to, met� ton b, kai met� touc

upoyhfÐouc tou Ψi mod k.

• Gia i = λ, ..., 2λ − 2, o yhfofìroc i katat�ssei ton b pr¸to, met� touc upoyhfÐouc tou

Ψi mod k, kai met� ton a.

Se autì to profÐl protÐmhshc, èqoume ìti o upoy fioc a eÐnai o nikht c Condorcet. An

sundu�soume ta dÔo profÐl protÐmhshc èqoume èna nèo �′′ ston opoÐo o upoy fioc b eÐnai o nikht c
Condorcet. MporoÔme na upojèsoume ìti o V eÐnai sunep c kat� Condorcet, diìti diaforetik� ja

eÐqe �peiro lìgo prosèggishc. Wc ek toÔtou, o a prèpei na eÐnai o nikht c sÔmfwna me ton V sto �′

kai o b o nikht c sÔmfwna me ton V sto �′′. Efìson o V èqei thn idiìthta thc sunduastikìthtac,

o a den eÐnai o nikht c sÔmfwna me ton V sto �, dhlad , h bajmologÐa tou scV (a,�)   den eÐnai

mikrìterh apì scV (b,�) eÐte den eÐnai mikrìterh apì scV (ψi,�) gia k�poion upoy fio ψi ∈ Ψ.

H el�qisth bajmologÐa Dodgson metaxÔ aut¸n twn upoyhfÐwn eÐnai toul�qiston kλ/2, en¸ o a

èqei bajmì Dodgson 2. Qrhsimopoi¸ntac to parap�nw, to gegonìc ìti o V eÐnai mia prosèggish

Dodgson, kai ton orismì twn n kai m, paÐrnoume ìti

scV (a,�) ≥ min
y∈Ψ∪{b}

scV (y,�) ≥ min
y∈Ψ∪{b}

scD(y,�) ≥ kλ

2

=
kλ

4
scD(a,�) =

(n+ 2)(m− 2)

16
· scD(a,�),

dhlad , o V èqei lìgo prosèggishc Ω(nm).

3.5.2 Sunèpeia kat� Smith

Den eÐnai dÔskolo na kajoristeÐ ènac mh tetrimmènoc O(nm)-proseggistikìc algìrijmoc gia

to bajmì Dodgson pou ikanopoieÐ th sunèpeia kat� Smith. O algìrijmoc epilègei, an up�rqei,

ènan nikht  Condorcet,. Diaforetik�, gia k�je upoy fio sto sÔnolo Smith, jètoume ton bajmì

tou Ðso me to nm − 1, kai jètoume ton bajmì opoioud pote �llou upoyhfÐou Ðso me to nm.

Shmei¸noume ìti to sÔnolo Smith mporeÐ na upologisteÐ se poluwnumikì qrìno [21]. H akìloujh

d lwsh deÐqnei ìti den eÐnai dunat  k�poia asumptwtik  beltÐwsh.

Je¸rhma 3.5.3. 'Estw V Dodgson ènac proseggistikìc algìrijmoc. An o V ikanopoieÐ thn

idiìthta thc sunèpeiac kat� Smith, tìte èqei lìgo prosèggishc toul�qiston Ω(nm).

Apìdeixh. 'Estw k, t ≥ 1 akèraioi. Kataskeu�zoume èna profÐl protÐmhshc � me treic upoy fiouc

a, b, kai c pou an koun sto sÔnolo Smith, ènan upoy fio d, kai èna sÔnolo apì upoy fiouc
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X = {x1, ..., x3t} pou den an koun sto sÔnolo Smith, me tètoio trìpo ¸ste o bajmìc Dodgson

tou d eÐnai to polÔ 3 kai o bajmìc Dodgson twn a, b, kai c eÐnai toul�qiston Ω(nm).

Ta sÔnolo X eÐnai qwrismèno se trÐa sÔnola X1 = {x1, ..., xt}, X2 = {xt+1, ..., x2t}, kai
X3 = {x2t+1, ..., x3t}. 'Eqoume n = 6k + 1 yhfofìrouc, m = 3t + 4 upoy fiouc, kai to profÐl

protÐmhshc � tou pÐnaka 3.5. Shmei¸noume ìti h seir� twn upoyhfÐwn sta sÔnola X1, X2, kai X3

eÐnai aujaÐreth.

×k ×k ×k ×k ×k ×k ×1

d a d b d c a
a X1 b X3 c X3 b
X1 b X1 c X3 a c
b X2 c X2 a X2 d
X2 c X2 a X2 b X1

c X3 a X1 b X1 X2

X3 d X3 d X1 d X3

PÐnakac 3.5: To profÐl protÐmhshc � pou qrhsimopoieÐtai sthn apìdeixh tou Jewr matoc 3.5.3.

O upoy fioc a nik� ìlouc touc upoyhfÐouc ektìc apì ton c se an� zeÔgoc eklog  kai, epiplèon,

defc(a, c,�) = k. O upoy fioc b nik� ìlouc touc upoyhfÐouc ektìc apì ton a se an� zeÔgoc eklog 

kai, epiplèon, defc(b, a,�) = k + 1. O upoy fioc c nik� ìlouc touc upoyhfÐouc ektìc apì ton b

se an� zeÔgoc eklog  kai, epiplèon, defc(c, b,�) = k+ 1. EÐnai fanerì ìti to sÔnolo Smith eÐnai

{a, b, c}.

O upoy fioc d nik� ìlouc touc upoy fiouc sto X kai èqei defc(d, a,�) = defc(d, b,�) =

defc(d, c,�) = 1. Saf¸c, o bajmìc Dodgson tou d eÐnai (to polÔ) 3, dedomènou ìti mporeÐ na

gÐnei nikht c Condorcet metakin¸ntac ton treic jèseic proc ta p�nw sthn kat�taxh tou teleutaÐou

par�gonta.

T¸ra, parathroÔme ìti, prokeimènou na nik sei ton c sthn protÐmhsh opoioud pote par�gonta,

ìpou katat�ssetai qamhlìtera, o a prèpei na metakinhjeÐ toul�qiston t+ 1 jèseic proc ta p�nw.

Autì shmaÐnei ìti o bajmìc Dodgson autoÔ eÐnai toul�qiston k(t + 1). OmoÐwc, o b (antÐstoiqa,

c) mporeÐ na nik sei ton a (antÐstoiqa, b) sthn kat�taxh tou teleutaÐou par�gonta me thn �nodo

proc ta p�nw miac jèshc, all� qrei�zetai toul�qiston t+ 1 wj seic sthn protÐmhsh opoioud pote

�llou par�gonta ìpou katat�ssetai k�tw apì ton a (antÐstoiqa, b). 'Etsi, èqoume ìti o bajmìc

Dodgson tou a eÐnai toul�qiston k(t + 1) kai o bajmìc Dodgson twn b kai c eÐnai toul�qiston

1 + k(t+ 1).

Efìson o V èqei thn idiìthta thc sunèpeiac kat� Smith, k�poioc upoy fioc metaxÔ a, b, kai c

prèpei na eÐnai o nikht c. Qrhsimopoi¸ntac ta ìria gia to bajmì Dodgson kai ton orismì twn k

kai t, èqoume ìti

92



scV (d,�) ≥ min{scV (a,�), scV (b,�), scV (c,�)}

≥ min{scD(a,�), scD(b,�), scD(c,�)}

≥ k(t+ 1)

3
scD(d,�)

=
(n− 1)(m− 1)

54
scD(d,�),

dhlad , o V èqei lìgo prosèggishc Ω(nm).

3.5.3 Sunèpeia AmoibaÐac PleioyhfÐac kai Sunèpeia Amet�blhthc A-
p¸leiac

Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti o akìloujoc tetrimmènoc algìrijmoc (uper-poluwnumikoÔ qrì-

nou) ikanopoieÐ th sunèpeia amet�blhthc ap¸leiac kai èqei lìgo prosèggishc O(n) gia to bajmì

Dodgson. Gia k�je upoy fio, jètoume ton bajmì Ðso me to nm an q�nei apì k�je �llo upoy fio

kai Ðso me to bajmì Dodgson autoÔ se k�je �llh perÐptwsh. H akìloujh d lwsh deÐqnei ìti den

eÐnai dunat  kamÐa asumptwtik  beltÐwsh.

Je¸rhma 3.5.4. 'Estw V ènac Dodgson proseggistikìc algìrijmoc. An o V ikanopoieÐ thn

idiìthta thc sunèpeiac amoibaÐac pleioyhfÐac   th sunèpeia amet�blhthc ap¸leiac, tìte èqei lìgo

prosèggishc toul�qiston Ω(n).

Apìdeixh. Ac exet�soume to akìloujo profÐl protÐmhshc � me m ≥ 4 upoy fiouc kai n =

λ(m − 1) yhfofìrouc, ìpou o λ eÐnai perittìc kai o m eÐnai �rtioc (kai �ra o n eÐnai perittìc ).

Up�rqei èna sÔnolo Ψ apì m − 1 upoy fiouc ψ0, ..., ψm−2 kai ènan epiplèon upoy fioc a. Gia

i = 0, ...,m− 2, sumbolÐzoume me Ψi to diatetagmèno sÔnolo pou perièqei touc upoy fiouc sto Ψ

diètetagmènouc wc ψi, ψi+1 mod (m−1), ..., ψi+m−2 mod (m−1).

To profÐl protim sewn eÐnai to ex c (PÐnakac 3.6):

• Gia i = 0, ..., bλ(m−1)
2 c−1, o yhfofìroc i katat�ssei ton a pr¸to, kai met� touc upoyhfÐouc

tou Ψi mod (m−1).

• Gia i = bλ(m−1)
2 c, ..., λ(m − 1) − 1, o yhfofìroc i katat�ssei touc upoyhfÐouc tou

Ψi mod (m−1) pr¸touc, kai met� ton a.

O bajmìc Dodgson tou a eÐnai scD(a,�) ≤ m− 1, dedomènou ìti arkeÐ na metakin soume ton

a proc ta p�nw gia m − 1 jèseic sthn kat�taxh enìc apì touc teleutaÐouc bn/2c yhfofìrouc,
prokeimènou na katasteÐ nikht c kat� Condorcet.

Prìtash 3.5.5. Gia k�je ψi ∈ Ψ, isqÔei ìti scD(ψi,�) > λ(m−1)2

18 .
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0 ... bλ(m−1)
2 c − 1 bλ(m−1)

2 c ... λ(m− 1)− 1

a ... a Ψ0 ... Ψm−2

Ψ0 ... Ψm−2 a ... a

PÐnakac 3.6: To profÐl protÐmhshc � pou qrhsimopoieÐtai sthn apìdeixh tou Jewr matoc 3.5.4.

Apìdeixh. ParathroÔme ìti o ψi katat�ssetai yhlìtera apì ton ψi+j mod (m−1) apì λ(m− 1− j)
yhfofìrouc. Wc ek toÔtou, prokeimènou na kerdÐsei ton ψi+j mod (m−1) stic protim seic twn

dn/2e = λ(m−1)+1
2 yhfofìrwn, o arijmìc twn prìsjetwn yhfofìrwn ston opoÐwn tic protim seic

o ψi prèpei na nik sei ton ψi+j mod (m−1) eÐnai

defc(ψi, ψi+j mod (m−1),�) =
λ(m− 1) + 1

2
− λ(m− 1− j)

> λ

(
j − m

2
+

1

2

)
.

Epomènwc,

scD(ψi,�) ≥
m−2∑
j=m/2

defc(ψi, ψi+j mod (m−1),�)

> λ
m−2∑
j=m/2

(
j − m

2
+

1

2

)

= λ

m/2−1∑
j=1

(
j − 1

2

)

=
λ

2

(m
2
− 1
)2
≥ λ(m− 1)2

18
.

H teleutaÐa anisìthta isqÔei efìson m ≥ 4.

Saf¸c, k�je upoy fioc sto Ψ nik� ton a sthn an� zeÔgoc eklog  touc kai, idÐwc, oi upoy fioi

sto Ψ katat�ssontai uyhlìtera apì ton a apì perissìterouc apì touc misoÔc yhfofìrouc. Efì-

son o V ikanopoieÐ thn idiìthta thc sunèpeiac amoibaÐac pleioyhfÐac   th sunèpeia amet�blhthc a-

p¸leiac, o a den eÐnai o nikht c sÔmfwna me ton V sto �, dhlad , scV (a,�) ≥ minψi∈Ψ scV (ψi,�).

Qrhsimopoi¸ntac ton parap�nw isqurismì, èqoume ìti

scV (a,�) ≥ min
ψi∈Ψ

scV (ψi,�) ≥ min
ψi∈Ψ

scD(ψi,�)

>
λ(m− 1)2

18
≥ λ(m− 1)

18
scD(a,�)

=
n

18
scD(a,�)

pou shmaÐnei ìti o V èqei lìgo prosèggishc Ω(n).
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3.5.4 AnexarthsÐa twn kl¸nwn

Je¸rhma 3.5.6. 'Estw V ènac Dodgson proseggistikìc algìrijmoc. An o V ikanopoieÐ thn

idiìthta thc anexarthsÐac twn kl¸nwn, tìte èqei lìgo prosèggishc toul�qiston Ω(n).

Apìdeixh. JewroÔme to profÐl protim sewn � me dÔo upoy fiouc a kai b kai n yhfofìrouc (to

n eÐnai pollapl�sio tou 4 ). Oi protim seic eÐnai tètoiec ¸ste defc(a, b,�) = 0 (dhlad , o a

eÐnai nikht c Condorcet) kai defc(b, a,�) = 2. T¸ra, jewroÔme mia prosèggish Dodgson V . An

epilègei ton b wc nikht  tìte, profan¸c, èqei lìgo prosèggishc �peiro. 'Etsi, o b ja prèpei na

eÐnai ènac upoy fioc pou q�nei.

Sth sunèqeia, jewroÔme to profÐl �′ pou lamb�netai me klwnopoÐhsh tou upoyhfÐou a tèsseric
forèc, ètsi ¸ste o bajmìc Dodgson twn kl¸nwn a0, a1, a2, kai a3 tou a na eÐnai toul�qiston

n/4. Gia na gÐnei autì, arkeÐ na antikatast soume ton a me thn kat�taxh twn kl¸nwn tou ai �′i
ai+1 mod 4 �′i ai+2 mod 4 �′i ai+3 mod 4 sthn kat�taxh tou yhfofìrou i. O bajmìc Dodgson tou b

eÐnai to polÔ 8, dedomènou ìti mporeÐ na gÐnei nikht c Condorcet metakin¸ntac ton sthn koruf 

thc kat�taxhc dÔo yhfofìrwn. SÔmfwna thn idiìthta thc anexarthsÐac twn kl¸nwn, o b ja prèpei

na eÐnai ènac upoy fioc pou q�nei se autì to nèo profÐl, dhlad , ja prèpei na èqei scV (b,�′) ≥
scV (a′,�′) gia k�poio kl¸no a′ tou a. PaÐrnoume ìti

scV (b,�′) ≥ scV (a′,�′) ≥ scD(a′,�′)

≥ n/4 ≥ n · scD(b,�′)/32,

pou shmaÐnei ìti o V èqei lìgo prosèggishc Ω(n).
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Kef�laio 4

MerikoÐ aploÐ kanìnec yhfoforÐac
bajmolìghshc pou den eÐnai
eu�lwtoi se dwrodokÐa

4.1 Eisagwg 

Sthn istorÐa thc jewrÐac thc koinwnik c epilog c èqoun protajeÐ polloÐ kanìnec yhfoforÐac,

k�je ènac apì touc opoÐouc prospajeÐ na antanakl� thn pio koinwnik� dÐkaih èkbash twn eklog¸n.

Mia eureÐa kathgorÐa kanìnwn yhfoforÐac pou prot�jhkan eÐnai h t�xh twn kanìnwn bajmolì-

ghshc. Se ènan kanìna bajmolìghshc k�je upoy fioc èqei bajmì gia k�je jèsh pou mporeÐ na

p�rei sth seir� kat�taxhc tou k�je yhfofìrou. H sunolik  bajmologÐa k�je upoyhfÐou eÐnai

to �jroisma ìlwn twn bajm¸n pou dÐnei k�je yhfofìroc kai o upoy fioc(oi) me thn uyhlìterh

bajmologÐa kerdÐzei(oun). Oi pio shmantikoÐ kanìnec bajmolìghshc eÐnai oi akìloujoi. Pr¸ton, h

arÐjmhsh Borda, ìpou o pr¸toc upoy fioc sthn kat�taxh enìc yhfofìrou paÐrnei m−1 bajmoÔc,

o deÔteroc upoy fioc paÐrnei m − 2 bajmoÔc kai oÔtw kajex c. EpÐshc, o kanìnac thc ègkrishc

pou eis qjh gia pr¸th for� apì touc Brams kai Fishburn prin apì 35 qrìnia [16] eÐnai ènac apì

touc pio eurèwc qrhsimopoioÔmenouc kanìnec bajmolìghshc. Ston kanìna k-ègkrishc, oi pr¸toi

k upoy fioi se k�je yhfofìro bajmologoÔntai me èna bajmì kai oi upìloipoi me mhdèn bajmoÔc.

Se autìn ton kanìna oi yhfofìroi ekfr�zoun tic protim seic touc, egkrÐnontac k upoyhfÐouc kai

apodokim�zoun touc upìloipouc. DÔo eidikèc sqetikèc peript¸seic me ton kanìna k-ègkrishc eÐnai

o kanìnac pleioyhfÐac ìpou protim�tai mìno ènac upoy fioc gia k�je yhfofìro lamb�nontac èna

bajmì en¸ oi upìloipoi upoy fioi 0, kai o kanìnac tou bèto, ìpou sumbaÐnei to antÐjeto kai ìloi oi

upoy fioi protim¸ntai plhn enìc. Se autì to kef�laio meletoÔme mia t�xh kanìnwn pou apoteleÐ

eidik  perÐptwsh twn kanìnwn ègkrishc. O upoy fioc pou brÐsketai sthn pr¸th jèsh protÐmhshc

k�je yhfofìrou paÐrnei κ bajmoÔc, o deÔteroc sth seir� upoy fioc k�je yhfofìrou paÐrnei λ

bajmoÔc kai ìloi oi �lloi upoy fioi 0 bajmoÔc. Oi kanìnec bajmolìghshc eÐnai shmantikoÐ kaj¸c

qrhsimopoioÔntai eurèwc se sen�ria thc kajhmerin c zw c, ìpwc eÐnai oi politikèc eklogèc, oi a-
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jlhtikèc ekdhl¸seic, oi diagwnismoÐ mousik c kai oi politikèc eklogèc se toul�qiston treic q¸rec,

dhlad , th SlobenÐa, kai ta èjnh thc MikronhsÐac tou Kirimp�ti kai tou NaoÔrou basÐzontai sto

kanìna tou Borda   kai se parìmoioÔc tou gia thn an�deixh twn mel¸n tou KoinoboulÐou   mèlh

topik¸n sumboulÐwn.

Mèqri stigm c èqoume dei ìti oi eklogèc eÐnai mia apì tic pio shmantikèc ptuqèc twn anjr¸pinwn

koinwni¸n. 'Ena shmantikì jewrhtikì z thma pou èqei kuriarq sei ta teleutaÐa èth afor� sthn

euaisjhsÐa twn kanìnwn yhfoforÐac sthn exap�thsh. Up�rqoun polloÐ trìpoi gia thn exap�thsh

kai thn allag  thc èkbashc twn eklog¸n. O pr¸toc trìpoc eÐnai o elègqoc eklog¸n pou gÐnetai

me thn prosj kh/diagraf /diamèrish upoyhfÐwn   yhfofìrwn. Ston elègqo eklog¸n up�rqei

ènac exwterikìc par�gontac pou eÐnai upeÔjunoc gia thn allag  tou profÐl protÐmhshc twn e-

klog¸n sÔmfwna me to jèlhm� tou. 'Enac �lloc shmantikìc trìpoc strathgik c sumperifor�c

¸ste na all�xei to apotèlesma twn eklog¸n eÐnai h qeirag ģhsh. Oi qeiragwghmènoi yhfofìroi

den yhfÐzoun sÔmfwna me tic alhjinèc protim seic touc, all� all�zoun thn y fo touc gia na

èqei to sunolikì apotèlesma mia kalÔterh èkbash gia autoÔc. Sthn ergasÐa [59] perilamb�netai

èna par�deigma qeirag¸ghshc. Mia parìmoia prosèggish eÐnai h dwrodokÐa, ìpou ènac exwterikìc

par�gontac dwrodokeÐ k�poiouc yhfofìrouc ¸ste na all�xoun tic protim seic touc, prokeimènou

na gÐnei nikht c ènac epilegmènoc upoy fioc. To profÐl protÐmhshc me 3 upoyhfÐouc kai 3 yhfo-

fìrouc pou apeikonÐzetai sto pÐnaka 4.1 eÐnai èna polÔ aplì par�deigma dwrodokÐac se eklogèc.

Se autì to profÐl protÐmhshc o a eÐnai o nikht c sÔmfwna me ton kanìna tou Borda me 5 bajmoÔc

en¸ o b èqei 3 bajmoÔc. Dedomènou enìc proôpologismoÔ, an ènac exwterikìc parathrht c jèlei

na k�nei ton b nikht  twn eklog¸n, tìte prèpei na dwrodok sei ton yhfofìro 3 ¸ste na all�xei

tic protim seic tou kai na epilèxei ton upoy fio b sthn pr¸th jèsh. 'Opwc proanafèrjhke, h dw-

rodokÐa kai h qeirag¸ghsh eÐnai diaisjhtik� parìmoia probl mata kai h diafor� touc ègkeitai sto

teqnikì orismì. Sth qeirag¸ghsh to sÔnolo twn yhfofìrwn pou mporeÐ na all�xei thn kat�tax 

touc prosdiorÐzetai sthn eÐsodo tou probl matoc, ìpou èqoume èna sÔnolo mh qeiragwghmènwn

yhfofìrwn kai èna sÔnolo qeiragwghmènwn yhfofìrwn kai rwt�me an up�rqei trìpoc na all�-

xoume tic y fouc twn qeiragwghmènwn yhfofìrwn ¸ste na èqoun èna kajorismèno upoy fio wc

nikht .

yhfofìroc 1 yhfofìroc 2 yhfofìroc 3
a b a
b a c
c c b

PÐnakac 4.1: 'Ena par�deigma thc dwrodokÐac. Gia autì to profÐl, sÔmfwna me to kanìna tou
Borda isqÔei ìti scBorda(b) = 3, sc(a)Borda = 5.

Sqetik  'Ereuna. O èlegqoc, h qeirag¸ghsh kai h dwrodokÐa dusqeraÐnoun th jewrÐa

thc yhfoforÐac. Oi Gibbard [65] kai Satterthwaite [113] apèdeixan ìti k�je kanìnac yhfoforÐac
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pou den eÐnai diktatorikìc, gia treic upoyhfÐouc   perissìterouc eÐnai epirrep c se strathgik 

y foforÐa. Wstìso, mia nèa prooptik  gia thn antimet¸pish autoÔ tou probl matoc dìjhke apì

touc jewrhtikoÔc thc upologistik c koinwnik c epilog c ìtan oi Bartholdi, Tovey, kai Trick

èdeixan ìti h qeirag¸ghsh mporeÐ na apotrapeÐ sthn pr�xh, apodeiknÔontac ìti h qeirag¸ghsh se

eklogèc eÐnai upologistik� dÔskolo prìblhma [5]. Eidikìtera èdeixan ìti gia ènan sugkekrimèno

kanìna yhfoforÐac, ton Copeland deÔterhc t�xhc, to prìblhma thc qeirag¸ghshc eÐnai pl rec gia

thn kl�sh NP. Me autì to apotèlesma parat rhsan ìti akìma kai an k�poioc jèlei na parèmbei

strathgik� kai na all�xei thn èkbash twn eklog¸n sÔmfwna me ènan kanìna yhfoforÐac, ja eÐnai

adÔnato na to k�nei se poluwnumikì qrìno. Autì apodeÐqjhke ìti eÐnai èna polÔ qr simo ergaleÐo

kai od ghse sthn epinìhsh kanìnwn yhfoforÐac pou eÐnai upologistik� dÔskoloi ètsi ¸ste sthn

pr�xh oi kanìnec autoÐ na mhn eÐnai euaÐsjhtoi sth strathgik  yhfoforÐa.

Epiplèon, oi Conitzer, Sandholm, kai Lang [34] parousi�zoun th bajmologhmènh qeirag¸ghsh

pou antikatoptrÐzei to sen�rio pragmatik¸n eklog¸n pou o k�je yhfofìroc v èqei diaforetikì

b�roc wv. Autì shmaÐnei ìti h y foc tou metr�ei gia wv y fouc, en¸ antÐstoiqa tou yhfofìrou

u h y foc metr�ei gia wu y fouc. Gia par�deigma, stic eklogèc twn HPA o prìedroc eklègetai

èmmesa apì to laì, mèsa apì to eklektorikì s¸ma, ìpou oi eklèktorec èqoun diaforetikì b�roc

an�loga me thn politeÐa sthn opoÐa an koun. ApodeiknÔoun ìti akìmh kai me treic upoyhfÐouc

k�je kanìnac bajmolìghshc (sumperilambanomènwn kai twn veto kai Borda), ektìc tou kanìna thc

pleioyhfÐac eÐnai upologistik� dÔskolo na qeiragwghjeÐ. DÐnoun epÐshc an�loga apotelèsmata gia

touc kanìnec twn Copeland, maximin kai STV gia thn perÐptwsh sthn opoÐa arkoÔn toul�qiston 3

  4 upoy fioi gia to prìblhma thc qeirag¸ghshc na eÐnai pl rec gia thn kl�sh NP. Diaforetikèc

parallagèc tou probl matoc dwrodokÐac, gia touc kanìnec thc pleioyhfÐac kai thc ègkrishc,

melet¸ntai sthn ergasÐa [55], ìpou oi suggrafeÐc apodeiknÔoun poia apì aut� ta probl mata eÐnai

upologistik� dÔskolo na plhgoÔn apì dwrodokÐa. Mia �llh shmantik  ergasÐa ston tomèa autì

eÐnai aut  twn Faliszewski k.�.[58], oi opoÐoi diereunoÔn thn upologistik  antoq  twn kanìnwn

twn Llull kai Copeland sth dwrodokÐa. Oi Baumeister k.�. [8] phgaÐnoun èna b ma parapèra

kai meletoÔn thn parametropoihmènh poluplokìthta thc dwrodokÐac kai thc qeirag¸ghshc upì

to plaÐsio thc sun�jroishc krÐsewn. 'Otan jewroÔntai fusikèc par�metroi, deÐqnoun ìti treic

parallagèc tou probl matoc dwrodokÐac eÐnai W[2]-dÔskolec.

Ta apotelèsmat� mac. H gohteÐa tou na mporeÐ kaneÐc na apotrèyei thn exap�thsh twn

eklog¸n me thn eÔresh kanìnwn pou eÐnai upologistik� dÔskolo na dwrodokhjoÔn, od ghsan sto

na broÔme poioc eÐnai o pio aplìc kanìnac bajmolìghshc pou mporeÐ na mac faÐnetai ìti mporeÐ na

dwrodokhjeÐ, all� sthn pragmatikìthta h dwrodokÐa tou eÐnai èna upologistik� dÔskolo prìblh-

ma. Epeid  gnwrÐzoume ìti h dwrodokÐa tou kanìna thc pleioyhfÐac kai tou kanìna thc 2 - ègkrishc

gÐnetai se poluwnumikì qrìno, meletoÔme thn kathgorÐa twn kanìnwn bajmolìghshc, ìpou o koru-

faÐoc upoy fioc sthn protÐmhsh tou k�je yhfofìrou lamb�nei κ bajmoÔc, o deÔteroc upoy fioc

lamb�nei λ bajmoÔc, kai ìloi oi upìloipoi upoy fioi den lamb�noun kanèna bajmì. ApodeiknÔoume
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gia to en lìgw prwtìkollo ìti to prìblhma thc dwrodokÐac, ìtan B yhfofìroi all�zoun tic

protim seic touc gia na k�noun ènan eidikì upoy fio nikht , eÐnai upologistik� dÔskolo.

4.2 Prokatarktikèc ènnoiec - OrismoÐ.

Sto prìblhma thc yhfoforÐac èqoume èna sÔnolo apì yhfofìrouc, V , kai mia èna sÔnolo apì

upoyhfÐouc, C. UpenjumÐzoume ìti k�je yhfofìroc èqei mia lÐsta me grammik  seir� protim se-

wn twn upoyhfÐwn kai h sullog  ìlwn twn protim sewn gia ìlouc touc yhfofìrouc onom�zetai

profÐl protÐmhshc. O kanìnac yhfoforÐac eÐnai mia sun�rthsh apì ta profÐl protÐmhshc sthn

kat�taxh twn upoyhfÐwn. Oi kanìnec bajmolìghshc eÐnai mia eidik  kathgorÐa twn kanìnwn yhfo-

forÐac. K�je kanìnac bajmolìghshc orÐzetai apì to di�nusma bajmolìghshc s = (s1, s2, ..., sm)

me touc akèraiouc s1 ≥ s2 ≥ ... ≥ sm, na lègontai bajmologikèc timèc. Se aut  thn diatrib 

meletoÔme ton kanìna bajmolìghshc me to di�nusma pou orÐzetai wc (κ, λ, 0, ..., 0). Gia mia y fo

�v∈ V kai ènan upoy fio c ∈ C, lème ìti o bajmìc sc(c,�v) orÐzetai wc sc(c,�v) := sj ìpou

to j eÐnai h jèsh tou upoyhfÐou c ston yhfofìro �v. Gia k�je profÐl �= 〈�0, . . . ,�|V |−1〉, h
sunolik  bajmologÐa tou upoyhfÐou c eÐnai to �jroisma twn bajm¸n tou se ìlouc touc yhfofì-

rouc, dhlad , sc(c,�) =
∑|V |−1

v=0 sc(c,�v). 'Enac kanìnac bajmolìghshc epilègei wc nikht (ec),

touc upoy fiouc me ton mègisto bajmì (sc(c,�)).

Pio epÐshma, to prìblhma orÐzetai wc ex c.

Prìblhma: (κ, λ, 0, ..., 0)-DWRODOKIA

Stigmiìtupo: Dedomènou enìc profÐl protÐmhshc, enìc arijmoÔ B, tou kanìna yhfo-

forÐac me di�nusma bajmolìghshc (κ, λ, 0, ..., 0), kai enìc xeqwristoÔ upoyhfÐou C0

Er¸thma: MporoÔme na k�noume ton C0 nikht  all�zontac tic lÐstec twn grammik¸n

protim sewn to polÔ B yhfofìrwn?

T¸ra eÐmaste ètoimoi na parousi�soume kai na apodeÐxoume to akìloujo apotèlesma sqetik�

me to prìblhma thc dwrodokÐac pou anafèrame parap�nw.

Je¸rhma 4.2.1. Gia k�je zeug�ri akeraÐwn κ, λ tètoiwn ¸ste ta κ, λ sqetik� pr¸toi metaxÔ

touc kai κ > λ ≥ 1, tìte to (κ, λ, 0, ..., 0)-DWRODOKIA eÐnai upologistik� dÔskolo.

4.3 Apìdeixh tou Jewr matoc 4.2.1

Ja apodeÐxoume ìti to (κ, λ, 0, ..., 0)-DWRODOKIA eÐnai upologistik� dÔskolo qrhsimopoi¸n-

tac mia anagwg  apì to (κ+1)-DIMENSIONAL MATCHING pou eÐnai èna gnwstì upologistik�

dÔskolo prìblhma gia κ ≥ 2 [63].

Prìblhma: (κ+ 1)-DIMENSIONAL MATCHING
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Stigmiìtupo: κ + 1 sÔnola twn n stoiqeÐwn X, Y1, Y2, ..., Yκ pou den èqoun koin�

stoiqeÐa metaxÔ touc kai èna sÔnolo T ⊆ X × Y1 × ...× Yκ me (κ+ 1)-�dec.

Er¸thma: Up�rqei èna uposÔnolo T ′ ⊆ T me |T ′| = n tètoio ¸ste k�je stoiqeÐo tou

X ∪ Y1 ∪ ... ∪ Yκ na perilamb�netai se akrib¸c mia (κ+ 1)-�da sto T ′?

4.3.1 H anagwg 

Sth sunèqeia, qrhsimopoioÔme tic suntomografÐec (κ+ 1)-DM gia to (κ+ 1)-DIMENSIONAL

MATCHING kai plei�da gia thn (κ+ 1)-�da. JewroÔme èna stigmiìtupo I tou (κ+ 1)-DM. Gia

k�je stoiqeÐo e ∈ X ∪ Y1 ∪ ... ∪ Yκ, sumbolÐzoume me Te ⊆ T to uposÔnolo twn plei�dwn pou

perièqoun ton e. Shmei¸noume ìti
∑

x∈X |Tx| = |T | kai
∑

y∈Yi |Ty| = |T | gia i = 1, ..., κ

Dedomènou enìc stigmiìtupou I, ja kataskeu�soume to akìloujo stigmiìtupo tou

(κ, λ, 0, ..., 0)-DWRODOKIA. 'Estw B = λ|T | + (κ − λ)n. To sÔnolo twn upoyhfÐwn eÐnai to

akìloujo:

• Up�rqei ènac eidikìc upoy fioc C0 kai ènac eidikìc {pleon�zwn} upoy fioc D0.

• Gia k�je stoiqeÐo x ∈ X, up�rqei èna antÐstoiqo stoiqeÐo upoy fiou C(x).

• Gia k�je stoiqeÐo y ∈ Y1 ∪ ... ∪ Yκ, up�rqei èna antÐstoiqo stoiqeÐo upoy fiou C(y).

• Gia k�je plei�da t ∈ T , up�rqei mia antÐstoiqh plei�da upoy fiou C(t).

• Gia k�je stoiqeÐo x ∈ X, up�rqei èna sÔnolo apì κ|T | + (κ − λ)n − λ {pleon�zontec}

upoyhfÐouc pou antistoiqoÔn sto x.

• Gia k�je stoiqeÐo y ∈ Y1 ∪ ... ∪ Yκ, up�rqei èna sÔnolo apì B − |Ty| + 1 {pleon�zontec}

upoyhfÐouc pou antistoiqoÔn sto y.

• Gia k�je plei�da t ∈ T , up�rqei èna sÔnolo apì B − λ {pleon�zontec} upoyhfÐouc pou

antistoiqoÔn sto t.

To sÔnolo twn yhfofìrwn kai oi y foi touc, orÐzontai wc ex c:

• Gia k�je stoiqeÐo x ∈ X kai gia k�je plei�da t ∈ Tx, up�rqoun λ antÐstoiqoi krÐsimoi

yhfofìroi V (x, t, 1), V (x, t, 2), ..., V (x, t, λ). AutoÐ oi yhfofìroi dÐnoun κ bajmoÔc ston

C(t) kai λ bajmoÔc ston C(x) (kai kanènan bajmì stouc �llouc upoyhfÐouc).

• Gia k�je stoiqeÐo y ∈ Y1 ∪ ... ∪ Yκ kai gia k�je plei�da t ∈ Ty, up�rqei ènac antÐstoiqoc

krÐsimoc yhfofìroc V (y, t). Autìc o yhfofìroc dÐnei κ bajmoÔc ston C(y) kai λ bajmoÔc

ston C(t).
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• Gia k�je stoiqeÐo x ∈ X, up�rqoun κ|T | + (κ − λ)n − λ {pleon�zontec} yhfofìroi. A-

n�mes� touc, (κ − λ)n {pleon�zontec} yhfofìroi dÐnoun κ bajmoÔc ston upoy fio C(x)

kai λ bajmoÔc se ènan diakritì {pleon�zonta} upoy fio pou antistoiqeÐ ston x kai oi upì-

loipoi κ|T | − λ {pleon�zontec} yhfofìroi dÐnoun κ bajmoÔc se ènan diaforetikì diakritì

{pleon�zonta} upoy fio pou antistoiqeÐ ston x kai λ bajmoÔc ston C(x).

• Gia k�je stoiqeÐo y ∈ Y1 ∪ ... ∪ Yκ, up�rqoun B − |Ty| + 1 {pleon�zontec} yhfofìroi.

Kajènac apì autoÔc dÐnei touc κ bajmoÔc ston C(y) kai touc λ bajmoÔc se ènan diakritì

{pleon�zonta} upoy fio pou antistoiqeÐ ston y.

• Tèloc, gia k�je plei�da t ∈ T , up�rqoun B − λ {pleon�zontec} yhfofìroi. Kajènac apì

autoÔc dÐnei touc κ bajmoÔc ston C(t) kai touc λ bajmoÔc se ènan diakritì {pleon�zonta}

upoy fio pou antistoiqeÐ ston t.

H parap�nw kataskeu  ikanopoieÐ tic akìloujec idiìthtec:

• O eidikìc upoy fioc C0 èqei bajmì 0.

• Gia k�je stoiqeÐo x ∈ X, o upoy fioc C(x) paÐrnei

– λ bajmoÔc apì touc λ yhfofìrouc V (x, t, 1), ..., V (x, t, λ) gia k�je plei�da t pou

perièqei ton x kai epÐshc apì κ|T | − λ {pleon�zontec} yhfofìrouc, kai

– κ bajmoÔc apì touc (κ− λ)n {pleon�zontec} yhfofìrouc.

'Etsi, o C(x) èqei bajmì κB + λ2(|Tx| − 1).

• Gia k�je stoiqeÐo y ∈ Y1 ∪ ... ∪ Yκ, o upoy fioc C(y) paÐrnei κ bajmoÔc apì ton yhfofìro

V (y, t) gia k�je plei�da t pou perièqei ton y kai apì B−|Ty|+1 {pleon�zontec} yhfofìrouc.

'Etsi, o C(y) èqei bajmì κB + κ.

• Gia k�je plei�da t = (x, y1, ..., yκ) ∈ T , o upoy fioc C(t) paÐrnei

– κ bajmoÔc apì touc λ yhfofìrouc V (x, t, 1), ..., V (x, t, λ) kaj¸c epÐshc kai apì B−λ
{pleon�zontec} yhfofìrouc, kai

– λ bajmoÔc apì touc κ yhfofìrouc V (y1, t), ..., V (yκ, t).

'Etsi, o C(t) èqei bajmì κB + κλ.

• K�je {pleon�zwn} upoy fioc ektìc tou D0 paÐrnei bajmoÔc apì ènan mìno yhfofìro. 'Etsi,

o bajmìc tou eÐnai to polÔ κ. O eidikìc {pleon�zwn} upoy fioc D0 èqei bajmì 0.
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4.3.2 Orjìthta thc apìdeixhc

MporoÔme t¸ra na apodeÐxoume ìti to stigmiìtupo I apant� NAI, an kai mìno an o eidikìc

upoy fioc C0 mporeÐ na gÐnei nikht c me th dwrodokÐa to polÔ B yhfofìrwn sto kataskeuasmèno

stigmiìtupo tou (κ, λ, 0, ..., 0)-DWRODOKIAS.

(⇒) Katarq�c, ac upojèsoume ìti to I eÐnai èna stigmiìtupo pou apant� NAI, to opoÐo pisto-

poieÐtai apì èna sÔnolo T ′ ⊆ T twn n plei�dwn. ApodeiknÔoume ìti up�rqei mia dwrodokÐa me B

krÐsimouc yhfofìrouc. Autì to k�noume se dÔo b mata. Sto pr¸to b ma:

• Gia k�je plei�da t ∈ T ′ me t = (x, y1, y2, ..., yk), dwrodokoÔme touc κ krÐsimouc yhfofìrouc

V (y1, t), V (y2, t), ..., V (yκ, t).

• Gia k�je plei�da t ∈ T \ T ′ me t = (x, y1, y2, ..., yk), dwrodokoÔme touc λ krÐsimouc yhfofì-

rouc V (x, t, 1), V (x, t, 2), ..., V (x, t, λ).

Dedomènou ìti k�je stoiqeÐo y tou Y1 ∪ ... ∪ Yκ an kei se akrib¸c mÐa plei�da t tou T ′, o

bajmìc tou upoyhfÐou C(y) mei¸netai kat� κ se κB (lìgw thc dwrodokÐac tou krÐsimou yhfofìrou

V (y, t)). Gia k�je plei�da t = (x, y1, ..., yκ) tou T ′, o bajmìc tou upoyhfÐou C(t) mei¸netai kat�

κλ se κB (lìgw thc dwrodokÐac twn krÐsimwn yhfofìrwn V (y1, t), ..., V (yκ, t)). EpÐshc, k�je

stoiqeÐo x ∈ X an kei se akrib¸c mia plei�da t tou T ′ kai, wc ek toÔtou, o x an kei se |Tx| − 1

plei�dec tou T \ T ′. Wc ek toÔtou, o bajmìc tou mei¸netai kat� λ2(|Tx| − 1) wc κB efìson oi λ

krÐsimoi yhfofìroi V (x, t, 1), ..., V (x, t, λ) dwrodokoÔntai gia kajemi� apì tic |Tx| − 1 plei�dec t

tou T \T ′ pou perièqei to stoiqeÐo x. 'Etsi, met� to pr¸to b ma, h bajmologÐa tou k�je upoyhfÐou

eÐnai to polÔ κB, en¸ oi upoy fioi C0 kai D0 exakoloujoÔn na èqoun mhdenikì bajmì.

Sto deÔtero b ma, k�je dwrodokhmènoc yhfofìroc dÐnei touc κ bajmoÔc tou ston upoy fio

C0 kai touc λ bajmoÔc tou ston upoy fio D0. ParathroÔme ìti o arijmìc twn yhfofìrwn pou

dwrodokoÔntai sto pr¸to b ma eÐnai akrib¸c κ|T ′|+ λ(|T | − |T ′|) = λ|T |+ (κ− λ)n = B. 'Etsi,

met� to deÔtero b ma, o upoy fioc C0 èqei bajmologÐa κB kai k�je �lloc upoy fioc èqei bajmì

to polÔ κB. Wc ek toÔtou, o upoy fioc C0 gÐnetai nikht c.

(⇐) T¸ra, ac upojèsoume ìti o upoy fioc C0 gÐnetai nikht c dwrodok¸ntac èna sÔnolo B apì

B yhfofìrouc. Ja deÐxoume ìti autì shmaÐnei ìti to I eÐnai èna stigmiìtupo pou apant� NAI sto

(κ+ 1)-DM.

Xekin�me me thn parat rhsh ìti h arqik  bajmologÐa tou k�je stoiqeÐou kai plei�dac upoyhfÐou

eÐnai p�nw apì κB. KaloÔme th diafor� tou bajmoÔ enìc tètoiou upoyhfÐou me κB, to pleìnasma

autoÔ tou upoyhfÐou. Gia k�je stoiqeÐo x ∈ X, o upoy fioc C(x) èqei pleìnasma λ2(|Tx| − 1).

'Etsi, to sunolikì pleìnasma ìlwn aut¸n twn upoyhfÐwn eÐnai∑
x∈X

λ2(|Tx| − 1) = λ2(|T | − n).
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Gia k�je stoiqeÐo y ∈ Y1 ∪ ... ∪ Yκ, o upoy fioc C(y) èqei pleìnasma κ. Gia k�je plei�da t ∈ T ,
o upoy fioc C(t) èqei pleìnasma κλ. Wc ek toÔtou, to sunolikì pleìnasma twn stoiqeÐwn kai

plei�dwn upoyhfÐwn eÐnai

κ2n+ κλ|T |+ λ2(|T | − n) = (κ+ λ)B.

Dedomènou ìti h bajmologÐa tou upoyhfÐou C0 den mporeÐ na uperbaÐnei to κB met� apì th

dwrodokÐa, o arijmìc twn bajm¸n pou k�je stoiqeÐo kai plei�da upoyhfÐou paÐrnei apì touc

yhfofìrouc tou B den mporeÐ na eÐnai mikrìteroc apì to pleìnasm� tou. Dedomènou ìti to

sunolikì pleìnasma twn upoyhfÐwn aut¸n eÐnai akrib¸c (κ + λ)B kai mìno krÐsimoi yhfofìroi

dÐnoun touc κ+ λ bajmoÔc touc gia touc en lìgw upoy fiouc, katal goume sto sumpèrasma ìti

• o kajènac apì autoÔc lamb�nei arijmì bajm¸n apì touc yhfofìrouc tou B pou isoÔtai me

to pleìnasm� tou kai

• To B perièqei mìno krÐsimouc yhfofìrouc.

Epiplèon isqurizìmaste ìti k�je plei�da t = (x, y1, y2, ..., yk) ∈ T , B eÐte perièqei

touc λ yhfofìrouc V (x, t, 1), V (x, t, 2), ..., V (x, t, λ) eÐte (apokleistik�) touc κ yhfofìrouc

V (y1, t), V (y2, t), ..., V (yκ, t). Gia na to doÔme autì, èstw χ o arijmìc twn yhfofìrwn an�mesa

stouc V (x, t, 1), ..., V (x, t, λ) pou an koun sto B, kai èstw ψ o arijmìc twn yhfofìrwn an�mesa

stouc V (y1, t), ..., V (yκ, t) pou an koun sto B. Efìson oi yhfofìroi sto B dÐnoun akrib¸c κλ

bajmoÔc ston upoy fio C(t) (dhlad , to pleìnasma tou), tìte prèpei na isqÔei ìti κλ = χκ+ψλ.

Efìson κ kai λ eÐnai pr¸toi metaxÔ touc, oi mìnec mh arnhtikèc akèraiec lÔseic thc exÐswshc gia

ta (χ, ψ) eÐnai ta zeug�ria (κ, 0) kai (0, λ).

Gia thn olokl rwsh thc apìdeixhc, jewroÔme to sÔnolo T ′ ⊂ T pou perièqei mia plei�da

t = (x, y1, y2, ..., yk) tou T an kai mìno an oi κ yhfofìroi V (y1, t), V (y2, t), ..., V (yκ, t) an koun

sto B (apì thn parat rhs  mac anwtèrw, autì sumbaÐnei an kai mìno an oi λ yhfofìroi V (x, t, 1),

..., V (x, t, λ) den dwrodokoÔntai). Ja deÐxoume ìti k�je stoiqeÐo tou X ∪ Y1 ∪ ...∪ Yκ emfanÐzetai

se k�poia plei�da tou T ′. Pr¸ta, parathroÔme ìti gia k�je stoiqeÐo x ∈ X, up�rqei mia plei�da

t ∈ Tx ètsi ¸ste oi krÐsimoi yhfofìroi V (x, t, 1), ..., V (x, t, λ) den dwrodokoÔntai. Pr�gmati, an

den isqÔei autì, o arijmìc twn bajm¸n pou o upoy fioc C(x) paÐrnei apì touc yhfofìrouc sto

B ja eÐnai toul�qiston λ2|Tx|, pou uperbaÐnei to pleìnasma tou C(x). Wc ek toÔtou, to stoiqeÐo

x emfanÐzetai se k�poia plei�da tou T ′. Epiplèon, efìson oi mìnoi krÐsimoi yhfofìroi pou dÐnoun

k�poiouc bajmoÔc ston upoy fio C(y) eÐnai oi yhfofìroi V (y, t) me t ∈ Ty, up�rqei mia plei�da

t ∈ Ty tètoia ¸ste na dwrodokeÐtai o yhfofìroc V (y, t) (kaj¸c kai k�je �lloc yhfofìroc V (y′, t)

me y′ ∈ t). Kat� sunèpeia, to stoiqeÐo y emfanÐzetai epÐshc se k�poia plei�da tou T ′.
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Kef�laio 5

EpÐlogoc - Mellontik  'Ereuna

Sto plaÐsio aut c thc diatrib c asqolhj kame me upologistik� probl mata pou anakÔptoun

sth jewrÐa thc koinwnik c epilog c. Pio sugkekrimèna asqolhj kame me probl mata pou phg�zoun

apì th jewrÐa yhfofori¸n. To pr¸to apì aut� ta probl mata pou melet same afor� stouc

kanìnec yhfoforÐac twn Dodgson kai Young, ìpou kai l�bame thn akìloujh prosèggish: thn

an�deixh twn nikht¸n sÔmfwna me autoÔc touc kanìnec yhfoforÐac an kai o upologismìc touc eÐnai

upologistik� dÔskoloc. O stìqoc mac eÐnai h prosèggish tou bajmoÔ Dodgson enìc upoyhfÐou

ìpwc epÐshc antÐstoiqa kai h prosèggish tou bajmoÔ enìc upoyhfÐou sÔmfwna me ton kanìna tou

Young. Afier¸same èna shmantikì komm�ti thc diatrib c sth melèth tou kanìna tou Dodgson,

diìti eÐnai ènac kal� melethmènoc kanìnac me arketoÔc uposthriktèc apì th jewrÐa thc Koinwnik c

Epilog c. H sullogistik  tou Dodgson sto sqediasmì tou kanìna yhfoforÐac tou eÐnai mia

eidik  perÐptwsh enìc genikìterou plaisÐou pou onom�zetai apìstash exorjologismoÔ, h opoÐa

prot�jhke apì touc Meskanen kai Nurmi [93], kai prìsfata èlabe prosoq  sth bibliografÐa thc

teqnht c nohmosÔnhc [48, 50, 49]. O sullogismìc pÐsw apì autì to plaÐsio eÐnai ìti ènac kanìnac

yhfoforÐac ja prèpei na eklèxei èna upoy fio pou eÐnai pio kont� sto na eÐnai ènac sunainetikìc

nikht c, sÔmfwna me mia fusik  ènnoia sunaÐneshc kai mia fusik  ènnoia apìstashc. O kanìnac tou

Dodgson afor� mia polÔ fusik  ènnoia thc sunaÐneshc (nikht c Condorcet) kai, anamfisb thta,

mia fusik  ènnoia thc apìstashc (arijmìc twn antallag¸n metaxÔ geitonik¸n upoyhfÐwn). H

ergasÐa twn Parkes kai Procaccia [101] deÐqnei ìti, sto plaÐsio thc apìstashc exorjologismoÔ

h sun�rthsh apìstashc mporeÐ na eÐnai an�logh me thn �mesh posotik  mètrhsh thc poiìthtac

enìc upoyhfÐou. Wc ek toÔtou, mporoÔme na uposthrÐxoume ìti ènac upoy fioc eÐnai perissìtero

koinwnik� epijumhtìc ìso mikrìteroc eÐnai o bajmìc kat� Dodgson, dhlad , o bajmìc apì mìnoc

tou èqei nìhma kai ìqi mìno h kat�taxh Dodgson, kai wc ek toÔtou mia kal  prosèggish tou

bajmoÔ Dodgson mporeÐ epÐshc na xeqwrÐzei touc koinwnik� epijumhtoÔc nikhtèc. Sto plaÐsio

autì parousi�same dÔo proseggistikoÔc algorÐjmouc me armonikì lìgo prosèggishc (ston arijmì

twn upoyhfÐwn) tou bajmoÔ Dodgson. Sumplhr¸same autoÔc touc algorÐjmouc apodeiknÔontac

ìti o lìgoc prosèggishc touc eÐnai bèltistoc kat� èna suntelest  2. Sth sunèqeia melet same tic
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katat�xeic pou par�gontai sÔmfwna me to kanìna tou Dodgson kai exhg same giatÐ autèc mporeÐ

na eÐnai polÔ diaforetikèc se sqèsh me katat�xeic pou par�gontai gia to Ðdio profÐl protÐmhshc

apì �llouc kanìnec. Autì sumbaÐnei ìpwc deÐxame diìti to prìblhma thc di�krishc tou e�n ènac

upoy fioc eÐnai o nikht c   stic teleutaÐec
√
m jèseic thc kat�taxhc sÔmfwna me ton kanìna tou

Dodgson eÐnai upologistik� dÔskolo. Oloklhr¸same me ton kanìna tou Young ìpou parousi�same

an�loga apotelèsmata duskolÐac upologismoÔ tou bajmoÔ, ìpwc epÐshc kai mh proseggisimìthtac

thc kat�taxhc.

Sto plaÐsio aut c thc didaktorik c diatrib c suneqÐsame thn èreuna mac p�nw sto antikeÐmeno

me thn anaz thsh epijumht¸n idiot twn apì th pleur� thc jewrÐac thc koinwnik c epilog c pou

ja isquropoioÔse thn pepoÐjhs  mac ìti oi algìrijmoi prosèggishc tou Dodgson mporoÔn na

jewrhjoÔn wc nèoi isquroÐ kanìnec yhfoforÐac. Gia na sumbeÐ autì melet same proseggistikoÔc

algìrijmouc tou kanìna tou Dodgson pou plhroÔn èna polÔ basikì krit rio, autì thc monotonÐac.

Ta apotelèsmat� mac pou aforoÔn th monotonÐa eÐnai jetik� se ìlouc touc tomeÐc. ApodÐdoume

idiaÐterh shmasÐa sto ìti h èlleiyh monotonÐac ston Dodgson mporeÐ na parakamfjeÐ me elafr�

tropopoÐhsh tou orismoÔ tou bajmoÔ Dodgson (Je¸rhma 3.3.2). Kat� mÐa ènnoia to gegonìc autì

deÐqnei ìti o kanìnac tou Dodgson den eÐnai ousiastik� polÔ makri� apì to na eÐnai monìtonoc.

Pr�gmati, an k�poioc endiafèretai gia upologistik� eÔkola upologÐsimouc algìrijmouc tìte o

lìgoc prosèggishc O(logm) eÐnai bèltistoc (Je¸rhma 3.3.10). Autì shmaÐnei ìti mporoÔme na

ikanopoi soume epiplèon th monotonÐa qwrÐc na aux soume (asumptwtik�) to lìgo prosèggishc.

Oi teqnikèc pou qrhsimopoi same gia monotonopoÐhsh èqoun anex�rthta exairetikì endiafèron.

Ta apotelèsmat� mac ìson afor� thn omoiogèneia (Je¸rhma 3.4.1 kai Je¸rhma 3.4.2) mporoÔn

na ermhneutoÔn tìso jetik� ìso kai arnhtik�. Ac exet�soume pr¸ta thn perÐptwsh ìpou o arijmìc

twn upoyhfÐwn m eÐnai mikrìc (p.q., stic politikèc eklogèc). O aplopoihmènoc Dodgson kanìnac

tou Tideman, o opoÐoc èqei  dh anagnwristeÐ wc ènac epijumhtìc kanìnac yhfoforÐac, kaj¸c eÐnai

omoiogen c, monìtonoc, Condorcet-sunep c, kai epilÔsimoc se poluwnumikì qrìno deÐxame ìti èqei

to pleonèkthma ìti epilègei p�nta èna upoy fio pou eÐnai sqetik� kont� (sÔmfwna me thn ènnoia

thc apìstashc kat� Dodgson) sto na eÐnai nikht c kat� Condorcet (Je¸rhma 3.4.1). Dhlad , h

basik  idèa tou kanìna tou Dodgson pr�gmati diathreÐtai apì thn {aploÔsteush} kai (lìgw tou

Jewr matoc 3.4.2), autì epitugq�netai me ton kalÔtero dunatì trìpo.

An to doÔme arnhtik�, ìtan o arijmìc twn upoyhfÐwn eÐnai meg�loc (mia akraÐa perÐptwsh

eÐnai èna sÔsthma pollapl¸n yhfofìrwn ìpou oi yhfofìroi yhfÐzoun p�nw sta koin� sqèdia),

enisqÔoume thn kritik  kat� tou kanìna Dodgson: ìqi mìno o Ðdioc o kanìnac den eÐnai omoioge-

n c, all� opoiad pote (akìma kai upologÐsimh se ekjetikì qrìno) parallag  pou prospajeÐ na

diathr sei kat� prosèggish thn ènnoia thc eggÔthtac tou Dodgson wc proc ton Condorcet eÐnai

epÐshc anomoiogen c (Je¸rhma 3.4.2). PisteÔoume ìti kai oi dÔo ermhneÐec twn apotelesm�twn thc

omoiogèneiac endiafèroun touc jewrhtikoÔc thc koinwnik c epilog c, kaj¸c kai touc epist monec

thc plhroforik c.
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To teleutaÐo upologistikì prìblhma me to opoÐo asqolhj kame sto plaÐsio aut c thc diatrib c

afor� sthn taktik  yhfoforÐa kai pio sugkekrimèna sth dwrodokÐa twn eklog¸n. H episkìphsh

thc prìsfathc bibliografÐac sqetik� me th dwrodokÐa sth jewrÐa thc koinwnik c epilog c, dedo-

mènou ìti o kanìnac thc pleioyhfÐac kai thc 2-ègkrishc an koun sto P , jètei to er¸thma: poioc

eÐnai o aploÔsteroc kanìnac yhfoforÐac pou basÐzetai se bajmolìghsh kai eÐnai upologistik�

dÔskoloc na dwrodokhjeÐ? 'Etsi odhghj kame sto na melet soume mia t�xh kanìnwn yhfoforÐac

ìpou se k�je yhfofìro o pr¸toc upoy fioc paÐrnei κ bajmoÔc, o deÔteroc λ bajmoÔc kai ìloi oi

upìloipoi 0 bajmoÔc. 'Etsi sqetik� me to prohgoÔmeno er¸thma, dhl¸noume ìti h ap�nthsh eÐnai

jetik , kaj¸c apodeÐxame ìti to prìblhma dwrodokÐac aut c thc t�xhc kanìnwn eÐnai upologistik�

dÔskolo, kai ousiastik� autì k�nei ton sugkekrimèno kanìna anjektikì se dwrodokÐa.

H èreun� mac èqei jèsei poll� zht mata pou qr zoun peraitèrw diereÔnhshc. Sto mèllon,

oramatizìmaste thn epèktash thc èreunac twn koinwnik� epijumht¸n algorÐjmwn prosèggishc se

�llouc shmantikoÔc kanìnec yhfoforÐac. Ta jetik� mac apotelèsmata proc thn kateÔjunsh aut 

ja d¸soun ta ergaleÐa gia na parak�myoume elleÐyeic gnwst¸n kanìnwn yhfoforÐac qwrÐc na

jusi�zoume tic basikèc touc arqèc, en¸ ta arnhtik� apotelèsmata ja enisqÔsoun peraitèrw thn

katanìhsh twn en lìgw elleÐyewn. Oi erwt seic pou jèsame sth diatrib  eÐnai sqetikèc, akìmh

kai gia upologÐsimouc kanìnec yhfoforÐac pou den plhroÔn orismènec idiìthtec. EpÐshc, paramè-

nei anoiqtì prìblhma h susqètish gnwst¸n kanìnwn kai o upologismìc twn proseggÐsewn pou

mporeÐ na èqoun oi diaforetikèc katat�xeic pou par�goun. H ergasÐa se aut  thn kateÔjunsh

mporeÐ na perilamb�nei gnwstoÔc upologÐsimouc, sunepeÐc kat� Condorcet, monìtonouc, kai o-

moiogeneÐc kanìnec, ìpwc o kanìnac tou Copeland kai o Maximin (p.q., [121]) me ton Ðdio trìpo

pou qrhsimopoioÔme ton aplopoihmèno kanìna Dodgson tou Tideman. Ja mporoÔsan epÐshc na

qrhsimopoihjoÔn diaforetikèc ènnoiec thc prosèggishc (ìpwc oi prìsjetec   oi diaforikèc pro-

seggÐseic), ektìc apì ton tupikì orismì tou lìgou prosèggishc wc pollaplasiastikoÔ par�gonta

pou qrhsimopoieÐtai sthn paroÔsa diatrib . EpÐshc, peraitèrw èreuna prèpei na gÐnei sqetik� me

thn eÔresh apl¸n kanìnwn yhfoforÐac pou eÐnai upologistik� dÔskoloi na upostoÔn dwrodokÐa

  kai �llec morfèc thc taktik c yhfoforÐac ìpwc h qeirag¸ghsh kai o èlegqoc.
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