ŔĂŇĎŔĹŚŠĘŃĹŐ ŔĂŠŘŮŇ

ŔŐŁŞŠĎŢŇĹĽĘ ŚŢŐŁĘ ŠŃĘŃĂ ŃĘŢĂŇĹĽŮŇ Ę/Ş ĽĂĹ ŔŁĘŘŐŤŐŘĹĽĘŚ

ČĹČĂĽŠŐŘĹĽĘ ČĹĂŠŘĹĄĘ

ĂćŽęĺă§čăąâł ĞĲčĲćăéľĲăł ĎćâŽőęň Řęãł ŻăŸ ŔĺęľŸĺčęŽãł ńęň Řň§čęç ŃĲńáŻęľđł

ŔŸďŸŽăéńŸ ŤŸńęçĺęň

ĎŔĹĄŁĎŔŮŇ ĽĂĞĘĆĘŠĘŚ ŔŸçćęł Śğňĺáąđł

ŔáńĺŸ, Ĺęçďăęł 1999

© 1999, ŔŸďŸŽăéńŸ ŤŸńęçĺęň. îćŸ ńŸ ŻăąŸăéčŸńŸ ŻĲľčĲňčâďŸ.

ľńđď ęăąęŽâďĲăá čęň

ŔĲĺåćđŕđ Ő âćĲŽőęł ĺęãł ĲåďŸă đ ąňĺåŸĺőęł ńĲőďăąã ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă ľńŸ ŻåąńňŸ Ĳğăąęăďàďăéď, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ğĺęćŸčŹáďęďńŸă ąŸńŸľńáľĲăł ľňčŋæĺđľđł ńęň Żăąńçęň ćæŽà ňŕđćãł ąňąćęŋęĺåŸł. Őă ŸćŽæĺă§čęă ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ĲćâŽőęňď ńę ĺň§čæ čĲńá- Żęľđł ńàď ľňďæŻàď ąŸ§’ æćę ńę čãąęł ńęňł, ĲąńĲćéďńŸł čăŸ ľĲăĺá Ÿğæ ğĺáěĲăł ğĺęľŸĺčęŽãł, ęă ęğęåĲł ľâŹęďńŸă ńđ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł ľĲ ąá§Ĳ ľçďŻĲľčę. Čçę ľđčŸďńăąęå ğŸĺáčĲńĺęă ŸğæŻęľđł ńàď ŸćŽęĺå§čàď Ÿňńéď ĲåďŸă đ ńęğăąæńđńŸ ąŸă đ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľãł ńęňł. Ę ńęğăąæńđńŸ ĲąŋĺáİĲă ńę ğęľęľńæ ğćđĺęŋęĺåŸł ŽăŸ ńăł ľňďæŻęňł ąŸă ńę Żåąńňę ğęň ŻăŸńå§ĲńŸă ľńę čđőŸďăľčæ ŻĺęčęćæŽđľđł, Ĳďé đ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ęĺåİĲńŸă àł ę Ÿĺă§čæł ńàď ğĺáěĲàď ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď čâőĺă ďŸ ĲğăńĲňő§Ĳå ŻăąŸăęľçďđ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

ŚĲ Ÿňńã ńđ ŻăŸńĺăŹã ğŸĺęňľăáİęňčĲ čăŸ ľňććęŽã Ÿğæ ąáńà ąŸă áďà æĺăŸ ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńàď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ąáńà Ÿğæ ŻăŸŋęĺĲńăąá ĲğåğĲŻŸ ńęğăąæńđńŸł. ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ąŸă čĲćĲńáčĲ ŸćŽęĺå§čęňł őàĺåł Žďéľđ, ęă ęğęåęă ŻĲď âőęňď ąŸčåŸ ğćđĺęŋęĺåŸ ęçńĲ ŽăŸ ńđď ńęğęćęŽåŸ ńęň Żăąńçęň, ęçńĲ ŽăŸ ńęňł ĺň§- čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď, ŸćŽęĺå§čęňł čĲ čĲĺăąã Žďéľđ, ęă ęğęåęă Žďàĺåİęňď ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď Ÿććá ŻĲď âőęňď ğćđĺęŋęĺåŸ ŽăŸ ńđď ńęğęćęŽåŸ ńęň Żăąńçęň, ąŸă ŸćŽęĺå§čęňł čĲ ğćãĺđ Žďéľđ, ęă ęğęåęă âőęňď ľńđ Żăá§Ĳľđ ńęňł ąá§Ĳ ğćđĺęŋęĺåŸ ľőĲńăąã čĲ ńăł ľňďæŻęňł ã čĲ ńę Żåąńňę. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ęă ąćáľĲăł ńàď ŸćŽęĺå§čàď őàĺåł Žďéľđ ąŸă ĲąĲåďàď čĲ čĲĺăąã Žďéľđ âőęňď ńăł åŻăĲł ăŻăæńđńĲł æľęď Ÿŋęĺá ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł. Ůľńæľę, ńŸ ŸğęńâćĲľčŸńá čŸł ęĺăę§Ĳńęçď âďŸ ŻăŸőàĺăľčæ àł ğĺęł ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł čĲńŸěç ńàď ąćáľĲàď ńàď ŸćŽęĺå§čàď čĲ čĲĺăąã ã őàĺåł Žďéľđ ąŸă ĲąĲåďàď čĲ ğćãĺđ Žďéľđ. ŚňďĲğéł, đ Žďéľđ čæďę ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ŻĲ ľňďńĲćĲå ľńđ ŹĲćńåàľđ ńđł ŸğæŻęľđł ńàď ŸćŽęĺå§čàď őàĺåł Žďéľđ. Ăďńå§ĲńŸ, ęă ŸćŽæĺă§čęă čĲ ğćãĺđ Žďéľđ ğŸĺęňľăáİęňď ąŸćçńĲĺđ ŸğæŻęľđ.

ŔŸĺæńă đ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł, ğęň ęĺåİĲńŸă àł ę Ÿĺă§čæł ńàď ğĺáěĲàď ľńęňł ĺň§- čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ŸğęńĲćĲå Ĳçľńęőę čĲńĺăąæ ńàď Ĳğăčâĺęňł ąçąćàď ĲğăąęăďàďåŸł ğęň ğĺŸŽčŸńęğęăęçďńŸă čâőĺă ďŸ ĲğăńĲňő§Ĳå ľçŽąćăľđ, ŻĲď ĲåďŸă Ÿğæ čæďđ ńđł ĲğŸĺąãł ŽăŸ ńđď ąŸ§ęćăąã ŸěăęćæŽđľđ ńđł ŸğęŻęńăąæńđńŸł ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§- čęç čĲńáŻęľđł. Ő ćæŽęł ĲåďŸă æńă ęă ğĺáěĲăł Ÿňńâł ľňďã§àł ňğęąĺçğńęňď őŸčđćęç ĲğăğâŻęň ćĲğńęčâĺĲăĲł ňćęğęåđľđł, Ĳďé ğŸĺáććđćŸ ŸğŸăńęçď čđ ğĺęŋŸďĲåł ńęğăąęçł ňğęćęŽăľčęçł ľńęňł ŻăąńňŸąęçł ŻăŸąæğńĲł. Śńđď ŻăŸńĺăŹã Ÿňńã, ĲğăŻăéąęňčĲ ďŸ ŸďŸćçľęňčĲ ŸąĺăŹâľńĲĺŸ ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ńâńęăàď ŸćŽęĺå§čàď ŽĲŋňĺéďęďńŸł âńľă ńę őáľčŸ čĲńŸěç ńđł §Ĳàĺđńăąãł ŸěăęćæŽđľãł ńęňł, ąŸă ńđł ğăę ĺĲŸćăľńăąãł ğĺęľâŽŽăľãł ńęňł ğęň ğĺęąçğńĲă čâľŸ Ÿğæ ńđď ąŸńŸďĲčđčâďđ ąŸă ŸľçŽőĺęďđ ňćęğęåđľã ńęňł. ŔŸĺęňľăáİęňčĲ Ÿğćęçł, Ÿććá ąęčŕęçł ąŸă ŸğęńĲćĲľčŸńăąęçł, ľňďŻăŸľńăąęçł ŸćŽæĺă§čęňł ŽăŸ ńđď ĲąńâćĲľđ ŸğŸăńęçčĲďàď ńęğăąéď ňğęćęŽăľčéď ľńęňł ŻăŸąæğńĲł, ŻăĲĺĲňďéďńŸł âńľă, ńđď ŸąĺăŹã ĲğãĺĲăŸ ńàď ňğęćęŽăľčéď Ÿňńéď ľńđď ąŸ§ęćăąã ŸğæŻęľđ ńâńęăàď ŸćŽęĺå§čàď. ŔĲĺăŽĺáŋęňčĲ Ĳğåľđł, âďŸ ďâę ľőãčŸ ğęň ğŸĺâőĲă âďŸď ąŸńŸďĲčđčâďę ąŸă ŸľçŽőĺęďę čđőŸďăľčæ ŽăŸ ńđď ňćęğęåđľđ ąá§Ĳ ŸćŽæĺă§čęň ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ğęň ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ.

Šâćęł, ĲğĲąńĲåďęňčĲ ńđ §ĲàĺåŸ ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł čĲ ĲğåńĲňěđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň, âńľă éľńĲ ďŸ ŻăŸğĺŸŽčŸńĲçĲńŸă ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł čĲńŸěç ŻăŸŋęĺĲńăąéď ľňďæŻàď ľńđď ğĲĺåğńàľđ Żăąńçàď ğęň ĲŽŽňéďńŸă ğęăæńđńŸ Ĳěňğđĺâńđľđł. Ę §ĲàĺåŸ čŸł ĲăľáŽĲă âďŸ ąęčŕæ ľőãčŸ ğęň ĲğăńĺâğĲă ńęď ąŸńŸčĲĺăľčæ ńęň Ĳçĺęňł İéďđł čĲńŸěç ŸďńŸŽàďăľńăąéď ąŸńŸďĲčđčâďàď ĲŋŸĺčęŽéď čĲ Źáľđ ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł. Šę ľőãčŸ Ÿňńæ ğŸĺâőĲă ńđ ŻňďŸńæńđńŸ ńđł čęďńĲćęğęåđľđł ńàď ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŻăŸŋęĺĲńăąéď ľňďæŻàď čâľà ńđł őĺãľđł ĲăŻăąéď ľňďŸĺńãľĲàď ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ńęň ęĺăľčęç Ĳďæł ďâęň ąĺăńđĺåęň ŻăŸąăęľçďđł ğęň ľâŹĲńŸă Ÿňńâł ńăł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ąŸă ńęď ŸğęńĲćĲľčŸńăąæ ňğęćęŽăľčæ ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď čĲ Źáľđ ńę ąĺăńãĺăę Ÿňńæ.

ŃáĺńăŸă ĲăŻęå

ŠŸ čĲŽŸćĲåŸ ďŸ ŋęŹáľŸă, à ŕňőã. ĽŸă ńĲł ŋăćęŻęěåĲł ľęň ďŸ ňğĲĺďăąãľĲăł Ÿď ŻĲď čğęĺĲåł, čĲ ŻăľńŸŽčæ ąŸă ğĺęŋňćáěĲăł ďŸ ńĲł Ÿąęćęň§Ĳåł. Ľă æľę Ĳčğĺęľńá ğĺęŹŸåďĲăł, ńæľę ĲěĲńŸľńăąã, ğĺęľĲąńăąã ďŸ ĲåľŸă

Ľă æńŸď §Ÿ ŋ§áľĲăł ľńđď Ÿąčã ľęň, ĽŸåľŸĺ ğăŸ, âńľă ğĲĺăàďçčęň Ÿď§ĺéğęň ľőãčŸ æńŸď ćáŹĲăł, ńæńĲ ąňĺåàł ğĺæľĲěĲ ľŸ ŹŽĲăł ľńęď Żĺæčęď âěà, ĲěęňľăŸľńãł ğĲĺåŹćĲğńęł čĲ ľňďęŻĲåŸ, Ÿď ńçőĲă ąŸă ğćđľăáľĲă Ÿğæ ńęď æőćę ąŸďâďŸł ĂĺńĲčåŻàĺęł, ğęň ŋâĺďĲă ŽĺáččŸ, ąŸă ćâŽĲă ŹăŸľńăąá \ČăáŹŸľĲ Ÿčâľàł ńęçńŸ, ĲåďŸă čĲŽáćŸ ğĺáŽčŸńŸ ğęň ľ’ĲďŻăŸŋâĺęňď", čđ ćĲåŕĲăł ďŸ ľńŸ§Ĳåł, čđ ćĲåŕĲăł ď’ ŸďŸŹáććĲăł ąá§Ĳ ęčăćåŸď ã ŻęňćĲăá, čđ ćĲåŕĲăł ńęňł ŻăŸŋæĺęňł ğęň őŸăĺĲńęçď ąŸă ğĺęľąňďęçď ďŸ ńęňł ğŸĺŸčĲĺåľĲăł (ńęňł ŹćâğĲăł ğăę ŸĺŽá), Ÿł ğĲĺăčâďĲă Ÿąæčđ ą’ đ ŚçŽąćđńęł Ÿňńã, ą’ Ĳň§çł ďŸ ńŸ ŽďàĺåľĲăł ńŸ ľęŹŸĺá ŽĺŸŋæčĲďŸ ńęň ĂĺńĲčăŻéĺęň

Ľ. ĽŸŹáŋđł, 1905{1915

ŔĺæćęŽęł

ŐćęąćđĺéďęďńŸł ńđ ŻăŻŸąńęĺăąã čęň ŻăŸńĺăŹã^1 §Ÿ ã§ĲćŸ ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà ğęććęçł ľňďĲĺŽáńĲł, ŋåćęňł ąŸă Žďàľńęçł ŽăŸ ńđď ŸďĲąńåčđńđ Źęã§Ĳăá ńęňł ľńđď Ĳąğćãĺàľđ ńàď ľńæőàď čęň.

ĽŸńŸĺőãď, §Ÿ ã§ĲćŸ ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà §Ĳĺčá ńęď ĲğăŹćâğęďńŸ ńđł ŻăŻŸąńęĺăąãł čęň ŻăŸńĺăŹãł ą. ŔŸçćę Śğňĺáąđ, ŽăŸ ńđ §ŸňčáľăŸ ąŸă ĲğęăąęŻęčăńăąã čŸł ľňďĲĺŽŸľåŸ Ÿňńá ńŸ ńĺăáčăľđ őĺæďăŸ. Ő ą. Śğňĺáąđł ĲåďŸă ŋęŹĲĺá ęěňŻĲĺąãł ąŸă ğęćç Ĳňőáĺăľńęł őŸĺŸąńãĺŸł. Ę ľňİãńđľđ čŸİå ńęň, âľńà ąŸă ŽăŸ čĲĺăąá ćĲğńá, čğęĺĲå ďŸ ŸďęåěĲă ęĺåİęďńĲł ğęň čęăáİęňď ŸďçğŸĺąńęă, Ĳďé Ÿąæčđ ąŸă ńę ğăę áľőđčę ďâę §Ÿ ńę ŸďńăčĲńàğåľĲă čĲ őŸčæŽĲćę. Šęď ĲňőŸĺăľńé æőă čæďę ŽăŸńå ŸğęńâćĲľĲ ŽăŸ čâďŸ âďŸď ŸěăęľâŹŸľńę ąŸ§đŽđńã ąŸă ĲğăŹćâğęďńŸ, Ÿććá ąŸă ŽăŸńå ğåľńĲŕĲ ľńăł ŻňďŸńæńđńĲł čęň, čĲ Ĳď§áĺĺňďĲ ąŸă čĲ ľńãĺăěĲ ąŸ§’ æćđ ńđď ğęĺĲåŸ ńđł ŻăŻŸąńęĺăąãł čęň ŻăŸńĺăŹãł, ąŸă čęň ľňčğŸĺŸľńá§đąĲ čĲ ńęď ąŸćçńĲĺę ŻňďŸńæ ńĺæğę ľĲ æćĲł ńăł ŻçľąęćĲł ľńăŽčâł. Ę ľńáľđ ńęň čĲ Źęã§đľĲ ďŸ Żà, ğàł §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ŸďńăčĲńàğåİà æńă âĺőĲńŸă ľńđď ĲğŸŽŽĲćčŸńăąã čęň İàã Ÿğćá, őŸĺęçčĲďŸ ąŸă ŸăľăæŻęěŸ. Ő ą. Śğňĺáąđł ŋĺæďńăľĲ Ĳğåľđł ďŸ čęň ğŸĺâőĲńŸă ŽĲďŸăæŻàĺŸ ęăąęďęčăąã ľńãĺăěđ æćŸ Ÿňńá ńŸ őĺæďăŸ. Šęň ęŋĲåćà âďŸ čĲŽáćę ĲňőŸĺăľńé ŽăŸ ńđď ğęćçğćĲňĺđ ňğęľńãĺăěã ńęň.

ŠŸ ŸğęńâćĲľčŸńŸ ğęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľńđ ŻăŸńĺăŹã Ÿňńã ĲåďŸă ŸğęńâćĲľčŸ ľňďĲĺŽŸľåŸł æőă čæďę čĲ ńęď ą. Śğňĺáąđ, Ÿććá čĲ âďŸď Ÿąæčđ ĲěŸåĺĲńę ąŸ§đŽđńã ąŸă ŋåćę, ńę Ńáĺăę ŃŸňĺęďăąæćŸ. Ő Ńáĺăęł čĲ Ĳď§áĺĺňďĲ ľđčŸďńăąá ľĲ æćĲł ńăł ĲğŸŽŽĲćčŸńăąâł čęň ŻĺŸľńđĺăæńđńĲł, ľńãĺăěĲ ńăł ŸğęŋáľĲăł čęň ąŸă ğęńâ ŻĲ čęň ľńâĺđľĲ őĺãľăčĲł ľňİđńãľĲăł ğęň čĲ Źęã§đľŸď ďŸ ŻăŸćĲňąáďà ńę Żĺæčę ğęň §âćà ďŸ Ÿąęćęň§ãľà ľńđď ĲğŸŽŽĲćčŸńăąã čęň İàã. ĞŸ ğĺâğĲă ďŸ ńęď ĲňőŸĺăľńãľà ĲăŻăąá ŽăŸ ńđď ŸďĲěáďńćđńđ ňğęčęďã ńęň ďŸ čĲ čá§Ĳă ďŸ ğŸĺęňľăáİà ľàľńá ńŸ ĲĺĲňďđńăąá čęň ŸğęńĲćâľčŸńŸ ąŸă ďŸ čĲ ğĲåľĲă æńă Ÿňńæ ĲåďŸă čâĺęł ńđł ĲĺĲňďđńăąãł ŻęňćĲăáł. ŔŸĺæńă ĲåčŸă ľåŽęňĺđ ğàł ŻĲď ńęď Źęã§đľŸ ğáďńŸ æľę âğĺĲğĲ ľńđď ğĺęľğá§Ĳăá ńęň Ÿňńã, ńĲćăąá ğăľńĲçà ã Ĳćğåİà ğàł, Ĳňńňőéł ŽăŸ čâďŸ, ńŸ ąŸńáŋĲĺĲ. ŐğęăŸŻãğęńĲ ăąŸďæńđńá čęň ďŸ Žĺáŋà ăąŸďęğęăđńăąá ńăł ĲĺĲňďđńăąâł čęň ĲĺŽŸľåĲł, ńđď ęŋĲåćà ľåŽęňĺŸ ľńđ Żăąã ńęň ğĺęľğá- §ĲăŸ. Ňăé§à ńňőĲĺã ğęň ĲåőŸ ŻåğćŸ čęň Żçę ńæľę ľđčŸďńăąęçł ĲğăľńãčęďĲł ďŸ čĲ Źęđ§ęçď ąŸă

1Ę âĺĲňďŸ ğęň ŻăĲěãő§Ĳă ľńđ ŻăŸńĺăŹã Ÿňńã âőĲă ňğęľńđĺăőńĲå Ÿğæ ńę ĎňĺàğŸäąæ ĎĺĲňďđńăąæ ESPRIT Ŕĺæ- ŽĺŸččŸ ALCOM-IT (ľňčŹæćŸăę # 20244).

ďŸ čĲ ąŸńĲň§çďęňď.

ĞŸ ã§ĲćŸ ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà Ĳğåľđł ńŸ čâćđ ńđł ńĺăčĲćęçł ľňčŹęňćĲňńăąãł Ĳğăńĺęğãł ą. Ŕ. Śğňĺáąđ, ą. Ł. Ľňĺęçľđ ąŸă ą. Ţ. Ňăąęćáęň ŽăŸ ńđ Źęã§ĲăŸ ńđď ęğęåŸ čęň ğĺęľâŋĲĺŸď ąŸă ŽăŸ ńđď ĲğęăąęŻęčđńăąã ľňďĲĺŽŸľåŸ ğęň ĲåőŸ čŸİå ńęňł, ąŸ§éł Ĳğåľđł ąŸă ńŸ ňğæćęăğŸ čâćđ ńđł ĲğńŸčĲćęçł ąĺăńăąãł Ĳğăńĺęğãł ą. Ĺ. ĆŸĺęŋŸćáąđ, ą. Ţ. ĽŸąćŸčáďđ, ą. Ń. ŃŸňĺęďăąæćŸ ąŸă ą. Ğ. ŔŸğŸ§ĲęŻéĺęň ŽăŸ ńăł ğęćç őĺãľăčĲł ľňčŹęňćâł ąŸă ńŸ ľőæćăŸ ńęňł.

ŚåŽęňĺŸ ŻĲď §Ÿ ĲåőŸ ąŸńŸŋâĺĲă ďŸ ŸďńĲğĲěâć§à ľńđď Ĳąğæďđľđ ńđł ŻăŻŸąńęĺăąãł Ÿňńãł ŻăŸńĺăŹãł, Ÿď ŻĲď ĲåőŸ ŸğęąńãľĲă ńę ŸğŸĺŸåńđńę ňğæŹŸ§ĺę ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńàď ğĺęğńňőăŸąéď čęň ľğęňŻéď ľńę ŠčãčŸ Ďğăľńãčđł ŞğęćęŽăľńéď ńęň ŔŸďĲğăľńđčåęň Ľĺãńđł. ĞŸ ã§ĲćŸ ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà ăŻăŸåńĲĺŸ ńęď ą. Ţĺãľńę Ňăąęćáęň, ğęň ãńŸď ąŸ§đŽđńãł ľńŸ ĲăľŸŽàŽăąá čęň čŸ- §ãčŸńŸ ľĲ ąŸńŸďĲčđčâďę ąŸă ğŸĺáććđćę ňğęćęŽăľčæ, Ÿććá ąŸă ňğĲç§ňďęł ńđł ęčáŻŸł ŔćĲăáŻĲł ńęň Ĺďľńăńęçńęň ŠĲőďęćęŽåŸł ąŸă ëĺĲňďŸł, ľńđď ęğęåŸ ľňččĲńĲåőŸ ŽăŸ Ĳďáčăľđ ğĲĺåğęň őĺæďę. ĞĲàĺé æńă đ Ĳčğćęąã čęň ľńđď ęčáŻŸ ŔćĲăáŻĲł ĲåďŸă čăŸ Ÿğæ ńăł ąŸćçńĲĺĲł ĲğŸŽŽĲćčŸńăąâł čęň ĲčğĲăĺåĲł ąŸă ĲňőŸĺăľńé ńęď ą. Ňăąęćáęň ŽăŸ čăŸ Ĳăćăąĺăďá ĲěŸăĺĲńăąã ľňďĲĺŽŸľåŸ.

ĞŸ ã§ĲćŸ ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà Ĳğåľđł ńę ŚŸĺáďńę ĽŸğăŻáąđ. Ő ŚŸĺáďńęł čĲ ľńãĺăěĲ ŸĺąĲńá ľńđď ŸğæŋŸľđ čęň ďŸ ľňďĲőåľà čĲ ńăł čĲńŸğńňőăŸąâł čęň ľğęňŻâł. Šęď ľąâŋńęčŸă ľňőďá čĲ ľĲŹŸľčæ ąŸă ďăé§à ńđď ŸďáŽąđ ďŸ ńęď ĲňőŸĺăľńãľà §Ĳĺčá ŽăŸ ńđ ľňčğŸĺáľńŸľđ, ńđ Źęã§ĲăŸ ąŸă ńđ ŋăćåŸ ńęň.

ĎňőŸĺăľńé Ĳğåľđł ńęňł ąŸ§đŽđńâł ą. Ĺ. ĆŸĺęŋŸććáąđ, ą. Ţ. ĽŸąćŸčáďđ, ą. Ğ. ŠľŸąŸćåŻđ, ąŸă ą. Ď. ŃŸĺąáńę ŽăŸ ğęććâł ĲğęăąęŻęčđńăąâł ľňİđńãľĲăł ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńàď čĲńŸğńňőăŸąéď ã ńàď ğĺęğńňőăŸąéď čęň ľğęňŻéď. ĹŻŸåńĲĺŸ ĲňőŸĺăľńé ńęď ą. ŠľŸąŸćåŻđ ğęň čĲ Źęã§đľĲ ďŸ Źĺà ńę ŽĺŸŋĲåę ľńę ęğęåę ŻęňćĲçà ńŸ ńĲćĲňńŸåŸ Żçę őĺæďăŸ. ĞŸ ã§ĲćŸ Ĳğåľđł ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà ńę Ĺďľńăńęçńę ŠĲőďęćęŽåŸł ŞğęćęŽăľńéď ğęň čęň ğŸĺĲåőĲ ăľőňĺã ňğęľńãĺăěđ ľĲ ńŸěåŻăŸ ąŸă ňğęćęŽăľńăąęçł ğæĺęňł ąŸ§’ æćđ ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńàď čĲńŸğńňőăŸąéď čęň ľğęňŻéď.

ĂďĲąńåčđńđ ĲåďŸă, ľĲ æćđ ńđ ŻăŸŻĺęčã ńđł İàãł čęň, đ ľňčŹęćã ńđł ęăąęŽâďĲăáł čęň, ľńđď ęğęåŸ đ ŻăŸńĺăŹã Ÿňńã ĲåďŸă ŸŋăĲĺàčâďđ. Ę čŸčá čęň ŻĲď §Ÿ ğáŕĲă ğęńâ ďŸ ĲåďŸă đ ğăę Žćňąăá çğŸĺěđ ńđł İàãł čęň. Šđď ŸŽŸğé ąŸă ńđ §Ÿňčáİà ŽŸăńå ğáďńęńĲ ľńđ İàã ńđł Ÿąęćęň§Ĳå ńę Żĺæčę ńđł ąŸĺŻăáł ńđł. Ő čğŸčğáł čęň, ğĲĺăľľæńĲĺę ęĺ§ęćęŽăľńãł ĲåďŸă Ÿćã§ĲăŸ, âőĲă âďŸ

§ŸňčŸľńæ ńĺæğę ďŸ ąĺŸńáĲă ăľęĺĺęğåĲł. Šęď ŸŽŸğé ąŸă ńęď ľâŹęčŸă ŽăŸńå ğęććâł ŋęĺâł čęň âőĲă ŸďęåěĲă Żĺæčęňł ğęň âčęăŸİŸď ąćĲăľńęå ąŸă čĲ âőĲă ąáďĲă ďŸ Żà ńđ İàã ğęćňŻăáľńŸľńŸ. ĎåďŸă ąŸă ęă Żçę ńęňł ňğâĺęőęă ąŸă ńęňł ĲňőŸĺăľńé ŹŸ§ăá ŽăŸ ńđď ŸďŸďńăąŸńáľńŸńđ ľňčŹęćã ńęňł ľńđ İàã čęň. ŠŸ ŸŻâĺŋăŸ čęň ąŸńâőęňď Ĳğåľđł ěĲőàĺăľńã §âľđ ľńđď ąŸĺŻăá čęň. Ľęďńá ńęňł čğęĺé ďŸ ĲåčŸă ę Ÿćđ§ăďæł čęň ĲŸňńæł. Ő čĲŽáćęł ŸŻĲĺŋæł čęň ĲåďŸă ğćâęď âďŸł ľęŹŸĺæł ćęŽăľńãł ąŸă âőęňčĲ ěĲőáľĲă ĲćŸŋĺéł ńŸ ğŸćăá ąŸćá ŚŸŹŹŸńęąçĺăŸąá čŸł ľńđď ĽŸćŸčáńŸ ã ľńđď ŔáńĺŸ. Ő čăąĺæł (ğâďńĲ őĺæďăŸ čăąĺæńĲĺæł čęň) ĲåďŸă ŋęăńđńãł ľńđď Ă§ãďŸ. ŁŸńĺĲçà ŋňľăąá ďŸ ńęď ĲğăľąâğńęčŸă ąŸă ğĲĺďáà čŸİå ńęň ğęćç æčęĺŋŸ. Ńęň §ňčåİĲă ńŸ ŋęăńđńăąá čęň őĺæďăŸ ąŸă čĲ ľňŽąăďĲå. ëőĲă Ÿąæčđ ńđď ŸąŸńŸčáőđńđ ŸŽďæńđńŸ ńđł đćăąåŸł ńęň ąŸă ľåŽęňĺŸ âďŸ ńĺăãčĲĺę čŸİå ńęň ĲåďŸă ŸĺąĲńæ ŽăŸ ďŸ §ňčđ§é ąŸă ďŸ Žňĺåľà ľńđď đćăąåŸ ńàď ŻĲąŸęőńé čęň őĺæďàď. Šę ľğåńă ńęň ĲåďŸă ŽăŸ čâďŸ âďŸ ŋăćăąæ ćăčŸďáąă ŽăŸ ąá§Ĳ ĲåŻęňł ąŸąęąŸăĺăá. Šęňł ĲňőŸĺăľńé áğĲăĺŸ ŽăŸ ńđď ŸŽáğđ ńęňł, ńđ ľňčğŸĺáľńŸľđ ńęňł ąŸă ńăł ňğâĺęőĲł ľńăŽčâł ğęň čęň őŸĺåİęňď. Ő ğŸğğęçł ąŸă đ ŽăŸŽăá čęň čĲ ąáďęňď ďŸ ďăé§à æńă Ÿąæčđ ąŸă ľńđď đćăąåŸ ńàď ĲďĲďãďńŸ ęőńé őĺæďàď, đ İàã čğęĺĲå ďŸ âőĲă ŸěåŸ æńŸď ąáğęăęł ěâĺĲă ďŸ ľňčğĲĺăŋâĺĲńŸă čĲ ŸěăęğĺâğĲăŸ. Šęňł ĲňőŸĺăľńé ğęň čęň őŸĺåİęňď Ÿňńæ ńę ňğâĺęőę ľňďŸåľ§đčŸ. Ę ŸŽáğđ ąŸă đ İĲľńŸľăá ńđł ęăąęŽâďĲăáł čęň, čęň ğŸĺâőĲă ńĺęčĲĺã ŸľŋáćĲăŸ ąŸă čĲ ŽĲčåİĲă ŸňńęğĲğęå§đľđ, őŸĺŸąńđĺăľńăąá ğęň âőęňď ľńŸ§Ĳå ňğĲĺŹęćăąá őĺãľăčŸ ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńàď ľğęňŻéď čęň.

ČĲď §Ÿ ğŸĺŸćĲåŕà ŋňľăąá ďŸ ŸďŸŋâĺà ğęććęçł ŋåćęňł ąŸă Žďàľńęçł ğęň âőęňď čęăĺŸľńĲå čŸİå čęň æčęĺŋĲł ľńăŽčâł ąŸă âőęňď ŻéľĲă ďæđčŸ ľńđ İàã čęň. ĞŸ ã§ĲćŸ ąŸńŸĺőãď ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà ńđ ŃŸĺåŸ Ľęňńľęňčğęç ŽăŸ čăŸ čĲŽáćđ ŋăćåŸ ğĲĺăľľæńĲĺàď ńàď ęőńé őĺæďàď. Ę ŃŸĺåŸ §Ÿ ĲåďŸă ğáďńŸ ŽăŸ čâďŸ ąáńă ğĲĺăľľæńĲĺę Ÿğæ ŋåćđ, ąŸă ğŸĺæńă ŻĲď ĲğăąęăďàďęçčĲ ľňőďá ńĲćĲňńŸåŸ, ŻĲď §Ÿ ğáŕĲă ğęńâ ďŸ ĲåďŸă čâľŸ čęň ąŸă ĲçőęčŸă ďŸ ĲåďŸă ğáďńŸ Ĳňńňőăľčâďđ. Ę ĽęçćŸ ĽàďľńŸďńăďåŻęň ĲåďŸă ľňďáŻĲćŋęł ąŸă ŋåćđ. ĎåďŸă ğáďńŸ ŻåğćŸ čęň, âőęňčĲ čęăĺŸľńĲå ńŸ ŋęăńđńăąá čŸł őĺæďăŸ ąŸă ĲåčŸľńĲ ŸĺąĲńá ŻĲčâďĲł. Šđď ĲňőŸĺăľńé ŽăŸ ńđ Źęã§ĲăŸ ąŸă ńđ ľňčğŸĺáľńŸľã ńđł æćŸ Ÿňńá ńŸ őĺæďăŸ. Ő Ćăáďďđł Ľęçĺńđł ĲåďŸă âďŸł Ÿąæčđ ŋåćęł Ÿğæ ńŸ ŋęăńđńăąá őĺæďăŸ. ëőęňčĲ ğĲĺáľĲă ŸěâőŸľńĲł ľńăŽčâł čŸİå ąŸă ŸńĲćĲåàńĲł éĺĲł ľňİđńãľĲàď ŽăŸ ŹăŹćåŸ, ąăďđčŸńęŽĺáŋę ąŸă ŸďŸńęćăąâł ŋăćęľęŋåĲł. Ę Ďćâďđ ąŸă đ ĽàďľńŸďńåďŸ ĲåďŸă Ÿğæ ńăł ğăę ńĺĲćâł ğŸĺâĲł ğęň âąŸďŸ ľńę ĘĺáąćĲăę. ŚåŽęňĺŸ ĲåďŸă đ ąŸćçńĲĺđ ĲğăćęŽã ŽăŸ ŻăŸąęğâł ąŸă ŽăŸ ńĺĲćá ŚŸŹŹŸńęąçĺăŸąŸ ľńđď Ă§ãďŸ ąŸă ŋňľăąá čęň őŸĺåİĲă ğáĺŸ ğęćç čĲŽáćđ őŸĺá ďŸ čĲ ĲğăľąâğńęďńŸă. Ę Ďçđ ĲåďŸă čăŸ Ÿğæ ńăł ąŸćçńĲĺĲł ŋåćĲł čęň. ĎåďŸă ľőĲŻæď đ čęďŸŻăąã čęň ğŸĺâŸ æńŸď ąŸńĲŹŸåďà ľńđď ĽŸćŸčáńŸ ąŸă ľåŽęňĺŸ ğĲĺďáčĲ ąŸćá æńŸď ĲåčŸľńĲ čŸİå. Ę ŚęŋåŸ ĲåďŸă Ĳğåľđł âďŸ ąęĺåńľă ğęň ŸŽŸğé ğęćç ąŸă ńđď ĲňőŸĺăľńé ŽăŸ ńđď ŸŽáğđ ąŸă ńđ ŋăćåŸ ńđł. Ę ĆăéńŸ, Ÿď ąŸă ćĲåğĲă ğĲĺăľľæńĲĺę Ÿğæ ńĺåŸ őĺæďăŸ ľńđď ĂŽŽćåŸ, ąŸńŸŋâĺďĲă ďŸ ĲåďŸă ğáďńŸ ąęďńá čęň æńŸď ńđ őĺĲăáİęčŸă ąŸă ğăľńĲçà ğàł đ ŋăćåŸ čŸł ŻĲď §Ÿ ğáŕĲă ğęńâ ďŸ ĲåďŸă İĲľńã.

ŚńŸ ńĺăáčăľđ őĺæďăŸ ğęň ĲåčŸă ľńđď ŔáńĺŸ âőà ŽďàĺåľĲă ğęććęçł ĲďŻăŸŋâĺęďńĲł Ÿď§ĺéğęňł. ŃĲńŸěç ńęňł ę ĄŸŽŽâćđł, ę Ţĺãľńęł, ę ĄŸľåćđł ąŸă đ ĽŸńĲĺåďŸ, ę Čđčãńĺđł ąŸă đ Ąåąň. Ő ĄŸŽŽâćđł ĽŸğęçćŸł ĲåďŸă Ÿğæ ńęňł ğĺéńęňł ŋåćęňł ğęň âąŸďŸ ĲŻé. Ę çğŸĺěđ ńęň, âąŸďĲ ľåŽęňĺŸ ńđ ŻăŸčęďã čęň ľńđď ŔáńĺŸ ľŸŋéł ğăę Ĳçąęćđ ąŸă Ĳňőáĺăľńđ. Šęď ĲňőŸĺăľńé ğęćç ŽăŸ ńđ ŋăćåŸ ńęň. ĎăŻăąá ĲňőŸĺăľńé Ĳğåľđł ńđď ĽŸńĲĺåďŸ. ĎåďŸă Ÿğæ ńăł ąęğâćĲł ğęň ŸŽŸğé ğęćç ąŸă ğáďńŸ §Ÿ §Ĳàĺé ŋåćđ čęň ąŸă ćňğáčŸă ğęň ńęď ńĲćĲňńŸåę ąŸăĺæ âőęňčĲ őŸ§Ĳå. Ę ĽŸńĲĺåďŸ âőĲă âďŸ ŋęŹĲĺæ ńĺæğę ďŸ čĲ ąáďĲă ďŸ ďăé§à ąęďńá ńđł İĲľńŸľăá. ĎçőęčŸă ďŸ ĲåďŸă ğáďńŸ Ĳňńňőăľčâďđ ľńđ İàã ńđł.

ĞŸ ã§ĲćŸ ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà Ĳğåľđł ńęňł Ÿąæćęň§ęňł ľňďáŻĲćŋęňł/ŋåćęňł: ĄŸľåćđ ŃáčŸćđ, Ňńåďę Ăďńàďã, ŔŸçćę ĎŋĺŸăčåŻđ, Adrian Ghiaus, Thomas Romke, ĘćåŸ ŚńŸňĺæğęňćę, Ńđďá Ľęňćđľăáďđ, Ćăáďďđ ĽŸĺŸŽăáďďđ, ĆăéĺŽę ŔĲďńáĺđ, ŃŸĺåŸ ĂďŻĺâęň, Ąåąň ŔŸğŸŻęğęçćęň, ĽéľńŸ ŢŸńİã, Śğçĺę ĽęďńęŽăáďďđ ąŸă Čđčãńĺđ Ťàńáąđ, ąŸ§éł Ĳğåľđł ąŸă ńęňł Śàńãĺđ ąŸă Ďăĺãďđ ŇăąęćĲńľâŸ, Ćăáďďđ ąŸă Šİâďđ ŚńŸčŸńåęň, ĄŸľåćđ ŠŸčğŸąá ąŸă ŠęçćŸ Ŕáďńİăęň. Ňăé§à ńđď ŸďáŽąđ ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà ĲăŻăąá ńę ĄŸľåćđ ŃáčŸćđ. Ő ĄŸľåćđł ĲåďŸă ę ąŸćçńĲĺęł čęň ŋåćęł ľńđď ŔáńĺŸ ąŸă §Ĳàĺé ńęď ĲŸňńæ čęň ńňőĲĺæ ğęň ĲåőŸ ńđď ĲňąŸăĺåŸ ďŸ ńęď Žďàĺåľà. ĎåďŸă âďŸ ĲěŸăĺĲńăąæ ğŸăŻå ğęň ğáďńŸ §Ÿ ŸŽŸğé, §Ÿ ľâŹęčŸă ąŸă §Ÿ âőà čâľŸ ľńđď ąŸĺŻăá čęň. Ę ćâěđ ĲňőŸĺăľńé ŻĲď ĲåďŸă ŸĺąĲńã ŽăŸ ďŸ ĲąŋĺáľĲă ńŸ ľňďŸăľ§ãčŸńŸ ğęň ďăé§à ŽăŸ ńđď Ÿčâĺăľńđ ňğęľńãĺăěã ńęň ąŸă ńđ ŋăćåŸ ńęň.

ĹŻăŸåńĲĺđ ŸŽáğđ ďăé§à Ĳğåľđł ŽăŸ ńęňł \čăąĺęçł" čęň, æğàł čęň ŸĺâľĲă ďŸ ŸğęąŸćé ńęňł ğâďńĲ ŋęăńđńâł čĲ ńęňł ęğęåęňł ľňďĲĺŽáľńđąŸ ĲåńĲ ľĲ ŻăáŋęĺŸ âĺŽŸ, ĲåńĲ ĲĺĲňďđńăąá ńŸ ńĺăáčăľđ Ÿňńá őĺæďăŸ, ńęňł ęğęåęňł ąŸă ŸďŸŋâĺà čĲ ŸćŋŸŹđńăąã ľĲăĺá: êďďŸ ĎňćęŽđčâďęň, ŔŸďŸŽăéńđł ĚŸĺŸŋĲåŻđł, êďďŸ ĚęçĺŸ, ĆăéĺŽęł Ńęňĺąęçľđł ąŸă ĄŸľåćđł ŠľăŹęňĺáąđł. ĹŻăŸåńĲĺŸ ĲňőŸĺăľńé ńęňł ĆăéĺŽę ąŸă ĄŸľåćđ, čĲ ńęňł ęğęåęňł ľňďĲĺŽáľńđąŸ ğăę ľńĲďá ľńŸ ğćŸåľăŸ ĲğåŹćĲŕđł ńđł ŻăğćàčŸńăąãł ńęňł ąŸă ńęňł ęğęåęňł §Ĳàĺé æőă čæďę Ÿďńáěăęňł ľňďŸŻâćŋęňł Ÿććá ąŸă ąŸćęçł ŋåćęňł.

Šâćęł, §Ÿ ã§ĲćŸ ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà §Ĳĺčá ńđ Łåćđ ŔŸğŸŻđčđńĺåęň ąŸă ńęď ŔŸçćę ŁáńńŸ. ĎåďŸă ąŸă ęă Żçę ğęćç ąęďńăďęå čęň ŋåćęă ąŸă ńęňł ŸŽŸğé ğęćç. Ę Łåćđ ĲåďŸă ę ğăę İàďńŸďæł ąŸă Ĳňőáĺăľńęł áď§ĺàğęł ğęň âőà ŽďàĺåľĲă ğęńâ. ŃĲ ěĲľđąéďĲă ğáďńŸ ąŸă ğĺęľğŸ§Ĳå ďŸ čĲ ğĲåľĲă ğàł đ İàã ŻĲď ĲåďŸă čæďę ŻęňćĲăá. Šđď ĲňőŸĺăľńé ŽăŸ ńđď ŸńĲćĲåàńđ ňğęčęďã ğęň âőĲă ŻĲåěĲă ľńđ ŋăćåŸ čŸł. Ő ŔŸçćęł ĲåďŸă ę čĲŽŸćçńĲĺęł ęĺ§ęćęŽăľńãł ńđł Ĳğęőãł čŸł ąŸă čáććęď âőęňčĲ čĲŽáćĲł ŻăŸŋęĺâł ľńę őŸĺŸąńãĺŸ čŸł, Ÿććá ńęď ŸŽŸğé ğęćç ąŸă ńęď §Ĳàĺé âďŸď Ÿğæ ńęňł ąŸćçńĲĺęçł čęň ŋåćęňł. ŃŸİå ńęň §Ÿ ľňİđńãľà ŽăŸ ğęćăńăąã, ăľńęĺåŸ, ńâőďĲł, ćęŽęńĲőďåŸ ąŸă ğęåđľđ. Šęď ĲňőŸĺăľńé ğęň čĲ Źęã§đľĲ ďŸ Ĳďńĺňŋãľà ľńđď čŸŽĲåŸ ńđł ğęåđľđł ąŸă ğăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ ďŸ ŸďŸąŸćçŕà ğæľę ňğâĺęőęł ğęăđńãł ĲåďŸă ę ĽŸŹáŋđł.

ŔŸďŸŽăéńŸ ŤŸńęçĺęň ŔáńĺŸ, Ĺęçďăęł 1999

ŔĲĺăĲőæčĲďŸ

1 ĎăľŸŽàŽã 17 1.1 ĆĲďăąá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.2 ŁĲğńęčĲĺãł ŔĲĺăŽĺŸŋã . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 1.3 ŚőĲńăąâł ĎĺŽŸľåĲł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 1.4 ŐĺŽáďàľđ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

I Ńęďńâćę ĎĺŽŸľåŸł ąŸă ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł 37

2 ŃŸ§đčŸńăąâł ĞĲčĲćăéľĲăł 38 2.1 ŃŸ§đčŸńăąã ŚňčŹęćęŽĺŸŋåŸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 2.2 ŚňďŸĺńãľĲăł Ďďđčâĺàľđł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 2.2.1 Ę Śňďáĺńđľđ ĂňěãľĲàł ąŸă ńę ĂďŸľőđčŸńăľńăąæ ČăáďňľčŸ ĂňěãľĲàł . . 39 2.2.2 Ę Śňďáĺńđľđ ŃĲăéľĲàł ąŸă ńę ĂďŸľőđčŸńăľńăąæ ČăáďňľčŸ ŃĲăéľĲàł . 44 2.2.3 ĹŻăæńđńĲł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 2.3 Şćęğęåđľđ ńàď ŚňďŸĺńãľĲàď Ďďđčâĺàľđł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 2.3.1 ĽéŻăąŸł ŽăŸ ńđ Śňďáĺńđľđ ĂňěãľĲàł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 2.3.2 ĽéŻăąŸł ŽăŸ ńđ Śňďáĺńđľđ ŃĲăéľĲàł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 2.4 Šę ĆĲďăąĲňčâďę ŔĺæŹćđčŸ ĎğăćęŽãł Ľęňğęďăéď . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3 Ńęďńâćę 77 3.1 Čåąńňę, ŚçďęŻęă ąŸă ČăŸďçľčŸńŸ Řň§čéď ŃĲńáŻęľđł . . . . . . . . . . . . . . . 77

ŔĎŘĹĎŢŐŃĎŇĂ 13 3.2 ČăąŸăęľçďđ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 3.3 ĎďĲĺŽâł ŚňďŻâľĲăł, ĎďĲĺŽâł Ăąčâł ąŸă ĽęĺĲľčâďĲł Ăąčâł ŃâŽăľńęň Řň§čęç ŃĲńáŻęľđł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 3.4 ĹľęčĲĺåŻăę ąŸă Ďćáőăľńę ĹľęčĲĺåŻăę . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 3.5 ŔĺáěĲăł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 3.6 ČĺęčęćęŽđńâł, ĂğĲďĲĺŽęğęăđńâł ąŸă ĂćŽæĺă§čęă . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 3.6.1 ČĺęčęćęŽđńâł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 3.6.2 ĂğĲďĲĺŽęğęăđńâł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 3.6.3 ĂćŽæĺă§čęă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 3.7 ĎąńĲćâľĲăł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 3.8 ŔęćňğćęąæńđńŸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 4 ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł 98 4.1 Ăąčâł Śňčŋæĺđľđł ąŸă Ăąčâł Ďćáőăľńęň ĹľęčĲĺăŻåęň . . . . . . . . . . . . . . . 98 4.2 ĂğĲďĲĺŽęğęăđńâł Śňčŋæĺđľđł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 4.3 ĹŻăæńđńĲł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 4.3.1 ĹŻăæńđńŸ ĂçěęňľŸł ŃęďęńęďåŸł ńęň ĹľęčĲĺăŻåęň . . . . . . . . . . . . . . 101 4.3.2 ĹŻăæńđńŸ ŚńŸ§ĲĺæńđńŸł ńàď Ăąčéď Śňčŋæĺđľđł . . . . . . . . . . . . . . 103 4.3.3 ĹŻăæńđńŸ ŚńŸ§ĲĺæńđńŸł ńàď Ăąčéď Ďćáőăľńęň ĹľęčĲĺăŻåęň . . . . . . . . 106 4.3.4 ĹŻăæńđńĲł ŠĲĺčŸńăľčęç ńàď ĂćŽęĺå§čàď Śňčŋæĺđľđł . . . . . . . . . . . 107

II Őğńăčăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă 111

5 Šę Őğńăčăľńăąæ Ńęďńâćę 112 5.1 Ę Ŕĺáěđ Ďďđčâĺàľđł Update . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 5.1.1 ĂňěãľĲăł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 5.1.2 ŃĲăéľĲăł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 5.1.3 Ŕĺáěđ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 5.2 Ę ŔŸĺáććđćđ Ŕĺáěđ Ďďđčâĺàľđł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

ŔĎŘĹĎŢŐŃĎŇĂ 14

6 Őğńăčăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł 120 6.1 ĹŻăæńđńĲł ńàď Ăąčéď Ďćáőăľńęň ĹľęčĲĺăŻåęň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 6.2 ĹŻăæńđńĲł ŠĲĺčŸńăľčęç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 7 Ľáńà ŐĺăŸ 126 7.1 ŃăŸ ĆĲďăąã ĽŸńŸľąĲňã Čăąńçęň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 7.1.1 ĽŸńŸľąĲňã . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 7.1.2 ŔŸĺáŻĲăŽčŸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 7.1.3 Ăğćâł ĹŻăæńđńĲł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 7.2 ŇńĲńĲĺčăďăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă Ţàĺåł Ćďéľđ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 7.3 ŇńĲńĲĺčăďăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă čĲ ŃĲĺăąã Ćďéľđ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

8 Aďà ŐĺăŸ 218 8.1 ŇńĲńĲĺčăďăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă Ţàĺåł Ćďéľđ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218 8.2 Ŕă§Ÿďęńăąęå ĂćŽæĺă§čęă Ţàĺåł Ćďéľđ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 8.3 ĂćŽæĺă§čęă čĲ Ŕćãĺđ Ćďéľđ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221

9 ĽŸńŸďĲčđčâďđ Şćęğęåđľđ 223

III ĂćŽæĺă§čęă ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď 229

10 ČăąŸăęľçďđ ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď 230 10.1 ŔĺęńĲĺŸăæńđńĲł ąŸă ŚňďŸĺńãľĲăł Ăďá§Ĳľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď . . . . . . . . . . . . 230 10.2 ČåąŸăę ČăáďňľčŸ Řň§čéď ŃĲńáŻęľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď . . . . . . . . . . . . . . 231 10.3 ĹŻăæńđńŸ ĎğáĺąĲăŸł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232 10.4 Ďěåľàľđ ČăąŸăęľçďđł ŃĲŽåľńęň-ĎćŸőåľńęň ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď . . . . . . . . . . . 233 10.5 ĹľęčĲĺåŻăę ŔĺęńĲĺŸăæńđńŸł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

11 ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď 242 11.1 Ăąčâł ąŸă ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď . . . . . . . . . . . . . . . . 242

ŔĎŘĹĎŢŐŃĎŇĂ 15

11.2 ĹŻăæńđńŸ ĂçěęňľŸł ŃęďęńęďåŸł ńęň ĹľęčĲĺăŻåęň ŔĺęńĲĺŸăæńđńŸł . . . . . . . . . 245 11.3 ĹŻăæńđńĲł ŚńŸ§ĲĺæńđńŸł ńàď Ăąčéď Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď . . . . . . . . 246 11.4 ĹŻăæńđńŸ ŚńŸ§ĲĺæńđńŸł Ăąčéď Ďćáőăľńęň ĹľęčĲĺăŻåęň ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď . . . . . 251 11.5 ĹŻăæńđńĲł ŠĲĺčŸńăľčęç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 11.5.1 ĽęĺĲľčâďĲł Ăąčâł ŃâŽăľńđł ŔĺęńĲĺŸăæńđńŸł . . . . . . . . . . . . . . . 252 11.5.2 ëěęŻęł ĂćŽęĺå§čàď Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď . . . . . . . . . . . . 255

12 Őğńăčăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď 257 12.1 Ę Ŕĺáěđ Ďďđčâĺàľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257 12.2 ĹŻăæńđńĲł Ăąčéď Ďćáőăľńęň ĹľęčĲĺăŻåęň ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď . . . . . . . . . . . . . 262 12.3 ĹŻăæńđńĲł ŠĲĺčŸńăľčęç ńàď Őğńăčăľńăąéď ĂćŽęĺå§čàď Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăę- ńãńàď . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266 12.4 ĎěĲăŻăąĲňčâďęă Őğńăčăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď . . . . . . 270

ĎğåćęŽęł 273

ŔåďŸąŸł ŚňčŹæćàď 277

ŚőãčŸńŸ 2-1 Ę ľňďáĺńđľđ IUpdate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 2-2 Ę ľňďáĺńđľđ DUpdate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 3-1 ëďŸ Ÿğćæ Żåąńňę . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 3-2 ĞâčŸńŸ ŻăąŸăęľçďđł ľńđď ąŸńŸďęčã Ĳçĺęňł İéďđł ľĲ âďŸ Żåąńňę čĲ ńâľľĲĺăł ľňďæŻęňł ąŸă ńĺĲăł ľňďŻâľčęňł. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5-1 Čåąńňę čĲ âďŸď ľçďŻĲľčę ąŸă ğâďńĲ ľňďæŻęňł. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 5-2 ŔŸĺáŻĲăŽčŸ Żăąńçęň ľńę ęğęåę đ Update ĲąńĲćĲåńŸă. . . . . . . . . . . . . . . . . 116 5-3 ŔŸĺáŻĲăŽčŸ Żăąńçęň ľńę ęğęåę đ CUpdate ĲąńĲćĲåńŸă. . . . . . . . . . . . . . . . 117 5-4 ĎąńâćĲľđ ńđł CUpdate ľńę Żåąńňę ńęň ğĺęđŽęçčĲďęň ľőãčŸńęł. . . . . . . . . . 118 5-5 ŔŸĺáŻĲăŽčŸ Żăąńçęň ľńę ęğęåę đ ĲąńâćĲľđ ńđł CUpdate ĲğăŋâĺĲă ğĺęŹćãčŸńŸ ľňŽőĺęďăľčęç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 7-1 Šę Żåąńňę G(Elev) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 7-2 ĄãčŸńŸ ĲąńâćĲľđł ńęň ŸćŽęĺå§čęň Elev ľńę Żåąńňę G(Elev) . . . . . . . . . . . . 216

10-1 ëďŸ Żåąńňę ğęň ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ âďŸ ľçďŻĲľčę. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232

12-1 ĂďŸľąæğđľđ Žďàľńéď (ğęćňàďňčăąéď) ąáńà ąŸă áďà ęĺåàď ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ŽăŸ ęğńăčăľńăąęçł ŸćŽęĺå§čęňł ĲćâŽőęň ĺęãł . . . . . . . . . . . . . . 274

ĽĲŋáćŸăę 1

ĎăľŸŽàŽã

1.1 ĆĲďăąá

Ŕęććá čęďńâĺďŸ ŻåąńňŸ Ĳğăąęăďàďăéď, æğàł ńŸ ATM [72] ąŸă ńę PARIS [16], őĺđľăčęğęăęçď ľňďŻâľĲăł, ğęň ęďęčáİęďńŸă ľçďęŻęă, ŽăŸ ńđ čĲńáŻęľđ ğćđĺęŋęĺăéď (ŻĲåńĲ, ğ.ő., [72, ĎďæńđńŸ 2.2.1 & ĽĲŋáćŸăę 5]). Šňğăąá, ľĲ ąá§Ĳ ľçďŻĲľđ čĲńŸěç Ĳďæł ąæčŹęň ğđŽãł ąŸă Ĳďæł ğĺęęĺăľčęç ŸďŸńå§ĲńŸă, ğĺăď Ÿğæ ńđď Ĳąąåďđľđ čĲńáŻęľđł ńàď ŻĲŻęčâďéď ńđł, čăŸ ľńŸ§Ĳĺã ŻăŸŻĺęčã ľńę Żåąńňę ąŸă âďŸł ĺň§čæł čĲńáŻęľđł. ĆăŸ ńâńęăŸ ŻåąńňŸ ğęň ňğęľńđĺåİęňď ľňďæŻęňł, §âčŸńŸ ĲćâŽőęň ĺęãł ĲčŋŸďåİęďńŸă æńŸď ğĲĺăľľæńĲĺĲł Ÿğæ čăŸ ľçďęŻęă ğĺâğĲă ďŸ ŻĺęčęćęŽđ§ęçď ńŸňńæőĺęďŸ čâľŸ Ÿğæ ńęď åŻăę ľçďŻĲľčę, Ĳďé ğŸĺáććđćŸ čğęĺĲå ďŸ ňğáĺőęňď ŻăŸŋæĺàď ĲăŻéď ğĲĺăęĺăľčęå ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł čĲńŸěç ęğęăàďŻãğęńĲ ŽĲăńęďăąéď ľňďæŻàď. Šâńęăęă ğĲĺăęĺăľčęå ľňďã§àł ğĺęąçğńęňď ćæŽà ğĲĺăęĺăľčâďęň Ĳçĺęňł İéďđł ńàď ŋňľăąéď ľňďŻâľčàď, ã ćæŽà ğĲĺăęĺăľčéď ńęň ňćăąęç ńàď ŻăąńňŸąéď ŻăŸąęğńéď (ŻĲåńĲ, ğ.ő., [6, 8, 12, 57, 72]). Ő ĺæćęł ńàď čđőŸďăľčéď ĲćâŽőęň ĺęãł ĲåďŸă ďŸ ğĺęćŸčŹáďęňď ńđď ŸğéćĲăŸ ğŸąâńàď ğćđĺęŋęĺăéď ąŸă ńđď ňğĲĺŋæĺńàľđ ńàď őéĺàď ĲďŻăáčĲľđł Ÿğę§ãąĲňľđł, ğęň čğęĺĲå ďŸ ğĺęąćđ§Ĳå ćæŽà ńđł ňŕđćãł őĺãľđł ńàď ľňďŻâľčàď ã ńęň ňćăąęç ńęň Żăąńçęň.

Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, ęă ŸćŽæĺă§čęă ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ğĺęľŸĺčæİęňď ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ŻăŸŋæĺàď ľňďæŻàď ąŸ§æćę ńę čęďęğáńă ńęňł, čĲ ľńæőę ńđ ŹĲćńăľńęğęåđľđ ńđł őĺãľđł ŻăąńňŸąéď ğæĺàď ąŸă ńđď ĲğåńĲňěđ ąáğęăŸł čęĺŋãł Żă-

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 18

ąŸăęľçďđł čĲńŸěç ńàď ľňďæŻàď ([1, 6, 12, 29, 32, 33, 40]). Ę ğĺęľâŽŽăľđ Ÿňńã âőĲă ŸğęŻĲăőńĲå ĲěŸăĺĲńăąá Ĳćąňľńăąã ćæŽà ńđł Ÿğćæńđńáł ńđł ąŸă ńàď čâńĺăàď ŸğŸăńãľĲàď ńđł ľĲ ňćăąæ Ÿďá ăŻĲŸńã ľçďŻĲľđ, ľĲ Ÿďńå§Ĳľđ čĲ áććĲł čęĺŋâł ĲćâŽőęň ĺęãł, æğàł Ÿňńã čĲ ğåľńàľđ [52] ã Ÿňńã ğęň ŹŸľåİĲńŸă ľĲ ăŻĲŸńá ąŸďáćăŸ ĲğăąęăďàďåŸł [21].

Čçę ŹŸľăąâł ńĲőďęćęŽåĲł Żăąńçàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńĲőďăąâł ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ĲåďŸă ńŸ ATM ŽăŸ ńęď ńçğę ąňąćęŋęĺåŸł ABR (Available Bit Rate, [8, 12, 23, 54, 57, 63, 66, 72]), ąŸă ęă ńĲőďęćęŽåĲł ğęň ğĺęľŸďŸńęćåİęďńŸă ğĺęł ńę TCP [10, 39]. Ůľńæľę, ńŸ ğĲĺăľľæńĲĺŸ ŻăąńňŸąá ğĺàńæąęććŸ, ľňčğĲĺăćŸčŹŸďęčâďàď ńàď ğĺàńęąæććàď ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńŸ ATM ąŸ§éł ąŸă ńę TCP/IP [10, 18] ğĺęľŋâĺęňď âďŸ ğęćç Ÿğćæ čęďńâćę Ĳěňğđĺâńđľđł, ğęň čğęĺĲå ďŸ ğĲĺăŽĺŸŋĲå Ÿğæ ńđ ŋĺáľđ \ąáďęňď ńę ąŸćçńĲĺę ğęň čğęĺęçď" (best e¸ort). ŔŸĺæćŸ Ÿňńá, ŽăŸ ńăł ľçŽőĺęďĲł ĲŋŸĺčęŽâł æğàł đ čĲńáŻęľđ ąăďęçčĲďđł ĲăąæďŸł, đ ńđćĲŻăáľąĲŕđ čĲ őĺãľđ ğęćňčâľàď, ęă ĲŋŸĺčęŽâł Ĳăąęďăąãł ğĺŸŽčŸńăąæńđńŸł, ąćğ., ńŸ ŻåąńňŸ ğęň ąáďęňď ńę ąŸćçńĲĺę ğęň čğęĺęçď ĲåďŸă ŸďĲğŸĺąã, Ÿŋęç ľőĲŻæď æćĲł Ÿňńâł ęă ĲŋŸĺčęŽâł ĲåďŸă ŸğŸăńđńăąâł ľńđď ğęăæńđńŸ Ĳěňğđĺâńđľãł ńęňł ąŸă ľňďã§àł őĺĲăáİęďńŸă ĲŽ- ŽňãľĲăł ŽăŸ ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńàď ŻĲŻęčâďàď ńęňł. ŚňďĲğéł, ğĺæľŋŸńŸ âőĲă ğŸĺŸńđĺđ§Ĳå čăŸ ŸňěŸďæčĲďđ ńáľđ ŻăĲĺĲçďđľđł ďâàď ŻăąńňŸąéď ğĺàńęąæććàď ąŸă čęďńâćàď ğŸĺęőãł ňğđĺĲľăéď, čĲ ľńæőę ďŸ ăąŸďęğęăđ§ęçď ęă ďâĲł ŸğŸăńãľĲăł ğęň ĲğăŹáććęňď ęă čęďńâĺďĲł Ÿňńâł ĲŋŸĺčęŽâł. Śńăł čâĺĲł čŸł, đ ŸďáŽąđ ŻăąńňŸąéď ğĺàńęąæććàď ńŸ ęğęåŸ ďŸ ğŸĺâőęňď ĲŽŽňãľĲăł ŽăŸ ńđď ğęăæńđńŸ Ĳěňğđĺâńđľđł ĲåďŸă Ĳňĺâàł ŸďŸŽďàĺăľčâďđ [48].

Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, ńŸ ŻåąńňŸ ATM ĲğăőĲăĺęçď ďŸ ĲěňğđĺĲńęçď ŸğęŻęńăąá ŻăŸŋęĺĲńăąá ĲåŻđ ąňąćęŋęĺåŸł ľńę Żåąńňę, ąŸńđŽęĺăęğęăéďńŸł ńđď ąňąćęŋęĺåŸ ńàď ŻĲŻęčâďàď ľĲ ŻăáŋęĺĲł ąŸńđ- ŽęĺåĲł, æğàł ĲąĲåďĲł ľńŸ§Ĳĺęç ĺň§čęç čĲńáŻęľđł (Constant Bit Rate ã CBR) ąŸă čĲńŸŹćđńęç ĺň§čęç čĲńáŻęľđł (Variable Bit Rate ã VBR).^1 ŔŸĺáććđćŸ, ŸĺąĲńã ĲĺĲňďđńăąã ŻęňćĲăá âőĲă ŻăĲěŸő§Ĳå ğĺæľŋŸńŸ ľńđď Ĳěåľęň ľđčŸďńăąã ğĲĺăęőã ńđł Ĳďľàčáńàľđł ńâńęăàď čđőŸďăľčéď ľńę

1ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ńæľę đ ąŸńđŽęĺåŸ CBR æľę ąŸă đ VBR Ĳğăńĺâğęňď ľńăł ĲŋŸĺčęŽâł ďŸ ŻăŸğĺŸŽčŸńĲçęďńŸă ąŸńá ńđď Ĳąąåďđľã ńęňł ĲŽŽňãľĲăł ľńđď ğęăæńđńŸ ňğđĺĲľăéď ğęň ńę Żåąńňę §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ńęňł ğŸĺâőĲă, æğàł æĺăŸ ľńđď ąŸ§ňľńâĺđľđ čĲńáŻęľđł, ľńę ğęľęľńæ Ÿććęåàľđł ã ŸğéćĲăŸł ğŸąâńàď ąŸă ľńę Ĳçĺęł İéďđł ğęň §Ÿ őĺđľăčęğęăęçď ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńđł čĲńáŻęľđł, čâľà ąŸńáććđćàď ğĺàńęąæććàď ąŸńŸďęčãł Ĳçĺęňł İéďđł, ĲćâŽőęň ĺęãł ąŸă ĲćâŽőęň ŸğęŻęőãł ńàď ľňďæŻàď ąŸńá ńđď Ĳąąåďđľã ńęňł. Ăďńå§ĲńŸ, đ ňğđĺĲľåŸ ABR čğęĺĲå ďŸ ĲŽŽňđ§Ĳå ŸďéńŸńŸ æĺăŸ ľńę ĺň§čæ ŸğéćĲăŸł ğŸąâńàď čæďę Ÿď ę ąæčŹęł čĲńŸŻæńđ (ğđŽã) ğĺęľŸĺčæİĲă ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľãł ńęň čĲ Źáľđ ąŸńáććđćĲł ğćđĺęŋęĺåĲł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ ńęň Żăąńçęň ğęň ńęň ŸğęľńâććęďńŸă [72].

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 19

ČăŸŻåąńňę ([17, 43, 60, 70]), ğĺęąĲăčâďęň Ÿňńæ ďŸ čğęĺâľĲă ďŸ ŸďńŸğĲěâć§Ĳă ľńăł ŸğŸăńãľĲăł ńàď ďâàď ĲŋŸĺčęŽéď [9].

ĞĲàĺęçčĲ ľđčŸďńăąæ ďŸ ŸďŸŋâĺęňčĲ âďŸ ğĺæľŋŸńę ğĺàńæąęććę ŻâľčĲňľđł ğæĺàď, ńę ęğęåę ęďęčáİĲńŸă RSVP [73], ąŸă âőĲă ğĺęńŸ§Ĳå ŽăŸ ńđď ňğęľńãĺăěđ ąŸńŸďĲčđčâďàď ĲŋŸĺčęŽéď ğęň âőęňď ŻăŸŋęĺĲńăąâł ŸğŸăńãľĲăł ľńę ČăŸŻåąńňę. Śńę RSVP, ęă ĲŋŸĺčęŽâł ĲďđčĲĺéďęňď ńę Żåąńňę ŽăŸ ńăł ŸğŸăńãľĲăł ńęňł ąŸă ńę ğĺàńæąęććę ŻĲľčĲçĲă ąŸńáććđćęňł ğæĺęňł čâľà ńàď ŻăąńňŸąéď ŻăŸąęğńéď (ŻĲåńĲ, ğ.ő., [73] ã [72, ĎďæńđńŸ 3.9.1] ŽăŸ čăŸ ĲąńĲńŸčâďđ ľňİãńđľđ ğáďà ľńę §âčŸ.) ĎåďŸă àľńæľę ŸěăęľđčĲåàńę æńă ńę RSVP ŻĲď âőĲă ŹŸľăľńĲå ľńŸ Žďàľńá ŋęĺčŸćăľńăąá čęďńâćŸ Ĳěňğđĺâńđľđł ńàď ŸğŸăńãľĲàď ńàď ĲŋŸĺčęŽéď, Ÿććá âőĲă Ÿďńå§ĲńŸ ňăę§ĲńãľĲă âďŸ ĲďŻăŸŋâĺęď ąŸă ŻăŸăľ§đńăąæ ľőãčŸ ğęň ŻĲľčĲçĲă ŻăąńňŸąęçł ğæĺęňł čĲ Źáľđ ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł. Őă ğĺéńĲł ğĲăĺŸčŸńăąâł âĺĲňďĲł [73] ŸğęąŸćçğńęňď æńă ńę RSVP ĲåďŸă Ĳňğĺęľáĺčęľńę ľĲ ŸććŸŽâł ľńđď ŻăąńňŸąã ąňąćęŋęĺåŸ ąŸă ĲçąęćŸ ĲğĲąńáľăčę.

ëďŸł Ÿğæ ńęňł ąçĺăęňł ľńæőęňł ńàď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§- čęç čĲńáŻęľđł ĲåďŸă đ ĲğåńĲňěđ ąáğęăŸł čęĺŋãł \ŻăąŸăęľçďđł" čĲńŸěç ńàď őĺđľńéď, ľĲ æńă Ÿŋęĺá ńđď ąňąćęŋęĺåŸ ğęň ńę Żåąńňę čğęĺĲå ďŸ ňğęľńđĺåěĲă. ëďŸ ŽĲďăąá ŸğęŻĲąńæ ąĺăńãĺăę ŻăąŸăęľçďđł ŽăŸ ńę ğĺæŹćđčŸ ńęň ĲćâŽőęň ĺęãł ĲåďŸă đ ŻăąŸăęľçďđ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň [40]. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, đ ŻăąŸăęľçďđ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ňğęŻđćéďĲă æńă ąŸčăá ĲŋŸĺčęŽã Ÿğæ Ÿňńâł ğęň ĲąńĲćęçďńŸă ľńę Żåąńňę ŻĲď ĲğăńĺâğĲńŸă ďŸ ŸňěãľĲă âľńà ąŸă ĲćáőăľńŸ ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľãł ńđł, Ÿď đ Ÿçěđľđ Ÿňńã ĲğăŋâĺĲă ńđ čĲåàľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ąáğęăŸł áććđł ľňďæŻęň ńęň Żăąńçęň čĲ čăąĺæńĲĺę ã åľę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ([1, 6, 12, 13, 14, 32, 33, 34, 36, 40, 44]).

Ę Ÿďá§Ĳľđ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ľńăł ŻăŸŋęĺĲńăąâł ŻăąńňŸąâł ĲŋŸĺčęŽâł ğŸĺâőĲă âďŸ čđőŸďăľčæ čęďńĲćęğęåđľđł ńàď ŸğŸăńãľĲéď ńęňł ľĲ ŻăąńňŸąęçł ğæĺęňł. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, İđńãčŸńŸ ŻăąŸăęľçďđł ĲěŸąęćęň§ęçď ďŸ ŸďŸąçğńęňď, Ĳŋæľęď §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ŸğŸŽęĺĲň§Ĳå ľńăł ĲŋŸĺčęŽâł ňŕđćãł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ďŸ őĺđľăčęğęăęçď æćę ńę Ĳçĺęł İéďđł Ĳăł Źáĺęł ĲŋŸĺčęŽéď őŸčđćæńĲĺđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł. ŚňďĲğéł, âďŸ §ĲčĲćăéŻĲł ğĺæŹćđčŸ ľńđ čęďńâĺďŸ §ĲàĺåŸ Żăąńçàď ĲåďŸă đ Ĳďľàčáńàľđ ńæľę ńàď ğĺęńĲĺŸăęńãńàď æľę ąŸă ąĺăńđĺåàď ŻăąŸăęľçďđł ľĲ âďŸ ŋęĺčŸćăľńăąæ, ęćęąćđĺàčâďę čęďńâćę ğŸĺęőãł ňğđĺĲľăéď ľĲ ŻåąńňŸ čĲ ğęăąăćæčęĺŋĲł ĲŋŸĺčęŽâł ŻăŸŋęĺĲńăąéď ŸğŸăńãľĲàď.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 20

Şğáĺőęňď Żçę čĲŽáćĲł ąćáľĲăł ľńăł ęğęåĲł ąá§Ĳ ŸćŽæĺă§čęł ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł čğęĺĲå ďŸ ąŸńđŽęĺăęğęăđ§Ĳå. Őă ŸćŽæĺă§čęă ğęň Ÿďãąęňď ľńđď ğĺéńđ ąćáľđ ęďęčáİęďńŸă ľňďńđĺđńăąęå, Ĳďé đ ŻĲçńĲĺđ ąćáľđ ğĲĺăâőĲă ńęňł ęğńăčăľńăąęçł ŸćŽęĺå§čęňł. Ę ąŸńđŽęĺăęğęåđľđ Ÿňńã ŽåďĲńŸă čĲ Źáľđ ńę čđőŸďăľčæ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăĲå ę ąá§Ĳ ŸćŽæĺă§čęł. Őă ľňďńđĺđńăąęå ŸćŽæĺă§čęă ŻĲď čĲăéďęňď ğęńâ ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ğęň âőęňď ŸğęŻéľĲă ľńăł ľňďæŻęňł. ŚňďĲğéł, ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł čăŸł ľňďæŻęň ŻĲď ĲåďŸă ğęńâ čĲŽŸćçńĲĺęł Ÿğæ ńđď ńĲćăąã ńęň ńăčã. Ăďńå§ĲńŸ, ęă ęğńăčăľńăąęå ŸćŽæĺă§čęă Ĳğăńĺâğęňď čĲăéľĲăł âńľă éľńĲ ąáğęăŸ ľçďęŻęł čğęĺĲå ľĲ ąáğęăę ĲďŻăáčĲľę ľńáŻăę ďŸ ŸğęąńãľĲă ĺň§čæ čĲńáŻęľđł čĲŽŸćçńĲĺę Ÿğæ ńđď ńĲćăąã ńăčã ńęň. ŔĺæľŋŸńŸ, ęă Afek et al. [1] ĲăľãŽŸŽŸď ńę ęğńăčăľńăąæ čęďńâćę ąŸă ĲğăőĲăĺđčŸńęćæŽđľŸď æńă ńŸăĺăáİĲă ąŸćçńĲĺŸ Ÿğæ ńę ľňďńđĺđńăąæ [6, ĽĲŋáćŸăę 6] ľĲ \ĺĲŸćăľńăąá" ŻňďŸčăąá ŻåąńňŸ, æğęň ľňőďá ĲčŋŸďåİęďńŸă ğĲĺăğńéľĲăł ľńăł ęğęåĲł ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ąáğęăàď ľňďæŻàď §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ čĲăà§ęçď. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ąáńă ńâńęăę čğęĺĲå ďŸ ľňčŹĲå ľĲ ğĲĺăğńéľĲăł ğęň ďâĲł ľçďęŻęă ĲăľâĺőęďńŸă ľńę Żåąńňę. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, đ ęğńăčăľńăąã ğĺęľâŽŽăľđ ŋŸåďĲńŸă ďŸ ğĺęľĲŽŽåİĲă ąŸćçńĲĺŸ ńăł ğĺęŻăŸ- ŽĺŸŋâł ŽăŸ âćĲŽőę ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ğęň âőęňď ğĺęńŸ§Ĳå ŽăŸ ńŸ ŻåąńňŸ ATM ([42, 68]).

ëďŸ ľđčŸďńăąæ ĲěáĺńđčŸ ąá§Ĳ ŸćŽęĺå§čęň ĲćâŽőęň ĺęãł, ŸďĲěáĺńđńŸ ńęň Ÿď ĲåďŸă ľňďńđĺđńăąæł ã ęğńăčăľńăąæł, ĲåďŸă ę ŻĺęčęćęŽđńãł, ŻđćŸŻã ę čđőŸďăľčæł ğęň őĺđľăčęğęăĲå ŽăŸ ďŸ ŸğęŋŸľåľĲă ńđ ľçďęŻę ńđł ęğęåŸł ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł §Ÿ ğĺęľŸĺčæľĲă ľńđ ľňďâőĲăŸ. Ŕĺęł őáĺăď ŸğęńĲćĲľčŸńăąéď, ąŸńŸďĲčđčâďàď ňćęğęăãľĲàď ńęň ŻĺęčęćęŽđńã, ĲåďŸă Ĳğă§ňčđńæ Ÿňńæł ďŸ čđď ŸğŸăńĲå ąŸ§ęćăąã Žďéľđ ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ã ńęň Żăąńçęň (ŻĲåńĲ Ĳğåľđł [41, ĎďæńđńŸ IV], æğęň ğĲĺăŽĺáŋęďńŸă ğŸĺæčęăŸ ąåďđńĺŸ ŻăŸńãĺđľđł ńđł \ńęğăąæńđńŸł" ŽăŸ ŸćŽęĺå§čęňł ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł.) ŔĺęŋŸďéł, ńâńęăęă \ŸğęąĲďńĺăąęğęăđčâďęă" ŻĺęčęćęŽđńâł ŸďńăŻĺęçď ğăę ŽĺãŽęĺŸ ąŸă ĲçąęćŸ ľĲ ŸććŸŽâł ľńđ ŻăąńňŸąã ńęğęćęŽåŸ. Ďğåľđł, đ ňćęğęåđľã ńęňł ľĲ ąŸńŸďĲčđčâďŸ ğĲĺăŹáććęďńŸ ŽåďĲńŸă čĲ ńĺæğę ğăę ŸğęńĲćĲľčŸńăąæ, ńæľę àł ğĺęł ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ĲğăąęăďàďåŸł, æľę ąŸă ğĺęł ńę ğęľęľńæ ňğęćęŽăľčéď ğęň ŸğŸăńęçď, Ÿŋęç ńâńęăęă ŻĺęčęćęŽđńâł ńĲåďęňď ďŸ ĲåďŸă \ęăąęďęčăąęå" ąŸă ľńđď ĲğăąęăďàďåŸ čĲńŸěç ŻăŸŋęĺĲńăąéď ľňďæŻàď, Ÿććá ąŸă ľńđď ğćđĺęŋęĺåŸ ğęň ğĺâğĲă ďŸ ľňć-

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 21

ćĲő§Ĳå Ÿğæ ńę ŻĺęčęćęŽđńã ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸğęŋŸľăľńĲå đ ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ ľçďęŻęł. ŚňďĲğéł, čăŸ ğęćç ľđčŸďńăąã ğŸĺáčĲńĺęł ńàď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ĲåďŸă đ ńęğăąæńđńŸ, đ ęğęåŸ ĲąŋĺáİĲă ńę ğęľęľńæ Žďéľđł ğęň ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńę ŻĺęčęćęŽđńã.

ëďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł ğęň ŻĲ őĺđľăčęğęăĲå ğćđĺęŋęĺåŸ ęçńĲ ŽăŸ ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď, ęçńĲ ŽăŸ ńđď ńęğęćęŽåŸ ńęň Żăąńçęň ęďęčáİĲńŸă ŻĺęčęćęŽđńãł őàĺåł Žďéľđ. ŔĺęŋŸďéł, âďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł őàĺåł Žďéľđ ŸğęćŸčŹáďĲă ľđčŸďńăąâł ăŻăæńđńĲł ŸğęńĲćĲľčŸńăąæńđńŸł, ĲňĺàľńåŸł ąŸă ĲğĲąńŸľăčæńđńŸł. Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, ęă ŻĺęčęćęŽđńâł őàĺåł Žďéľđ ŻĲď ğĺęąŸćęçď ňŕđćã ĲğăąęăďàďåŸ ľńę Żăąńçę ąŸă ŸğęŋĲçŽęňď ğĺęŹćãčŸńŸ ŸľáŋĲăŸł ğęň čğęĺĲå ďŸ ğĺęąçŕęňď æńŸď ŸğŸăńĲåńŸă Žďéľđ ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ([6, ĎďæńđńŸ 6.4.2]). Śńę Ÿďńå§Ĳńę áąĺę, âďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł čĲ ğćãĺđ Žďéľđ ŸğŸăńĲå ąŸ§ęćăąã ğćđĺęŋęĺåŸ ąŸă ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ąŸă ńđł ŻăąńňŸąãł ńęğęćęŽåŸł. ŔĺęŋŸďéł, âďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł čĲ ğćãĺđ Žďéľđ ĲåďŸă ğĲĺăľľæńĲĺę ĲňŸåľ§đńęł ľĲ \ąĲďńĺăąęğęăđčâďĲł" ąŸă æőă ľĲ ąŸńŸďĲčđčâďĲł ňćęğęăãľĲăł.

ŞğáĺőĲă àľńæľę čăŸ ĲďŻăáčĲľđ ąŸńđŽęĺåŸ ŻĺęčęćęŽđńéď čĲńŸěç ĲąĲåďàď őàĺåł Žďéľđ ąŸă ĲąĲåďàď čĲ ğćãĺđ Žďéľđ: ęă ŻĺęčęćęŽđńâł ğęň Žďàĺåİęňď ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď Ÿď ąŸă ŻĲď őĺđľăčęğęăęçď ąŸčăá ğćđĺęŋęĺåŸ ŽăŸ ńđ ŻăąńňŸąã ńęğęćęŽåŸ. Őă ŻĺęčęćęŽđńâł Ÿňńęå ęďęčáİęďńŸă ŻĺęčęćęŽđńâł čĲ čĲĺăąã Žďéľđ. Őă ŻĺęčęćęŽđńâł čĲ čĲĺăąã Žďéľđ âőęňď ąŸćçńĲĺđ ľňčğĲĺăŋęĺá Ÿğæ ĲąĲåďęňł čĲ ğćãĺđ Žďéľđ ľĲ ŻňďŸčăąâł ŸććŸŽâł ńđł ŻăąńňŸąãł ńęğęćęŽåŸł, ęă ęğęåĲł æčàł Ÿŋãďęňď ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ŸďĲğđĺâŸľńęňł. Ůľńæľę, ŻĲď ňğĲĺâőęňď ńàď ŻĺęčęćęŽđńéď őàĺåł Žďéľđ, Ÿŋęç ęă ńĲćĲňńŸåęă ŻĲď ŸďńăčĲńàğåİęňď ğĺęŹćãčŸńŸ ŸľáŋĲăŸł ľńđď ğĺęľğá§ĲăŸ ŸďĲçĺĲľđł ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď. Őă Afek et al. [1, ĎďæńđńĲł 4 & 5] ğŸĺęňľăáİęňď Żňę ĲďŻăŸŋâĺęďńĲł ŻĺęčęćęŽđńâł čĲ čĲĺăąã Žďéľđ, ğęň ęďęčáİęďńŸă GlobalMinSched ąŸă LocalMinSched, ŸďńåľńęăőŸ. Ăňńęå ęă ŻĺęčęćęŽđńâł ĲğăćâŽęňď ńđ ľçďęŻę ńđł ęğęåŸł ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ĲåďŸă ŸďńåľńęăőŸ ąŸ§ęćăąá ąŸă ńęğăąá Ĳćáőăľńęł.

ëďŸ ŻĲçńĲĺę ľđčŸďńăąæ ĲěáĺńđčŸ ąá§Ĳ ŸćŽęĺå§čęň ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ĲåďŸă ę ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł, ŻđćŸŻã ę čđőŸďăľčæł ğęň ŸğęŋŸľåİĲă ŽăŸ ğęăĲł ľňďæŻęňł ę ĺň§čæł čĲńáŻęľãł ńęňł âőĲă ğáĺĲă ńĲćăąã ńăčã ąŸă ŻĲď őĺĲăáİĲńŸă ďŸ ğĺęľŸĺčęľńĲå

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 22

ğĲĺăľľæńĲĺę. Őă ŸğĲďĲĺŽęğęăđńâł ľňčŋæĺđľđł [40] ğŸåĺďęňď ńđď ŸğæŋŸľđ Ÿňńã čæďę Ÿď ę ĺň§- čæł čĲńáŻęľđł ńđł Ÿďńåľńęăőđł ľňďæŻęň ŻĲď čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå ğáďà ľĲ ąáğęăę ľňŽąĲąĺăččâďę ľçďŻĲľčę ę ęğęåęł ŸğęŻåŻĲă ńę Ĳćáőăľńę ŻňďŸńæ čĲĺåŻăę Ĳçĺęňł İéďđł ľĲ ąá§Ĳ ľçďęŻę ğęň ńęď őĺđľăčęğęăĲå. ëďŸł ńâńęăęł ľçďŻĲľčęł ęďęčáİĲńŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł [40].

Ăŋæńęň čăŸ ľçďęŻęł ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ğĺęł ğĺęľŸĺčęŽã ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľãł ńđł, âďŸ čãďňčŸ ĲćâŽőęň ąňąćęŋęĺĲå ĲğŸďŸćđğńăąá ąŸńá čãąęł ńđł ŻăąńňŸąãł ŻăŸŻĺęčãł ńđł ľňďæŻęň ąŸă ňğęćęŽåİĲă ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńęň ńŸěăŻăęç ńęň ńę Ĳçĺęł İéďđł ąá§Ĳ Ÿąčãł ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę. ŔĺęŋŸďéł, ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿçěđľđ ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ąáğęăŸł ľňďæŻęň čğęĺĲå ďŸ ŸğŸăńĲå čĲăéľĲăł ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł áććàď ľňďæŻàď ğęň čęăĺáİęďńŸă ľňďŻâľčęňł čĲ Ÿňńãď (ŻĲåńĲ, ğ.ő., [12, 13, 14, 42, 44]). ŃăćéďńŸł áńňğŸ, đ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł Ĳďæł ŸćŽęĺå§čęň ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ĲåďŸă ę ľňďęćăąæł Ÿĺă§čæł ğĺęľŸĺčęŽéď ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň ĲąńĲćęçďńŸă ľńđ őĲăĺæńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ, čâőĺă ńę ľđčĲåę ľńę ęğęåę æćĲł ęă ľçďęŻęă âőęňď ŸğęąńãľĲă ńęď ńĲćăąæ ĺň§čæ čĲńáŻęľãł ńęňł ąŸă âőĲă ĲğăńĲňő§Ĳå ľçŽąćăľđ ľĲ ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň. Ďŋæľęď đ Žĺã- Žęĺđ ľçŽąćăľđ ľĲ ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ĲåďŸă İàńăąãł ľđčŸľåŸł ŽăŸ ńđď ŸğęńĲćĲľčŸńăąã őĺãľđ ńàď ŻăąńňŸąéď ğæĺàď, đ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ĲåďŸă čăŸ Ÿąæčđ ľđčŸďńăąã ğŸĺáčĲńĺęł ńđł ŸğæŻęľđł ńàď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§- čęç čĲńáŻęľđł. Ę ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ğĺęľčĲńĺáńŸă àł ę Ÿĺă§čæł Ÿŋđĺđčâďàď ğĺáěĲàď ğáďà ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď. ĎğăąĲďńĺéďęňčĲ ńđď ğĺęľęőã čŸł ľĲ čăŸ ęğńăčăľńăąã ğĺáěđ ğĺęľŸĺčęŽãł, ğęň ęďęčáİĲńŸă ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ąŸă âőĲă ğĺęńŸ§Ĳå Ÿğæ ńęňł Afek et al. [1, ĎďæńđńŸ 2.1]. ŔĲĺăćđğńăąá, čăŸ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęľŸĺčæİĲă ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł \ŸďńåğŸćàď" ľňďæŻàď čĲ ŻåąŸăę ąŸă ęğńăčăľńăąæ ńĺæğę.^2

Śńđď ŻăŸńĺăŹã Ÿňńã, ğŸĺęňľăáİęňčĲ čăŸ ĲąńĲńŸčâďđ ľňććęŽã Ÿğæ æĺăŸ ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻę-

2ŃăćéďńŸł áńňğŸ, čăŸ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ŸňěáďĲă ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ, âńľă éľńĲ Ÿňńã ďŸ ŽåďĲă đ ľçďęŻęł čĲ ńę čĲŽŸćçńĲĺę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ğáďà ľĲ ąáğęăę ľňŽąĲąĺăččâďę ľçďŻĲľčę. Ę ďâŸ ńăčã ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ĲåďŸă ľňďáĺńđľđ ńđł őàĺđńăąæńđńŸł ńęň ľňďŻâľčęň ąŸă ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň čęăĺáİęďńŸă ńđď Ÿąčã. \ĂďńåğŸćĲł" ľçďęŻęă, ğęň čęăĺáİęďńŸă Ÿąčâł čĲ ńđ ľňŽąĲąĺččâďđ ľçďęŻę ąŸă ńàď ęğęåàď ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ňğĲĺŹŸåďĲă ńđď ďâŸ ńăčã, čĲăéďęďńŸă ľńđď ńăčã Ÿňńã, Ĳďé ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńàď ňğęćęåğàď ľňďæŻàď ğŸĺŸčâďĲă ŸďŸććęåàńęł. Ăňńâł ęă ğĺęľŸĺčęŽâł ąŸ§ăľńęçď ńđ ľňŽąĲąĺăččâďđ Ÿąčã \ąęĺĲľčâďđ".

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 23

ľđł ğęň őŸĺŸąńđĺåİęďńŸă Ÿğæ ŻăŸŋęĺĲńăąęçł ŹŸ§čęçł ńęğăąæńđńŸł. Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ąáńà ąŸă áďà æĺăŸ ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ŽăŸ ŸćŽęĺå§čęňł őàĺåł Žďéľđ, čĲ čĲĺăąã Žďéľđ, ąŸă čĲ ğćãĺđ Žďéľđ. ŠŸ ąáńà æĺăŸ čŸł ŸğęŻĲăąďçęňď æńă đ ĲğåńĲňěđ ŻĺęčęćæŽđľđł őàĺåł ã čĲ čĲĺăąã Žďéľđ, đ ęğęåŸ ĲğăŋâĺĲă čĲŽáćę ŹŸ§čæ ńęğăąæńđńŸł, ŸňěáďĲă ŸğŸĺŸåńđńŸ ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ąáńŸ âďŸď ğęććŸğćŸľăŸľńăąæ ğŸĺáŽęďńŸ. Ő ğŸĺáŽęďńŸł Ÿňńæł ĲåďŸă ľňďáĺńđľđ ŻăąńňŸąéď ğŸĺŸčâńĺàď. ŠŸ æĺăŸ ğęň ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ĲŻé ĲåďŸă ńŸ ğĺéńŸ ąáńà æĺăŸ ğęň âőęňď ğŸĺęňľăŸľńĲå ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ŸćŽęĺå§àď ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł. Ďğăğćâęď, ęă ŸćŽæĺă§čęå čŸł ąŸćçğńęňď âďŸ Ĳňĺç ŋáľčŸ ęĺåàď ğęň ľňďŻăáİęňď ăŻăæńđńĲł ğęćňğćęąæńđńŸł ľçŽąćăľđł ąŸă ńęğăąæńđńŸł, Ĳďé ğŸĺáććđćŸ ŹĲćńăéďęňď ľđčŸďńăąá ąŸă ğęćňŻăáľńŸńŸ ńŸ áďà æĺăŸ ğęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă Ÿğæ ńęňł Afek et al. [1].

Őă ğęćňğćęąæńđńĲł ľçŽąćăľđł ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ğęň âőęňď ğĺęńŸ§Ĳå ľńę [1] âőęňď ĲąŋĺŸľńĲå àł ľňďáĺńđľđ ńęň ľňďęćăąęç Ÿĺă§čęç n ńàď ľňďæŻàď ğęň ňğáĺőęňď ľńę Żåąńňę. ĎğăőĲăĺđčŸńęćęŽęçčĲ æńă ę Ÿĺă§čæł Ÿňńæł ŻĲď ĲąŋĺáİĲă čĲ ŸąĺåŹĲăŸ ľđčŸďńăąâł ŻăąńňŸąâł ğŸĺŸčâńĺęňł ğęň ŸğęŋŸåďęďńŸă ąĺåľăčĲł àł ğĺęł ńăł ăŻăæńđńĲł ğęćňğćęąæńđńŸł ąá§Ĳ ŸćŽęĺå§čęň ĲćâŽőęň ĺęãł. ĞĲàĺęçčĲ, ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, âďŸ Żåąńňę čĲ n \ŸďĲěáĺńđńĲł" ľňďæŻęňł, ąŸă âďŸ áććę čĲ n ľňďæŻęňł ąá§Ĳ Żçę Ĳą ńàď ęğęåàď čęăĺáİęďńŸă čăŸ Ÿąčã. ŔĺęŋŸďéł, đ ğĺęľŸĺčęŽã ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ľńę ğĺéńę Żåąńňę ŻĲď ĲğđĺĲáİĲă ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ęğęăŸľŻãğęńĲ áććđł ľňďæŻęň. ŚňďĲğéł, ęă ğĺęľŸĺčęŽâł Ÿňńâł ŻĲď \ąŸ§ňľńĲĺęçď" ńđ ľçŽąćăľđ ęğęăŸľŻãğęńĲ áććđł ľňďæŻęň. Ăďńå§ĲńŸ, đ ğĺęľŸĺčęŽã ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ľńę ŻĲçńĲĺę Żåąńňę čğęĺĲå ďŸ âőĲă àł ŸğęńâćĲľčŸ ŸććŸŽâł ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł áććàď ľňďæŻàď. Ďğęčâďàł, ąáğęăęă ľçďęŻęă čğęĺĲå ďŸ ğĺęąŸćâľęňď ńđď ąŸ§ňľńâĺđľđ ľçŽąćăľđł áććàď ľňďæŻàď. Ůľńæľę, đ ğŸĺáčĲńĺęł n ŸğęńňŽőáďĲă ďŸ ĲąŋĺáľĲă ńđď ğŸĺŸğáďà Żăáąĺăľđ čĲ ğęľęńăąæ ńĺæğę. ĆăŸ ńę ćæŽę Ÿňńæ, ĲăľáŽęňčĲ čăŸ ďâŸ ğŸĺáčĲńĺę, ŻăŸŋęĺĲńăąã ńęň n, ąŸă ğŸĺęňľăáİęňčĲ ğăę ŸąĺăŹã æĺăŸ ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł àł ľňďáĺńđľđ Ÿňńãł ńđł ğŸĺŸčâńĺęň. Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, âľńà æńă d ĲåďŸă ę čâŽăľńęł Ÿĺă§čæł ľňďæŻàď ğęň čęăĺáİęďńŸă áčĲľŸ ã âččĲľŸ čăŸ Ÿąčã.^3 Šę d ęďęčáİĲńŸă Ĳěáĺńđľđ ńàď ľňďæŻàď. Ďğęčâďàł, ńę d ĲåďŸă ę čâŽăľńęł Ÿĺă§čæł ľňďæŻàď ğęň čğęĺęçď ďŸ

3ŃăćéďńŸł ńňğăąá, ńę d ĲåďŸă ńę čâŽăľńę čâŽĲ§ęł čăŸł ąćáľđł ăľęŻňďŸčåŸł ğęň ğĺęąçğńĲă Ÿğæ ńđď čĲńŸŹŸńăąã ąćĲăľńæńđńŸ ńđł ľőâľđł \ŻăŸčęăĺŸľčęç-Ÿąčãł" ľĲ âďŸ ľçďęćę ľňďæŻàď.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 24

ĲğđĺĲŸľńęçď Ÿğæ ńđď ĲąńâćĲľđ čăŸł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ğáďà ľĲ ąáğęăŸ ľçďęŻę. ĎåďŸă ľŸŋâł æńă 1 ≤ d ≤ n. ĹľőňĺăİæčŸľńĲ ğàł đ Ĳěáĺńđľđ ńàď ľňďæŻàď d, čŸİå čĲ ńęď Ÿĺă§čæ n, ĲåďŸă ĲğŸĺąĲåł ğŸĺáŽęďńĲł âąŋĺŸľđł ńđł ğęćňğćęąæńđńŸł ľçŽąćăľđł ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł.

ĎăľáŽęňčĲ čăŸ ďâŸ čĲ§ęŻęćęŽåŸ ńđď ęğęåŸ őĺđľăčęğęăęçčĲ ŽăŸ ńđ ľňďŻňŸľńăąã ąŸńŸľąĲňã Ĳďæł Żăąńçęň àł ľňďáĺńđľđ ęğęăęňŻãğęńĲ ŻĺęčęćęŽđńã ğęň ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł ã čĲ čĲĺăąã Žďéľđ, ńę ęğęåę ĲğăŋâĺĲă ňŕđćã ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ľńęňł ŸćŽęĺå§čęňł ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńęňł ŻĺęčęćęŽđńâł Ÿňńęçł. ŠŸ ąáńà æĺăŸ ğęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľĲ Ÿňńã ńđ ŻăŸńĺăŹã ŸğęŻĲăąďçęďńŸă ąáďęďńŸł őĺãľđ ńđł ŻăąńňŸąãł Ÿňńãł ąŸńŸľąĲňãł. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ŽăŸ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńàď áďà ęĺåàď, ğŸĺęňľăáİęňčĲ čăŸ ľňććęŽã Ÿğæ ĲďŻăŸŋâĺęňľĲł ăŻăæńđńĲł ğęň ľőĲńåİęďńŸă čĲ ńę ľőĲ- ŻăŸľčæ ąŸă ńđď Ÿďáćňľđ ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł. ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ńŸ ĲĺŽŸćĲåŸ Ÿňńá ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ ąŸă ďŸ ŸďŸćçľęňčĲ ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ľňŽąĲąĺăččâďàď ŸćŽęĺå§čàď ğęň ğĲĺăŽĺáŋęňčĲ. ĽáğęăĲł Ÿğæ ńăł ăŻăæńđńĲł Ÿňńâł ŸğęŻĲăąďçęďńŸă Ĳğåľđł őĺãľăčĲł ľńăł ŸğęŻĲåěĲăł ńàď ąáńà ęĺåàď.

Ăď ąŸă đ ğęćňğćæńđńŸ ľçŽąćăľđł ŸğęńĲćĲå ąŸćæ čĲńĺăąæ ńęň Ÿĺă§čęç ńàď ŋáľĲàď ĲğăąęăďàďåŸł ğęň ğĺŸŽčŸńęğęăęçďńŸă ľńę Żåąńňę čâőĺă đ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň- ĲćŸőåľńęň ďŸ ğĺęľĲŽŽăľńĲå ąŸă Ĳğęčâďàł ğŸĺâőĲă ńę ąŸńáććđćę âŻŸŋęł ŽăŸ ńđď ŸěăęćæŽđľđ ńđł ŸğęŻęńăąæńđńŸł ńàď ąŸńŸďĲčđčâďàď ŸćŽęĺå§čàď ğęň ľňŽąćåďęňď ľńđď ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł, ğĺęľŸĺčæİęďńŸł ľńŸŻăŸąá ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď, ĲğăőĲăĺđčŸńęćęŽęçčĲ æńă đ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ŻĲď ĲğŸĺąĲå Ÿğæ čæďđ ńđł ŽăŸ ńđď \ąę§ęćăąã" ŸěăęćæŽđľđ ńđł ŸğęńĲćĲľčŸńăąæńđńŸł ńâńęăàď ąŸńŸďĲčđčâďàď ŸćŽęĺå§čàď.

Ďğăğĺæľ§ĲńŸ ńęň ąæľńęňł ĲğăąęăďàďåŸł čĲńŸěç ŻăŸŋęĺĲńăąéď ľňďæŻàď, âďŸł ąŸńŸďĲčđčâďęł ŸćŽæĺă§čęł ğęň ľňŽąćåďĲă ľĲ čăŸ ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł čğęĺĲå ďŸ ŸğŸăńĲå ńęď ňğęćęŽăľčæ ńđł čâŽăľńđł ŻňďŸńãł Ÿçěđľđł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł čăŸł ľňďæŻęň ğáďà ľĲ ąá§Ĳ ŻăąńňŸąæ ľçď- ŻĲľčę [1]. Ő ńĺæğęł ŻăĲěŸŽàŽãł ąŸă ńę ąæľńęł ńâńęăàď ňğęćęŽăľčéď, ŻĲď ąŸ§ęĺåİęďńŸă ľńăł ğĺęđŽęçčĲďĲł ĲĺŽŸľåĲł [1]. Őă ňğęćęŽăľčęå Ÿňńęå ĲąńĲćęçďńŸă ľńęňł ŻăąńňŸąęçł ŻăŸąæğńĲł ąŸă ńę ąæľńęł ńęňł čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ľňďáĺńđľđ ńęň Ÿĺă§čęç ńàď ľňďæŻàď ğęň ŻăŸńĺâőęňď ńę ľçď- ŻĲľčę. Śńđ őĲăĺæńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ, ę Ÿĺă§čæł ńàď ľňďæŻàď ğęň ŻăŸńĺâőęňď âďŸ ľçďŻĲľčę ĲåďŸă

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 25

ŽĺŸččăąæł ľńę ľňďęćăąæ Ÿĺă§čæ ľňďæŻàď ğęň ňğáĺőęňď ľńę Żåąńňę. ŚňďĲğéł, âďŸł ąŸńŸďĲčđčâďęł ŸćŽæĺă§čęł ğęň ľňŽąćåďĲă ľĲ čăŸ ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł ĲåďŸă ąćăčŸąàńæł (æľęď Ÿŋęĺá ńęňł ŸğŸăńęçčĲďęňł ňğęćęŽăľčęçł) čæďę Ÿď ńę ňğęćęŽăľńăąæ ąæľńęł ğęň ŸğŸăńĲåńŸă ľĲ ąá§Ĳ ŻăąńňŸąæ ŻăŸąæğńđ ĲåďŸă \čăąĺæ" ľĲ ľőâľđ čĲ ńęď Ÿĺă§čæ ńàď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńęď ŻăŸąæğńđ. ŔĺęŋŸďéł, đ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł, æğàł âőĲă ęĺăľńĲå ĲąŋĺáİĲă čæďę ńęď Ÿĺă§čæ ńâńęăàď ňğęćęŽăľčéď ľńđď őĲăĺæńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ ąŸă æőă ńę ľňŽąĲąĺăččâďę ąæľńęł ğęň Ÿňńęå ęă ňğęćęŽăľčęå čğęĺęçď ďŸ Ĳğăŋâĺęňď. Ďğęčâďàł, đ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ŻĲď ğŸĺâőĲă čĲ ŸąĺåŹĲăŸ ńę ňğęćęŽăľńăąæ ąæľńęł ńâńęăàď ŸćŽęĺå§čàď.

ŔŸĺęňľăáİęňčĲ âďŸď Ÿğćæ, ľňďŻňŸľńăąæ ŸćŽæĺă§čę ŽăŸ ńđď ĲąńâćĲľđ ńęğăąéď ňğęćęŽăľčéď ľńęňł ŻăąńňŸąęçł ŻăŸąæğńĲł. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ğŸĺęňľăáİęňčĲ âďŸ ŽĲďăąæ, ŸľçŽőĺęďę, ąŸă ąŸńŸďĲčđčâďę ľőãčŸ ŽăŸ ńđď ňćęğęåđľđ ąá§Ĳ ęğńăčăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ĲćâŽőęň ĺęãł ğęň ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ. Šę ğĺęńĲăďæčĲďę ľőãčŸ ĲğăćçĲă ľęŹŸĺá ğĺęŹćãčŸńŸ ľňŽőĺęďăľčęç čĲńŸěç ńàď ľňďæŻàď ąŸă ĲŽŽňáńŸă ľçŽąćăľđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň, Ÿď ę ŸćŽæĺă§čęł ğęň ňćęğęăĲå ľňŽąćåďĲă ľĲ čăŸ ńâńęăŸ ąŸńáľńŸľđ.

ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ńâćęł čăŸ ľđčŸďńăąã ĲğâąńŸľđ ńđł ąćŸľăąãł §ĲàĺåŸł ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň- ĲćŸőåľńęň ľńęď âćĲŽőę ĺęãł, ğęň ňğęľńđĺåİĲă ńđď çğŸĺěđ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď čĲńŸěç ńàď ŻăŸŋęĺĲńăąéď ąŸńŸďĲčđčâďàď ĲŋŸĺčęŽéď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńę Żåąńňę. Ę §ĲàĺåŸ čŸł ğŸĺęňľăáİĲă âďŸ ďâę ąĺăńãĺăę ŻăąŸăęľçďđł ğęň ęďęčáİĲńŸă ŻąŸăęľçďđ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ąŸă ńę ęğęåę ćŸčŹáďĲă ňğ’ æŕăď ńęň ńăł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ńàď ŻăŸŋæĺàď ľňďæŻàď ąŸă čĲćĲńáčĲ čăŸ ąćáľđ ŸćŽęĺå§čàď, ęă ęğęåęă ęďęčáİęďńŸă ŸćŽæĺă§čęă ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ąŸă Ÿğę- ŻĲăąďçĲńŸă ďŸ ľňŽąćåďęňď ľńđď ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Šâćęł, ğŸĺęňľăáİęňčĲ ąŸă ŸďŸćçęňčĲ ľňŽąĲąĺăččâďęňł ęğńăčăľńăąęçł ńâńęăęňł ŸćŽęĺå§čęňł.

1.2 ŁĲğńęčĲĺãł ŔĲĺăŽĺŸŋã

Šę ğĺéńę ŹŸľăąæ čŸł ŸğęńâćĲľčŸ ĲåďŸă âďŸ ąáńà æĺăę ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ğęň ćĲăńęňĺŽęçď őàĺåł Žďéľđ ąŸă ľňŽąćåďęňď ľĲ ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň. Ę ŸğæŻĲăěđ ŹŸľåİĲńŸă ľĲ čăŸ ďâŸ ńĲőďăąã ŽăŸ ńđď ąŸńŸľąĲňã Ĳďæł Żăąńçęň ğáďà ľńę ęğęåę ąáğęăęł ľňŽąĲąĺăččâďęł, ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł őà-

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 26

ĺåł Žďéľđ âőĲă ňŕđćã ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł. Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, ğŸĺâőęňčĲ čăŸ ŽĲďăąã čĲ§ęŻęćęŽåŸ, Żę§âďńęł ęğęăęňŻãğęńĲ Ÿň§ŸåĺĲńęň ŸćŽęĺå§čęň ğęň ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ, ŽăŸ ńđď ąŸńŸľąĲňã Ĳďæł Żăąńçęň àł ľňďáĺńđľđ ńęň ŻĺęčęćęŽđńã ńęň ŸćŽęĺå§čęň, ńę ęğęåę ĲŽŽňáńŸă æńă Ÿď ęă ľçďęŻęă ŻĺęčęćęŽęçďńŸă ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ čĲ ńđ ľĲăĺá ğęň ĲğăŹáććĲă ę ŻĺęčęćęŽđńãł Ÿňńæł ąŸă Ÿď ę ŸćŽæĺă§čęł ľňŽąćåďĲă ľńđď ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň, ńæńĲ ŸğŸăńęçďńŸă ^(dn) ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ĲğăńĲňő§Ĳå Ÿňńã đ ľçŽąćăľđ. Ę čĲ§ę- ŻęćęŽåŸ ŽăŸ ńđď ąŸńŸľąĲňã ŹŸľåİĲńŸă ŸğęąćĲăľńăąá ľĲ ľňďŻňŸľńăąá ĲğăőĲăĺãčŸńŸ ąŸă ŽăŸ Ÿňńæ ğŸĺęňľăáİĲă ŸďĲěáĺńđńŸ ĲďŻăŸŋâĺęď. ŢĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąęćęň§åŸ ľňďæŻàď ğęň ąŸ§ęĺåİĲńŸă Ÿğæ ńę ŻĺęčęćęŽđńã, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ĲğăćĲŽęçď ęă Ÿąčâł ąŸă ęă őàĺđńăąæńđńâł ńęňł ľńę Żåąńňę čĲ ńâńęăę ńĺæğę ğęň ďŸ ąŸ§ňľńĲĺęçď ńđ ľçŽąćăľđ.

íľàł ğĺęąŸćĲå âąğćđěđ ńę ŽĲŽęďæł æńă, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ğàł ńę ąáńà æĺăę ˙(dn), ğęň Ÿğę- ŻĲăąďçĲńŸă ŽăŸ ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ŸćŽęĺå§čàď őàĺåł Žďéľđ, ăľőçĲă Ĳğåľđł ąŸă ľńđď ğĲĺåğńàľđ ŸćŽęĺå§čàď čĲ čĲĺăąã Žďéľđ. ŔĲĺăŽĺáŋęňčĲ ńęď ńĺæğę čĲ ńęď ęğęåę čğęĺęçčĲ ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ŹđčŸńăąá ńđď Ÿąęćęň§åŸ ŻĺęčęćæŽđľđł ľňďæŻàď ğęň ğŸĺáŽĲńŸă Ÿğæ ęğęăęďŻãğęńĲ ŸćŽæĺă§čę čĲ čĲĺăąã Žďéľđ, éľńĲ ďŸ ŻđčăęňĺŽãľęňčĲ ńę ąŸńáććđćę Żåąńňę ŽăŸ ńę ęğęåę ŸğŸăńęçďńŸă ˙(dn) ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ĲğăńĲňő§Ĳå ľçŽąćăľđ ľĲ ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň. ŔĺęąçğńĲă æńă Ÿňńæ ńę ąáńà æĺăę ĲåďŸă ăľőňĺæ ŽăŸ ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł čĲ čĲĺăąã Žďéľđ. îğàł ğŸĺŸńđĺęçčĲ, ńę ğáďà æĺăę ^(n^2) ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńàď ŸćŽęĺå§čàď čĲ čĲĺăąã Žďéľđ GlobalMin ąŸă LocalMin, ğęň ŸğęŻĲåőńđąĲ Ÿğæ ńęňł Afek et al. [1] ľňďĲğáŽĲńŸă ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ d = n, âďŸ Ÿďńåľńęăőę áďà æĺăę ^(dn). Ďğęčâďàł, Ÿď ąŸă ŻăŸăľ§đńăąá §Ÿ ãńŸď ŸďŸčĲďæčĲďę đ Žďéľđ ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ďŸ ğŸåİĲă ąĺåľăčę ĺæćę ľńđď ŸğæŻęľđ ńàď ŸćŽęĺå§čàď, ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńá čŸł ňğęŻđćéďęňď æńă Ÿňńæ ŻĲď ĲåďŸă Ÿćã§ĲăŸ. Ăďńå§ĲńŸ, ńŸ æĺăŸ ğęň ğŸĺâőęňčĲ ŽăŸ ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł čĲ čĲĺăąã Žďéľđ ŸğęŻĲăąďçęňď æńă đ Žďéľđ ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čæďę, ŻĲď ĲğăŋâĺĲă ńđ čĲåàľđ ńđł ğęćňğćęąæńđńŸł ľçŽąćăľđł ąáńà ńęň áďà ęĺåęň ^(dn) ğęň ĲğăńňŽőáďęňď ęă ŸćŽæĺă§čęă őàĺåł Žďéľđ.

Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ âďŸ Ÿďńåľńęăőę \ľŋăőńæ" áďà æĺăę ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľç- Žąćăľđł ąá§Ĳ ŸćŽęĺå§čęň őàĺåł Žďéľđ. ŔŸĺęňľăáİęňčĲ âďŸď ďńĲńĲĺčăďăľńăąæ ŸćŽæĺă§čę őàĺåł Žďéľđ, ğęň ęďęčáİĲńŸă RoundRobin, čĲ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł dn/2 + n/2. Ăňńæł ę ŸćŽæ-

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 27

ĺă§čęł ŹŸľåİĲńŸă ľńđď ğęćç Ÿğćã ăŻâŸ ŻĺęčęćæŽđľđł ńàď ŻăŸŋæĺàď ľňďæŻàď Ĳą ğĲĺăńĺęğãł (round-robin).^4 Ő ŻĺęčęćęŽđńãł ŻăĲěáŽĲă d \ŋáľĲăł," ľĲ ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ ńăł ęğęåĲł, ąá§Ĳ ľçďęŻęł ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čăŸ ŋęĺá (Ĳą ğĲĺăńĺęğãł). Őă ŸćŽæĺă§čęă GlobalMin ąŸă LocalMin ğęň ğŸĺęňľăáľńđąŸď Ÿğæ ńęňł Afek et al.[1, ĎďæńđńŸ 4 & 5] ĲğăńňŽőáďęňď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł Ĳğåľđł ^(dn). Ůľńæľę, ę RoundRobin ĲåďŸă ąŸćçńĲĺęł àł ğĺęł ńę ŹŸ§čæ ńęğăąæńđńáł ńęň, Ÿŋęç ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ, Ĳďé Ÿďńå§ĲńŸ ęă GlobalMin ąŸă LocalMin ćĲăńęňĺŽęçď čĲ čĲĺăąã Žďéľđ.

ĎåďŸă ŻňďŸńæď đ ĲăľŸŽàŽã ńňőŸăæńđńŸł ďŸ čŸł ęŻđŽãľĲă ľĲ ŸğćęçľńĲĺęňł ęğńăčăľńăąęçł ŸćŽęĺå§čęňł ĲćâŽőęň ĺęãł Ÿğæ ńę RoundRobin, ğęň ŻĲď ŸğŸăńęçď Žďéľđ ąŸă âőęňď ąŸćã ğęćňğćęąæńđńŸ; ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ Ÿğáďńđľđ ľńę ĲĺéńđčŸ Ÿňńæ ĲåďŸă §Ĳńăąã, ğŸĺęňľăáİęďńŸł âďŸď ğă§Ÿďęńăąæ ęğńăčăľńăąæ ŸćŽæĺă§čę ğęň ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ. Ő ŸćŽæĺă§čęł Ÿňńæł ęďęčáİĲńŸă Random ąŸă ĲåďŸă ę ğĺéńęł ğă§Ÿďęńăąæł ŸćŽæĺă§čęł ğęň âőĲă ğęńâ ğĺęńŸ§Ĳå ŽăŸ âćĲŽőę ĺęãł. Ő ŸćŽæĺă§čęł ľňľőĲńåİĲă čăŸ ğă§ŸďæńđńŸ p_i čĲ ąá§Ĳ ľçďęŻę S_i, 1 ≤ i ≤ n, čĲ Źáľđ ńđď ęğęåŸ ĲğăćâŽĲă ľńđ ľňďâőĲăŸ Ÿď đ ľçďęŻęł §Ÿ ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ã æőă ŽăŸ Ĳďđčâĺàľđ.

ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸ§ęĺåľęňčĲ ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńęň Random, ğĲĺăŽĺáŋęňčĲ ąŸă ŸďŸćçęňčĲ čăŸ ĲďŻăŸŋâĺęňľŸ ŽĲďåąĲňľđ ńęň ąćŸľăąęç ğĺęŹćãčŸńęł ĲğăćęŽãł ąęňğęďăéď [65], æğęň ąá§Ĳ ąęňğæďă ĲğăćâŽĲńŸă čĲ čăŸ ľňŽąĲąĺăččâďđ ğă§ŸďæńđńŸ (ąŸă æőă ęčęăæčęĺŋŸ). Őďęčá- İęňčĲ ńę ğĺæŹćđčŸ Ÿňńæ ŽĲďăąĲňčâďę ğĺæŹćđčŸ ĲğăćęŽãł ąęňğęďăéď. ŃĲćĲńáčĲ ńđď ąŸńŸďęčã ğă§Ÿďęńãńàď ńęň Ÿĺă§čęç ńàď Żęąăčéď ğęň ŸğŸăńęçďńŸă, ğĺęąĲăčâďęň ńęňćáőăľńęď âďŸ ąęňğæďă Ÿğæ ąá§Ĳ ńçğę ďŸ ĲğăćĲŽĲå. Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ áďà æĺăŸ ľńđ čâľđ ńăčã ńđł ńňőŸåŸł Ÿňńãł čĲńŸŹćđńãł. ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ăŻăæńđńĲł ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ąŸă ĲğăąŸćęçčŸľńĲ čăŸ ŸďńăľńęăőåŸ čĲ ńę ŽĲďăąĲňčâďę ğĺæŹćđčŸ ĲğăćęŽãł ąęňğęďăéď, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ę ŸďŸčĲďæčĲďęł Ÿĺă§čæł ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł ğęň ĲąńĲćęçďńŸă ľĲ ąá§Ĳ ĲąńâćĲľđ ńęň Random ĲåďŸă O(d ln n/p_{min}), æğęň p_{min} = min_{1≤i≤n} p_i. ŠęďåİęňčĲ æńă ńę ğŸĺŸğáďà æĺăę ŽåďĲńŸă O(dn ln n) ľńđď ęčęăæčęĺŋđ ğĲĺåğńàľđ, ğęň æćĲł ęă ğă§ŸďæńđńĲł ĲåďŸă 1/n. Šę æĺăę Ÿňńæ ĲåďŸă ćåŽę čĲŽŸćçńĲĺę Ÿğæ ńę Ÿďńåľńęăőę æĺăę ńęň ŸćŽęĺå§čęň RoundRobin, ę ęğęåęł

4ŠęďåİęňčĲ æńă ńĲőďăąâł ŻĺęčęćæŽđľđł Ĳą ğĲĺăńĺęğãł âőęňď ãŻđ őĺđľăčęğęăđ§Ĳå Ÿğæ ğęććęçł ŸćŽęĺå§čęňł ŽăŸ âćĲŽőę ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł (ŻĲåńĲ, ğ.ő., [32, 33, 34]). Ůľńæľę, ąŸďâďŸł Ÿğæ Ÿňńęçł ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł ŻĲď őĺđľăčęğęăĲå ńęď åŻăę čđőŸďăľčæ ğĺęľŸĺčęŽãł ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ğęň čĲćĲńáčĲ ĲŻé.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 28

Ĳğåľđł ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ Ÿććá ŻĲď ĲåďŸă ńæľę Ÿğćæł æľę ę Random.

Śńę ľđčĲåę Ÿňńæ, ĲåčŸľńĲ âńęăčęă ďŸ ŻăĲĺĲňďãľęňčĲ Ÿď čğęĺęçčĲ ďŸ ďăąãľęňčĲ ńę ąáńà æĺăę ^(dn) ğęň ĲğăńňŽőáďęňď ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľãł ńęňł ęă ŸćŽæĺă§čęă őàĺåł ã čĲ čĲĺăąã Žďéľđ, ĲďŻĲőęčâďàł §ňľăáİęďńŸł ńđď ńęğăąæńđńŸ ğęň ğŸĺâőęňď. íľàł ŻĲď ğĺęąŸćĲå âąğćđěđ æńă æďńàł đ ĲğåńĲňěđ ńęğăąæńđńŸł ĲğăŋâĺĲă čăŸ Ÿçěđľđ ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńđł ńáěđł ńęň d. ŔĲĺăŽĺáŋęňčĲ âďŸď ďńĲńĲĺčăďăľńăąæ ŸćŽæĺă§čę, ğęň ęďęčáİĲńŸă Linear, ąŸă ĲğăńňŽőáďĲă ğęćňğćęąæńđńŸ ŸąĺăŹéł n. Ůľńæľę, ę Linear ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ğęň ćĲăńęňĺŽĲå čĲ ğćãĺđ Žďéľđ. Ő Linear Ÿąęćęň§Ĳå ńđď Žďàľńã ăŻâŸ ĲğăćęŽãł čăŸł Ÿąčãł čĲ ňŕđćæ ŋæĺńę ąŸă ŻĺęčęćęŽĲå æćĲł ńăł ľňďæŻęňł ğęň čęăĺáİęďńŸă Ÿňńãď ńđď Ÿąčã (ŻĲåńĲ, ğ.ő., [6, ĎďæńđńŸ 6.4.2] ã [36]).^5 ŔĺęŋŸďéł, ę Linear ĲåďŸă Źâćńăľńęł àł ğĺęł ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł, Ĳŋæľęď ňğáĺőęňď ğĲĺăğńéľĲăł ğęň ĲěŸďŸŽąáİęňď æćĲł ńăł n ľňďæŻęňł ďŸ ğĺâğĲă ďŸ ĲďđčĲĺà§ęçď ńęňćáőăľńęď čăŸ ŋęĺá Ÿğæ ęğęăęŻãğęńĲ ŸćŽæĺă§čę (ŸďĲěáĺńđńŸ Ÿğæ ńę ŹŸ§čæ ğćđĺęŋęĺåŸł ğęň Ÿňńæł őĺđľăčęğęăĲå). ŠŸ ŸğęńĲćâľčŸńá čŸł Ÿňńá ŸğŸďńęçď §Ĳńăąá ľĲ âďŸ Ÿğæ ńŸ ŹŸľăąá Ÿďęăőńá ğĺęŹćãčŸńŸ ńđł ĲĺŽŸľåŸł ńàď Afek et al. [1], ńę ęğęåę ŸďŸŋâĺĲńŸă ľńđď çğŸĺěđ ã æőă ęğńăčăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ĲćâŽőęň ĺęãł ğęň ďŸ ĲğăńňŽőáďĲă ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽćăľđł ŽĺŸččăąã ľńęď Ÿĺă§čæ ńàď ľňďæŻàď n.

ŠŸ ąáńà ąŸă áďà æĺăŸ ğęň ğĲĺăŽĺáŋęňčĲ ľĲ Ÿňńã ńđ ŻăŸńĺăŹã ğŸĺęňľăáİęňď ĲďŻăŸŋâĺęňľĲł ăŻăæńđńĲł čĲńŸěç ńđł ğęćňğćęąæńđńŸł ľçŽąćăľđł ąŸă ńđł ńęğăąæńđńŸł ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł. ŃĲńŸěç ńàď ńĺăéď ğĺęńĲăďæčĲďàď ŸćŽęĺå§čàď čŸł, ę Random ĲåďŸă ę \ŸğćęçľńĲĺęł", ąŸă áĺŸ ę ğăę ąŸńáććđćęł ŽăŸ \ąŸńŸďĲčđčâďđ" ňćęğęåđľđ, Ÿććá ğŸĺęňľăáİĲă ňŕđćæńĲĺđ ğęćňğćęąæńđńŸ ąŸă Ÿğæ ńęňł ńĺĲåł. ĎďŸććŸąńăąá, ę RoundRobin, Ÿď ąŸă ćăŽæńĲĺę \Ÿğćæł" Ÿğæ ńęď Random, ćĲăńęňĺŽĲå Ĳğåľđł őàĺåł Žďéľđ ąŸă ĲğăńňŽőáďĲă ğęćňğćęąæńđńŸ Ÿľňčğńàńăąá Źâćńăľńđ ŽăŸ ńđď ąćáľđ ńàď ďńĲńĲĺčăďăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď őàĺåł Žďéľđ. Ăďńå§ĲńŸ, ę \ąĲďńĺăąęğęăđčâďęł" ŸćŽæĺă§čęł Linear ĲğăńňŽőáďĲă Źâćńăľńđ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł, Ÿććá ŻĲď ğŸĺęňľăáİĲă ąŸ§æćęň ńęğăąæńđńŸ.

5Ăňńã đ ăŻâŸ ŸğęńĲćĲå ńđ Źáľđ Ĳďæł Ÿğćęç ąŸă ąćŸľăąęç, ĲğŸďŸćđğńăąęç ŸćŽæĺă§čęň ŽăŸ ńęď ňğęćęŽăľčæ ńàď ŻåąŸăàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň [6, ĎďæńđńŸ 6.4.2]. ŚĲ ąá§Ĳ ĲğŸďáćđŕđ, ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńęď ğăę ŋęĺńàčâďę ľçďŻĲľčę Ÿğęąńęçď ńđď ńĲćăąã ńęňł ńăčã Śńđď ĲğæčĲďđ ĲğŸďáćđŕđ, ęă ńĲćăąęå Ÿňńęå ĺň§čęå ŸŋŸăĺęçďńŸă Ÿğæ ńăł őàĺđńăąæńđńĲł ńàď Ÿąčéď ąŸă đ ŻăŸŻăąŸľåŸ Ÿňńã ĲğŸďĲąńĲćĲåńŸă. ŠęďåİęňčĲ æńă ę ŸćŽæĺă§čęł Ÿňńæł ŻĲď ĲåďŸă ęğńăčăľńăąæł.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 29

ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸďŸćçľęňčĲ ńăł ćĲğńęčâĺĲăĲł ňćęğęåđľđł ąáğęăàď Ÿğæ ńęňł ğŸĺŸğáďà ŸćŽęĺå§čęňł, ğŸĺęňľăáİęňčĲ âďŸ ąŸńŸďĲčđčâďę ąŸă ŸľçŽőĺęďę ľőãčŸ ŽăŸ ńđď ňćęğęåđľđ ęğęăęň- ŻãğęńĲ ęğńăčăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ĲćâŽőęň ĺęãł ğęň ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ. ŔŸĺęňľăáİęňčĲ Ĳğåľđł ŸćŽęĺå§čęňł ğęň ĲğăńĲćęçď ńęğăąęçł ňğęćęŽăľčęçł ľĲ ąá§Ĳ ŻăąńňŸąæ ŻăŸąæğńđ. Ăňńęå ęă ŸćŽæĺă§čęă ąŸńŸďĲåčęňď ńđď ŻăŸ§âľăčđ őàĺđńăąæńđńŸ ńęň ľňďŻâľčęň ľńŸŻăŸąá. ĂěăęćęŽęçčĲ ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł Ÿňńęçł čĲńĺéďńŸł ńęď Ÿĺă§čæ ńàď Źđčáńàď âàł æńęň đ ľňďęćăąã ŻăŸ§âľăčđ őàĺđńăąæńđńŸ âőĲă ąŸńŸďĲčđ§Ĳå ąŸă ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńę ğęćňàďňčăąæ æĺăę O(m log m) ľńęď Ÿĺă§čæ ńâńęăàď Źđčáńàď ľńđ őĲăĺæńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ, æğęň m ĲåďŸă ę Ÿĺă§čæł ńàď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńę ľçďŻĲľčę. ĽŸńŸćãŽęňčĲ Ĳğęčâďàł ľńę ľňčğâĺŸľčŸ, æńă ęă ńęğăąęå ňğęćęŽăľčęå ğęň ŸğŸăńęçďńŸă Ÿğæ ńđď ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ľńęňł ŻăąńňŸąęçł ŻăŸąæğńĲł ŻĲď ňğęŹŸ§čåİĲă ńđď ŸğæŻęľđ ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł.

Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ğŸĺęňľăáİęňčĲ ğéł ńâńęăęă ńęğăąęå ňğęćęŽăľčęå čğęĺęçď ďŸ ĲďľàčŸńà§ęçď ľĲ âďŸ ąŸ§ęćăąá ŸğęńĲćĲľčŸńăąæ ŸľçŽőĺęďę ąŸă ąŸńŸďĲčđčâďę ľőãčŸ ňćęğęåđľđł ąá§Ĳ ęğńăčăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł őàĺåł Žďéľđ. Šę ğĺęńĲăďæčĲďę ľőãčŸ ňćęğęåđľđł ŸğęąŸćçğńĲă ďâŸ æĺăŸ ŽăŸ ńđ \ĺĲŸćăľńăąã" ŸğæŻęľđ ńàď ŸćŽęĺå§čàď Ÿňńéď, đ ęğęåŸ ńéĺŸ ĲąŋĺáİĲńŸă àł ľňďáĺńđľđ ğŸĺŸčâńĺàď ğăę ąŸ§ęĺăľńăąéď Ÿğæ ńęď Ÿĺă§čæ ńàď ğĺęľŸĺčęŽéď ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ğęň ĲąńĲćęçďńŸă Ÿğæ ńęď ŸćŽæĺă§čę ľńđ őĲăĺæńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ. Şğę§âńęňčĲ æńă τ ĲåďŸă ę čâŽăľńęł őĺæďęł ğęň ŸğŸăńĲåńŸă ŽăŸ čăŸ ğćãĺđ ŸďŸąçąćàľđ Ĳďæł ğŸąâńęň čăŸł ęğęăŸľŻãğęńĲ ľňďæŻęň Ÿğæ ńęď ąæčŹę čĲńŸŻæńđ ľńęď ąæčŹę ğĺęęĺăľčęç ąŸă ğåľà ľńęď ąæčŹę čĲńŸŻæńđ ąŸă æńă m ĲåďŸă ę čâŽăľńęł Ÿĺă§čæł Ÿğæ ľňďæŻęňł ğęň čęăĺáİęďńŸă čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ \ąŸ§ęćăąã" ğęćňğćęąæńđńŸ ąá§Ĳ ęğńăčăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ĲćâŽőęň ĺęãł ğęň ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ, æńŸď Ÿňńæł ňćęğęăđ§Ĳå Ÿğæ ńę ğĺęńĲăďæčĲďę ľőãčŸ ĲåďŸă O(d^2(τ + m log m)).

Ďŋæľęď ąá§Ĳ ľçďŻĲľčęł čăŸł ęğęăŸŻãğęńĲ ľňďæŻęň ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ ğĺâğĲă ďŸ ĲďđčĲĺà§Ĳå ŽăŸ ńđď Ÿďńåľńęăőđ ğĺęľŸĺčęŽã ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł, ńę ąæľńęł ŽăŸ ńđď ğĺęľàčęåàľđ čăŸł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă čăąĺæńĲĺę Ÿğæ ˙(τ). Ďğåľđł, ńę ąæľńęł Ÿňńæ ĲåďŸă ńęňćáőăľńęď ˙(m log m), Ÿŋęç Ÿňńæ ĲåďŸă âďŸ áďà æĺăę ńęň ąæľńęňł ńàď ńęğăąéď ňğęćęŽăľčéď ľńęňł ŻăąńňŸąęçł ŻăŸąæğńĲł, ňğę§âńęďńŸł æńă ęă ňğęćęŽăľčęå Ÿňńęå ĲąńĲćęçďńŸă čĲ Źáľđ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 30

ńęňł ĲěĲăŻăąĲňčâďęňł ŸćŽęĺå§čęňł ğęň ğŸĺęňľăáİęňčĲ ľĲ Ÿňńãď ńđ ŻăŸńĺăŹã. Ďğęčâďàł, ńę ğĺęńĲăďæčĲďę ľőãčŸ ňćęğęåđľđł ĲğăŋâĺĲă Źâćńăľńę ğęććŸğćŸľăŸľńăąæ ąæľńęł ľńęď ąŸ§ęĺăľčæ ńđł \ąŸ§ęćăąãł" ğęćňğćęąæńđńŸł ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď őàĺåł Žďéľđ. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ĳŋæľęď ńę \ńŸěåŻă" ńęň čđďçčŸńęł ĲćâŽőęň ąŸńá čãąęł ńđł ŻăŸŻĺęčãł ńđł ľňďæŻęň ľńđď ęğęåŸ ŸďãąĲă čğęĺĲå ďŸ ğĺŸŽčŸńęğęăđ§Ĳå ğŸĺáććđćŸ čĲ ńđ ŻăĲěŸŽàŽã ńàď ńęğăąéď ňğęćęŽăľčéď ľńęňł ŻăŸąæğńĲł, ęă ňğęćęŽăľčęå Ÿňńęå ŻĲď ğĺęąŸćęçď ĲğăŹáĺňďľđ ľńđď ŸğæŻęľđ Ÿňńéď ńàď ŸćŽęĺå§- čàď æńŸď m log m ∈ O(τ).

ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ŽĲďăąĲçľęňčĲ ńđď ąćŸľăąã §ĲàĺåŸ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ľńę ğĺæŹćđčŸ ńęň ĲćâŽőęň ĺęãł ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ŻăŸŋęĺĲńăąéď ŸğŸăńãľĲàď ŽăŸ ŻăŸŋęĺĲńăąâł ľňďæŻęňł, ľňľőĲńåİęňčĲ čĲ ąá§Ĳ ľçďęŻę âďŸď §Ĳńăąæ ğĺŸŽčŸńăąæ Ÿĺă§čæ, ğęň ęďęčáİĲńŸă ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ. Ę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ čăŸł ľňďæŻęň ŸğęńĲćĲå čăŸ Ÿŋđĺđčâďđ ęďńæńđńŸ ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă ľńđ ŻăŸńĺăŹã Ÿňńã ŽăŸ ďŸ čęďńĲćęğęăãľĲă ńđ ľőĲńăąã ŸğŸåńđľđ ńđł ľňďæŻęň ľĲ Ĳçĺęł İéďđł.

Şğę§âńęňčĲ æńă ňğáĺőĲă čăŸ ľňďáĺńđľđ Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę, đ ęğęåŸ ŸğĲăąęďåİĲă ńđď ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńđł ľňďæŻęň ľĲ ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł. Őă ľňďŸĺńãľĲăł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď čğęĺĲå ďŸ ąŸ§ęĺåİęďńŸă ğ.ő. ĲåńĲ čĲ Źáľđ ľňŽąĲąĺăččâďĲł ğęćăńăąâł ŻăŸőĲåĺăľđł ńàď ŻăąńňŸąéď ğæĺàď, ã čâľà ŻăŸŋęĺĲńăąéď ĲăŻéď ąňąćęŋęĺåŸł, ã ćæŽà čđőŸďăľčéď őĺâàľđł ([20, 47, 59]). Śńę Żăąæ čŸł čęďńâćę, ęă ľňďŸĺńãľĲăł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ğŸĺâőęňď âďŸ čđőŸďăľčæ ąŸ§ęĺăľčęç ńđł Ĳğă§ňčđńãł ğęăæńđńŸł Ĳěňğđĺâńđľđł ŽăŸ ąá§Ĳ ĲŋŸĺčęŽã ğęň őĺđľăčęğęăĲå ńę Żåąńňę, Ĳďé ęă ńăčâł ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿňńéď ŽăŸ ŻĲŻęčâďĲł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ńàď ľňďæŻàď Ĳąŋĺáİęňď ńđď ğĺŸŽčŸńăąã ğęăæńđńŸ ľńđď Ĳěňğđĺâńđľđ ąá§Ĳ ľňďæŻęň. Şğę§âńęňčĲ ĲďŻăŸŋâĺęňľĲł čŸ§đčŸńăąâł ăŻăæńđńĲł ľńăł ľňďŸĺńãľĲăł Ÿňńâł, æğàł ğ.ő. ŸçěęňľŸ čęďęńęďåŸ, ľňďâőĲăŸ ąŸă ąňĺńæńđńŸ.

Ę ńăčã ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ńăčã ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł čđŻâď ąŸ- §ęĺåİĲă ńęď Ĳćáőăľńę ŻňďŸńæ ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ğęň đ Ÿďńåľńęăőđ ľçďęŻęł čğęĺĲå ďŸ ŸğęąęčåľĲă. ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ĲŽŽňđ§ęçčĲ ĲğáĺąĲăŸ, ňğę§âńęňčĲ æńă đ őàĺđńăąæńđńŸ ąá§Ĳ ľňďŻâľčęň ŻĲď ĲåďŸă čăąĺæńĲĺđ Ÿğæ ńę á§ĺęăľčŸ ľńđď ńăčã čđŻâď ńàď ńăčéď ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď æćàď ńàď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã. ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ąŸă ğáćă ąŸńáććđćĲł

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 31

ğĺáěĲăł ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď. ŁæŽà ŸďńăľńĺĲŕăčæńđńŸł ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, Ÿňńâł ęă ğĺáěĲăł čğęĺĲå ďŸ §Ĳàĺđ§Ĳå æńă ŻăŸőĲăĺåİęďńŸă Ĳğåľđł ąŸă ńăł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ńàď Ÿďńåľńęăőàď ľňďæŻàď.

ĂğęŻĲăąďçĲńŸă æńă ńę ąĺăńãĺăę ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ĲåďŸă ŸďĲğŸĺąâł ľńđď ğĲĺåğńàľđ Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ľńăł ŻăáŋęĺĲł ľňďæŻęňł. ŔŸĺęňľăáİęňčĲ âďŸ ďâę ąĺăńãĺăę ŻăąŸăęľçďđł ğęň ćŸčŹáďĲă ňğ’ æŕăď ńęň ńăł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł čĲ áčĲľę ąŸă ŋęĺčŸćăľńăąæ ńĺæğę. Ę ŻăąŸăęľçďđ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŸğŸăńĲå æńă ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ŽåďĲă, âľńà ąŸă Ĳćáőăľńđ Ÿçěđľđ ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł čăŸł ľňďæŻęň őàĺåł Ÿňńæ ďŸ ğĺęąŸćâľĲă ńđ čĲåàľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ąáğęăŸł áććđł ľňďæŻęň čĲ čăąĺæńĲĺđ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ. ŚňďĲğéł, čĲ Źáľđ ńđ ŻăąŸăęľçďđ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ę ľđčŸďńăąæł ğŸĺáŽęďńŸł ğęň ąŸ§ęĺåİĲă Ÿď ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł čăŸł ľňďæŻęň čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå ĲåďŸă đ ğĺęńĲĺŸăæńđńá ńđł ľňďæŻęň (ąŸă æőă ę åŻăęł ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł). êĺŸ, čăŸ ĲğăńŸąńăąã ąŸă ŸğŸăńđńăąã ąŸńŸďĲčđčâďđ ĲŋŸĺčęŽã čğęĺĲå ďŸ ĲğĲďŻçľĲă ľĲ čăŸ ľňďáĺńđľđ Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ğęň ŸğęŻåŻĲă ňŕđćæńĲĺĲł ńăčâł, Ĳďé, ğŸĺáććđćŸ, ŻăŸľŋŸćåİĲă ŸĺąĲńæ Ĳçĺęł İéďđł ŽăŸ ńđ čĲńáŻęľđ ńàď ŻĲŻęčâďàď ńđł čĲ ŻåąŸăę ńĺæğę. Ę ŻăąŸăęľçďđ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ĲåďŸă Ĳğęčâďàł čăŸ ŻåąŸăđ ľňď§ãąđ ğęň ňğęľńđĺåİĲă áčĲľŸ Ÿň§ŸåĺĲńĲł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ŽăŸ ńăł ľňďæŻęňł ńęň Żăąńçęň.

ëďŸ Ÿąæčđ ľđčŸďńăąæ ľđčĲåę ńđł ŽĲďăąãł §ĲàĺåŸł čŸł ĲåďŸă ę ęĺăľčæł ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł čăŸł Ÿąčãł. ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ęĺåľęňčĲ ńđď âďďęăŸ Ÿňńã, ĲğăćçęňčĲ ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã čăŸ ľňŽąĲąĺăččâďđ ŸćŽĲŹĺăąã Ĳěåľàľđ ğęň ęďęčáİĲńŸă Ĳěåľàľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň- ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, đ Ĳěåľàľđ Ÿňńã ĲąŋĺáİĲă æńă ľĲ æćĲł ńăł ľňďæŻęňł ğęň ŻăŸńĺâőęňď čăŸ Ÿąčã ŸďŸńå§ĲńŸă åľđ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ğęň ŸďńăľńęăőĲå, čâľà ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ľĲ ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ğęň ąŸ§ăľńęçď ńđď Ÿąčã ąęĺĲľčâďđ. ŐĺåİęňčĲ ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł čăŸł Ÿąčãł ďŸ ĲåďŸă čăŸ §Ĳńăąã ĺåİŸ ńđł Ĳěåľàľđł ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ Ÿňńãď ńđď Ÿąčã. Ŕăę ľđčŸďńăąá, őĺđľăčęğęăęçčĲ ńęď ęĺăľčæ ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł, čŸ§đčŸńăąâł ăŻăæńđńĲł ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ńđ ľňď§ãąđ ĲğáĺąĲăŸł, ąŸă ńę ŽĲŽęďæł æńă ęă ğĺáěĲăł ğĺęľŸĺčęŽãł ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ľâŹęďńŸă ńđ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł ŽăŸ ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ęĺåİĲńŸă čęďŸŻăąá. Ę ăŻăæńđńŸ čęďŸŻăąæńđńŸł ŸğęńĺâğĲă ąá§Ĳ ŻňďŸńã ŸľáŋĲăŸ ğęň

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 32

čğęĺĲå ďŸ ğĺęąçŕĲă ąŸńá ńđ őĺãľđ ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ľńđď ğĲĺŸăńâĺà Ÿďáğńňěđ ńđł §ĲàĺåŸł čŸł.

Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, ęă Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ęĺåİęďńŸă ąŸćá ćæŽà ńđł ăŻăæńđńŸł čęďŸŻăąæńđńŸł ńàď ăľęčĲĺăŻåàď ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, čăŸ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď âőĲă ńę čăąĺæńĲĺę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł Ÿğæ æćĲł ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł ğęň ńđ ŻăŸńĺâőęňď. ŐĺåİęňčĲ Ĳğåľđł ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ďŸ ĲåďŸă ĲąĲåďęă ğęň ŻĲď ŸğęŋŸľåİęňď ğęńâ æńă ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł čăŸł ľňďæŻęň ĲåďŸă ę ńĲćăąæł ńđł, Ÿď đ ľçďęŻęł ŻĲď őĺđľăčęğęăĲå ąáğęăŸ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă đ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńđł ľňďæŻęň ŻĲď ăľęçńŸă čĲ ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńđł Ÿąčãł Ÿňńãł.

Ăňńęå ęă ęĺăľčęå ŸğęńĲćęçď ŽĲďăąĲçľĲăł ńàď ąćŸľăąéď ęĺăľčéď ńàď Ÿąčéď ľňčŋæĺđľđł ąŸă ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł [36, 40, 41]. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ čăŸ ľňććęŽã Ÿğæ ĲďŻăŸŋâĺęňľĲł, ľňďŻňŸľńăąâł ăŻăæńđńĲł ŽăŸ ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ğęň ŽĲďăąĲçęňď ŸďńåľńęăőĲł ăŻăæńđńĲł ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł čĲ ąęčŕæ ńĺæğę. Ŕăę ľđčŸďńăąá, ĲŽąŸ§ăŻĺęçčĲ čăŸ ŸďáćęŽđ ľőâľđ, æğàł ĲąĲåďđ čĲńŸěç ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ąŸă ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň- ĲćŸőåľńęň, ŽăŸ ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď: ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ęă ŸćŽæĺă§čęă ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ľňŽąćåďęňď ğáďńŸ ľĲ ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň- ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

Śńđ ľňďâőĲăŸ ĲŋŸĺčæİęňčĲ ńđ §ĲàĺåŸ čŸł ľńę ęğńăčăľńăąæ čęďńâćę, ľńę ęğęåę ğŸĺęňľăá- İęňčĲ čăŸ ŽĲďåąĲňľđ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ğęň ęďęčáİĲńŸă ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Ę ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł Ĳďæł ęğńăčăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ğęň ľňŽąćåďĲă ľĲ ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ĲåďŸă ę Ÿĺă§čæł ńàď ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ğęň ĲąńĲćęçďńŸă Ÿğæ ńęď ŸćŽæĺă§čę ľńđ őĲăĺæńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ âàł æńęň ďŸ ĲğăńĲňő§Ĳå đ ľçŽąćăľđ. ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ďâĲł ľňďŻňŸľńăąâł ăŻăæńđńĲł ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńę ęğńăčăľńăąæ ğĲĺăŹáććęď ĲĺŽŸľåŸł. Őă ăŻăæńđńĲł Ÿňńâł ľőĲńåİęďńŸă čĲ ńęď ńĺæğę ğęň ąá§Ĳ čăŸ ľçďęŻęł ğĺęľĲŽŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸńá ńđď ĲąńâćĲľđ Ĳďæł ęğńăčăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

Šę ńĲćăąæ čŸł ŸğęńâćĲľčŸ ĲåďŸă đ ğĲĺăŽĺŸŋã ąŸă đ Ÿďáćňľđ ĲěăŻĲăąĲňčâďàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Ő ğĺéńęł Ÿğæ Ÿňńęçł ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł ćĲăńęňĺŽĲå

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 33

őàĺåł Žďéľđ ąŸă ĲåďŸă čâńĺăęł ľĲ ŸğæŻęľđ Ĳďé ę ŻĲçńĲĺęł ćĲăńęňĺŽĲå čĲ ğćãĺđ Žďéľđ, Ÿććá âőĲă Źâćńăľńđ ŸğæŻęľđ.

1.3 ŚőĲńăąâł ĎĺŽŸľåĲł

ŠęďåİęňčĲ æńă ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ğęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľńđ ŻăŸńĺăŹã Ÿňńã ŻăŸŋâĺęňď Ÿğæ ğĺęđŽęçčĲďŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ľńđď åŻăŸ ğĲĺăęőã (æğàł ğ.ő., [6, 7, 28, 29, 30, 32, 33, 34, 36, 40, 41, 57]), Ÿŋęç Ÿąęćęň§ęçď ńę ęğńăčăľńăąæ čęďńâćę ńę ęğęåę ĲăľãŽŸŽŸď ğĺæľŋŸńŸ ęă Afek et al. [1]. Šę čęďńâćę Ÿňńæ ĲğăąĲďńĺéďĲńŸă Žçĺà Ÿğæ ńđď ğĺáěđ Ĳđčâĺàľđł, đ ęğęåŸ ĲğăńĺâğĲă ľńăł ľňďæŻęňł ďŸ Ÿğęąńęçď ĺň§čæ čĲńáŻęľđł čĲŽŸćçńĲĺę Ÿğæ ńęď ńĲćăąæ ŻåąŸăę ĺň§čæ ńęňł. ĽŸńŸŋâĺďęňčĲ ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ęă ŹŸľăąâł \ąćŸľăąâł" Ÿĺőâł ŻĺęčęćæŽđľđł, æğàł ĲąĲåďđ ńđł ŻĺęčęćæŽđľđł Ĳą ğĲĺăńĺęğãł [32, 33, 34] ã ńđł ŻĺęčęćæŽđľđł ľňďæŻàď ğęň ŻăŸńĺâőęňď Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł [36], ĲěŸąęćęň§ęçď ďŸ ĲåďŸă ľđčŸďńăąâł ľńę ďâę čęďńâćę. Ŕăę ľđčŸďńăąá, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ąáğęăĲł Ÿğæ Ÿňńâł ńăł ńĲőďăąâł ĲåďŸă ŸğęŻĲŻĲăŽčâďŸ ąŸćçńĲĺĲł, àł ğĺęł ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçąŽćăľđł ã ńđď ńęğăąæńđńŸ (ã ąŸă ńŸ Żçę) Ÿğæ áććĲł, æğàł đ ŻĺęčęćæŽđľđ ńđł ľňďæŻęň čĲ ńęď ąŸ§ęćăąá čăąĺæńĲĺę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł [6], ğęň âőęňď ãŻđ čĲćĲńđ§Ĳå ľńę ęğńăčăľńăąæ čęďńâćę Ÿğæ ńęňł Afek et al. [1].

ŠęďåİęňčĲ Ĳğåľđł æńă ęă ňćęğęăãľĲăł ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ğęň âőęňď ğŸĺęňľăŸľńĲå ľńđ ŹăŹćăęŽĺŸŋåŸ čâőĺă ľãčĲĺŸ (ğ.ő., [12, 14, 67]) őĺđľăčęğęăęçď ľňŽąĲąĺăččâďęňł ŸćŽęĺå§- čęňł àł ŹŸľăąá ľňľńŸńăąá ŽăŸ ńđ Ÿďáğńňěã ńęňł, ęă ęğęåęă Ÿďãąęňď Ĳğåľđł ľńđď ąćáľđ ńàď ľňďńđĺđńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ğęň ŻĲď ĲğăńĺâğĲă ľĲ ąáğęăŸ ľçďęŻę ďŸ âőĲă ĲďŻăáčĲľŸ čĲŽŸćçńĲĺę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł Ÿğæ ńđď ńăčã ńđł ńĲćăąãł Ÿďá§Ĳľđł. Ăďńå§ĲńŸ, ęă čĲăéľĲăł ğęň ňăę§Ĳńęçď ęă ęğńăčăľńăąęå ŸćŽæĺă§čęă ŸğŸăńęçď ŸńęčăąæńđńŸ ĲąńâćĲľđł ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ŽĲŽęďæł ğęň ŻňľąęćĲçĲă ńđď ňćęğęåđľđ ńâńęăàď ęğńăčăľńăąéď ľőđčáńàď čĲ ąŸńŸďĲčđčâďę ąŸă ŸľçŽőĺęďę ńĺæğę.

ŔŸĺæčęăĲł ĲąŻæľĲăł ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńá§đąŸď ŸďĲěáĺńđńŸ Ÿğæ ńęňł Hayden [36], Ja¸e [40, 41] ąŸă Luss ąŸă Smith [55]. Ę ąćŸľăąã §ĲàĺåŸ ŻåąŸăęň ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł, ğęň ęďęčáİĲńŸă Ĳğåľđł ąŸă §ĲàĺåŸ ľňčŋæĺđľđł ĲćâŽőęň ĺęãł [40], âőĲă őńăľńĲå Žçĺà Ÿğæ ńę ąĺăńãĺăę ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ([6, 33, 36, 40,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 34

41]). îćđ Ÿňńã đ §ĲàĺåŸ ĲåőĲ ňăę§ĲńãľĲă ńę ľňďńđĺđńăąæ ğŸĺáŻĲăŽčŸ. Šę ęğńăčăľńăąæ čęďńâćę ĲĺŽŸľåŸł Ĳăľãő§Ĳă Ÿğæ ńęňł Afek et al. [1]. ĽŸčăá Ÿğæ ńăł ğĺęđŽęçčĲďĲł ĲĺŽŸľåĲł ŻĲď âőĲă ćáŹĲă ňğ’ æŕăď ńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł (čĲ ńđď [40], ńđď ęğęåŸ ľőęćăáİęňčĲ ğăę ąáńà, ďŸ ĲåďŸă đ čęďŸŻăąã ĲěŸåĺĲľđ).

ĂľçŽőĺęďęă ąŸńŸďĲčđčâďęă ŸćŽæĺă§čęă ğęň ľňŽąćåďęňď ľĲ ŻåąŸăęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň âőęňď ğŸĺęňľăŸľńĲå ľńăł [12, 13, 14, 44, 57, 71] (đ ćåľńŸ Ÿňńã ŻĲď ĲåďŸă ĲěŸďńćđńăąã). îćęă Ÿňńęå ęă ŸćŽæĺă§čęă Ÿąęćęň§ęçď ńę ľňďńđĺđńăąæ ğŸĺáŻĲăŽčŸ. Ďğåľđł, §âčŸńŸ ğęň áğńęďńŸă ńàď ğĺęńĲĺŸăęńãńàď âőęňď čĲåďĲă ŸďâŽŽăőńŸ Ÿğæ ńăł ĲĺŽŸľåĲł Ÿňńâł.

Őă ĲĺŽŸľåĲł ńàď Ja¸e [40, ĎďæńđńŸ X] ąŸă Gafni ąŸă Bertsekas [29] (đ ęğęåŸ ĲåőĲ ľŸď ąåďđńĺę âďŸ ľőãčŸ ąàŻăąęğęăãľđł ãőęň) ĲåďŸă ęă čæďĲł ĲĺŽŸľåĲł ğęň ŽďàĺåİęňčĲ ęă ęğęåĲł ĲğăőĲăĺęçď ďŸ ŻăĲň§ňďľăęŻęńãľęňď §âčŸńŸ ğęň ľőĲńåİęďńŸă čĲ ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ľńę ŽĲďăąæ ğćŸåľăę ńđł §ĲàĺåŸł ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ĺň§čęç čĲńáŻęľđł čĲ ŻăąŸăęľçďđ.

Ő Ja¸e ĲăľáŽĲă ńđď âďďęăŸ ńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ĺň§čŸğæŻęľđł [40, ĎďæńđńŸ X] ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸŽŽåěĲă §âčŸńŸ ŻăŸŋęĺĲńăąãł čĲńŸőĲåĺăľđł ńàď ľňďæŻàď Ĳďæł ĲńĲĺęŽĲďęçł ľňďæćęň. ŃăćàďńŸł áńňğŸ, đ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ĺň§čŸğæŻęľđł čăŸł ľňďæŻęň ĲåďŸă âďŸł §Ĳńăąæł ğĺŸŽčŸńăąæł Ÿĺă§čæł ğęň ğęććŸğćŸľăáİĲă ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň, âńľă éľńĲ Ÿňńæł ďŸ ğćđľăáľĲă ńđď Ĳğă§ňčđńã ńăčã. Őă Ÿĺă§čęå Ÿňńęå ĲåďŸă ńâńęăęă éľńĲ ę ćæŽęł ńđł ĺň§čŸğæŻęľđł ńàď ľňďæ- Żàď ğęň ŻăŸńĺâőęňď ąá§Ĳ ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ăľęçńŸă čĲ ńę ćæŽę ńàď ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ĺň§čŸğæŻęľđł ńàď ľňďæŻàď Ÿňńéď. Ő Ja¸e [40, ĎďæńđńŸ X] őĺđľăčęğęăĲå ńăł ğŸĺŸğáďà âďďęăĲł ŽăŸ ďŸ ğĺęńĲåďĲă čăŸ ĲğŸďŸŻăŸńçğàľđ ńęň ąĺăńđĺåęň ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň. (Šę Ÿň§Ĳďńăąæ ąĺăńãĺăę ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğęň ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńđď [40, ĎďæńđńŸ IX] ĲåďŸă Ĳď čâĺĲă ŻăŸŋęĺĲńăąæ Ÿğæ ńđ ďâŸ âąŻęľđ ğęň ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńđď [6, ĎďæńđńŸ 5], Ÿď ąŸă ĲåďŸă Ĳçąęćę ďŸ ŸğęŻĲăő§Ĳå æńă ńę âďŸ ľňďĲğáŽĲńŸă ńę áććę.)

Ę ŻăŸńçğàľđ ńęň ąĺăńđĺåęň ŻăąŸăęľçďđł, æğàł ğŸĺęňľăáİĲńŸă Ÿğæ ńęď Ja¸e čğęĺĲå ďŸ ľň- Žąĺă§Ĳå čĲ ńđď ĲăŻăąã ğĲĺåğńàľđ ğęň ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ľňľőĲńåİęďńŸă čĲ ŽĺŸččăąæ ńĺæğę čĲ ńăł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ńàď Ÿďńåľńęăőàď ľňďæŻàď, ľńę Żăąæ čŸł ŽĲďăąæńĲĺę ğćŸåľăę. Ůľńæľę, ĲčĲåł ĲğăńĺâğęňčĲ ľńăł ľňďŸĺńãľĲăł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ďŸ ĲåďŸă Ÿň§ŸåĺĲńĲł ąŸă æőă ŸğŸĺŸåńđńŸ ŽĺŸččăąâł àł ğĺęł ńęň ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ã ńăł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł. Ďğęčâďàł, ńę ąĺăńãĺăę ğęň

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 35

ĲěĲńáİęňčĲ ľĲ Ÿňńãď ńđ ŻăŸńĺăŹã ĲåďŸă ğăę ŽĲďăąæ. Ő Ja¸e ğŸĺęňľăáİĲă čăŸ Ÿğćã ńĺęğęğęåđľđ Ĳďæł ĲěĲăŻăąĲňčâďęň, ľňďńđĺđńăąęç, ĲğŸďŸćđğńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ ęčęŽĲďéď ľňďæŻàď [40, ĎďæńđńŸ V], đ ęğęåŸ ăąŸďęğęăĲå ńę ďâę ąĺăńãĺăę ŻăąŸăęľçďđł ğęň ğĺęńĲåďĲă. Ăďńå§ĲńŸ, ńŸ Żăąá čŸł ŸğęńĲćâľčŸńŸ ĲåďŸă ğęćç ğăę ŽĲďăąá, Ÿŋęç ăľőçęňď ŽăŸ ąá§Ĳ ŸćŽæĺă§čę ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ŸďĲěáĺńđńŸ čĲ ńę Ÿď ĲåďŸă ľňďńđĺđńăąæł ã ęğńăčăľńăąæł. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ Ĳğåľđł ăŻăæńđńĲł ŽăŸ ąá§Ĳ ęğńăčăľńăąæ, ŸćŽæĺă§čę ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ńăł ęğęåĲł őĺđľăčęğęăęçčĲ ŽăŸ ďŸ ľőĲŻăáľęňčĲ ąŸă ďŸ ŸďŸćçľęňčĲ ńđď ŸğæŻęľđ ĲěĲăŻăąĲňčâďàď ŸćŽęĺå§čàď.

Őă Gafni ąŸă Bertsekas [29] ŻăŸńňğéďęňď ąęčŕâł, ľňďŻňŸľńăąâł ľňď§ãąĲł ŹĲćńăľńęğęåđľđł, ęă ęğęåĲł ĲľàčŸńéďęňď ŸŋđĺđčâďĲł ľňďŸĺńãľĲăł àł ğĺęł ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ąŸă ńăł őàĺđńăąæńđńĲł ńàď Ÿąčéď, čĲ ľąęğæ ďŸ Ĳąŋĺáľęňď ŻăŸŋęĺĲńăąâł ğĺęńăčãľĲăł čĲńŸěç ŻăŸŋęĺĲńăąéď ľňďæŻàď ľńđď ąŸńŸďęčã ńęň Ĳçĺęňł İéďđł ąá§Ĳ ľňďŻâľčęň. Őă Gafni ąŸă Bertsekas ğŸĺâőęňď âďŸď Ÿğćæ ĲğŸďŸćđğńăąæ, ľňďńđĺđńăąæ, ľçŽőĺęďę ŸćŽæĺă§čę, ŽăŸ ńęď ňğęćęŽăľčæ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ğęň ăąŸďęğęăęçď Ÿňńâł ńăł ľňď§ãąĲł. Ăďńå§ĲńŸ, ľńđ ŻăŸńĺăŹã Ÿňńã ĲăľáŽęňčĲ čĲ áčĲľę ąŸă ŻăŸăľ§đńăąá ăľőňĺæ ńĺæğę ńđď âďďęăŸ ńàď ğĺęńĲĺŸăęńãńàď àł ľňďŸĺńãľĲàď ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł (ąŸă ŸďńåľńĺęŋŸ). ČăŸńňğéďęňčĲ čăŸ ľňď§ãąđ ŻăąŸăęľçďđł ąŸńáććđćđ ŽăŸ ęğęăęŻãğęńĲ ğĲĺăŹáććęď ĲĺŽŸľåŸł ŻăŸğĺŸŽčŸńĲçĲńŸă ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł, ąŸă ŸďŸğńçľľęňčĲ čăŸ ęćæąćđĺđ §ĲàĺåŸ Žçĺà Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ Ÿňńã. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, æğàł ãŻđ ńęďåľŸčĲ, ńę âďŸ čâĺęł ńđł §ĲàĺåŸł čŸł ŸďŸŋâĺĲńŸă ľĲ ęćæąćđĺđ ńđď ąćáľđ ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, Ĳďé ńę ňğæćęăğę čâĺęł ŸďŸŋâĺĲńŸă ľĲ ŸćŽęĺå§čęňł ğęň Ÿąęćęň§ęçď ńę ęğńăčăľńăąæ čęďńâćę [1].

1.4 ŐĺŽáďàľđ

Ę ŻăŸńĺăŹã Ÿňńã ĲåďŸă őàĺăľčâďđ ľĲ ńĺåŸ čâĺđ. Śńę ğĺéńę Ÿğæ Ÿňńá (Ńâĺęł I) ğŸĺęňľăáİęňčĲ ĲďŻăŸŋâĺęňľĲł čŸ§đčŸńăąâł §ĲčĲćăéľĲăł, ńę čęďńâćę ĲĺŽŸľåŸł čŸł ąŸă ĲăľŸŽàŽăąá ŸğęńĲćâľčŸńŸ ŽăŸ ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł ľňčŋæĺđľđł. Šę Ńâĺęł II ğŸĺęňľăáİĲă ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńá čŸł ŽăŸ ńę ęğńăčăľńăąæ čęďńâćę, Ĳďé ńę Ńâĺęł III ğŸĺęňľăáİĲă ńđ ŽĲďăąĲňčâďđ §ĲàĺåŸ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ŻăŸŋęĺĲńăąéď ŸğŸăńãľĲàď ľĲ Ĳçĺęł İéďđł Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ 36

Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, ńę ĽĲŋáćŸăę 2 ğŸĺâőĲă őĺãľăčđ čŸ§đčŸńăąã ęĺęćęŽåŸ, ğĲĺăŽĺáŋĲă ńăł ľňďŸĺńãľĲăł Ĳďđčâĺàľđł ąŸă ğŸĺęňľăáİĲă ąéŻăąŸ ŽăŸ ńđď ňćęğęåđľã ńęňł. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ľńę ąĲŋáćŸăę Ÿňńæ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńę áďà æĺăę ľńęď Ÿĺă§čæ ńàď Źđčáńàď ğęň ŸğŸăńęçďńŸă ŽăŸ ńđ ŻăĲěŸŽàŽã ńęğăąéď ňğęćęŽăľčéď ľńęňł ŻăąńňŸąęçł ŻăŸąæğńĲł. Šę ĽĲŋáćŸăę 3 ğŸĺęňľăáİĲă ńę ğćŸåľăę ĲĺŽŸľåŸł čŸł, Ĳďé ĲăľŸŽàŽăąá, §Ĳàĺđńăąá ŸğęńĲćâľčŸńŸ ŽăŸ ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł ľňčŋæĺđľđł ğŸĺâőęďńŸă ľńę ĽĲŋáćŸăę 4. Šę ęğńăčăľńăąæ čęďńâćę ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńę ĽĲŋáćŸăę 5. Šę ĽĲŋáćŸăę 6 ĲğĲěĲĺŽáİĲńŸă ľđčŸďńăąâł ăŻăæńđńĲł ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ğęň ľňľőĲńåİęďńŸă čĲ ńđď ĲŽąňĺæńđńŸ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł ĲěæŻęň ńęňł ąŸă ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľãł ńęňł. Ę ŽĲďăąã čĲ§ęŻęćęŽåŸ ŽăŸ ńđď ąŸńŸľąĲňã ńęň Żăąńçęň ğáďà ľńę ęğęåę ŹŸľå- İĲńŸă đ ŸğæŻĲăěđ ńęň ąáńà ęĺåęň, ąŸ§éł ąŸă đ ŸğæŻĲăěđ ńęň ęĺåęň Ÿňńęç ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńàď ŸćŽęĺå§čàď őàĺåł ã čĲ čĲĺăąã Žďéľđ ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľńę ĽĲŋáćŸăę 7, Ĳďé ńę ĽĲŋáćŸăę 8 ğĲĺăŽĺáŋĲă ŸďńåľńęăőŸ áďà æĺăŸ. Šę ľőãčŸ ňćęğęåđľđł ŽăŸ ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł őàĺåł Žďéľđ ĲğĲěđŽĲåńŸă ľńę ĽĲŋáćŸăę 9. Šę ĽĲŋáćŸăę 10 ĲăľáŽĲă ńăł âďďęăĲł ńàď ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă čĲćĲńá ńđ ŻăąŸăęľçďđ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Šę ĽĲŋáćŸăę 11 ĲğăąĲďńĺéďĲńŸă ľńęňł ŸćŽęĺå§čęňł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, Ĳďé ľńę ĽĲŋáćŸăę 12 ŸğęŻĲăąďçęďńŸă ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńá čŸł ŽăŸ ęğńăčăľńăąęçł, ŸćŽęĺå§čęňł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ĽŸńŸćãŽęďńŸł ľőęćăáİęňčĲ ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńá čŸł ąŸă ğĲĺăŽĺáŋęňčĲ ĲďŻăŸŋâĺęďńŸ Ÿďęăőńá ğĺęŹćãčŸńŸ.

Ńâĺęł I

Ńęďńâćę ĎĺŽŸľåŸł ąŸă ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł

ĽĲŋáćŸăę 2

ŃŸ§đčŸńăąâł ĞĲčĲćăéľĲăł

Ę ęĺŽáďàľđ ńęň ąĲŋŸćŸåęň Ÿňńęç ĲåďŸă đ Ĳěãł. Ę ĎďæńđńŸ 2.1 ğŸĺęňľăáİĲă čăŸ ľňďęğńăąã ŸďŸľąæğđľđ őĺãľăčđł čŸ§đčŸńăąãł ľňčŹęćęŽĺŸŋåŸł. Őă ľňďŸĺńãľĲăł Ĳďđčâĺàľđł ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľńđď ĎďæńđńŸ 2.2, Ĳďé đ ĎďæńđńŸ 2.3 ĲğăąĲďńĺéďĲńŸă ľńăł ćĲğńęčâĺĲăĲł ńđł ňćęğęåđľãł ńęňł. Ę ĎďæńđńŸ 2.4 ğĲĺăŽĺáŋĲă čăŸ ŽĲďåąĲňľđ ńęň Žďàľńęç ğă§Ÿďęńăąęç ğĺęŹćãčŸńęł ĲğăćęŽãł ąęňğęďăéď (coupon collector’s problem).

2.1 ŃŸ§đčŸńăąã ŚňčŹęćęŽĺŸŋåŸ

ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ńę ľçčŹęćę ℜ ŽăŸ ďŸ ľňčŹęćåľęňčĲ ńę ľçďęćę ńàď ğĺŸŽčŸńăąéď Ÿĺă§čéď. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ λ ńđď ąĲďã Ÿąęćęň§åŸ. ĆăŸ ąá§Ĳ Ÿąęćęň§åŸ σ, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ |σ| ńę čãąęł ńđł σ. ŃăŸ áğĲăĺđ Ÿąęćęň§åŸ âőĲă áğĲăĺę čãąęł. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę m ≥ 1, ľňčŹęćåİęňčĲ [m] = {1, . . ., m}, ąŸă ęĺåİęňčĲ ńęď m-ęľńæ Ÿĺčęďăąæ Ÿĺă§čæ H_m ďŸ ĲåďŸă ∑m l=1 1/l. Šę H_m ŸňěáďĲă ćęŽŸĺă§čăąá čĲ ńę m, ã ŸąĺăŹâľńĲĺŸ, H_m ≈ ln m+γ, æğęň γ = 0.577 . . . ĲåďŸă đ ľńŸ§Ĳĺá ńęň Euler. ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ âďŸ Ÿğćæ ćãččŸ ğęň ŸğęŻĲăąďçĲńŸă čĲ ľňďŻňŸľńăąá ĲğăőĲăĺãčŸńŸ.

ŁãččŸ 2.1 ëľńà æńă n =^∑_{j≥1} n_j ĲåďŸă âďŸ á§ĺęăľčŸ ŸğĲåĺàď æĺàď. ŠæńĲ,^∑_{j≥1} n^2_j ≤

n · max_{j≥1} n_j.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 39

ĂğæŻĲăěđ: ŔĺęŋŸďéł, ∑ j≥1 n^2_j ≤ ∑ j≥1 (n_j · max_{j≥1} n_j) = ∑ j≥1 n_j · max_{j≥1} n_j = n · max_{j≥1} n_j ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĂďŸğŸĺăľńáďęňčĲ ńŸ ŻăŸďçľčŸńŸ čĲ ğňąďęçł, čăąĺęçł őŸĺŸąńãĺĲł. ëľńà âďŸ ŻăáďňľčŸ r = ⟨r_1, r_2, . . ., r_m⟩^T. ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ľňőďá ńđď ďæĺčŸ ‖r‖_1 =^{∑m}_{l=1} |r_l|. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę

m ≥ 1, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ 0^{(m)} ńę ŻăáďňľčŸ ğęň æćŸ ńŸ m ľńęăőĲåŸ ńęň ĲåďŸă čđŻâď.

ëľńà æńă X ĲåďŸă čăŸ ńňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ E(X) ńđ čâľđ ńăčã ńđł X. Ę čâľđ ńăčã ĲåďŸă ŽĺŸččăąæł ńĲćĲľńãł ľńę ľçďęćę ńàď ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď. Ďáď đ ńňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã X Ÿąęćęň§Ĳå ńđ ŽĲàčĲńĺăąã ąŸńŸďęčã čĲ ğŸĺáčĲńĺę ρ, ăľőçĲă æńă E(X) = 1/ρ ([58, ŔŸĺáĺńđčŸ C]).

2.2 ŚňďŸĺńãľĲăł Ďďđčâĺàľđł 2.2.1 Ę Śňďáĺńđľđ ĂňěãľĲàł ąŸă ńę ĂďŸľőđčŸńăľńăąæ ČăáďňľčŸ ĂňěãľĲàł ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ, ęĺåİęňčĲ ńđ ľňďáĺńđľđ ŸňěãľĲàł ąŸă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ŸňěãľĲàł. Ďğåľđł, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ąŸă Ĳğęčâďàł ąŸă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ŸňěãľĲàł ĲåďŸă čęďŸŻăąá. Ę ľňďáĺńđľđ ŸňěãľĲàł ŸğęńĲćĲå ĲğŸďŸŻăŸńçğàľđ ńęň [1, ŔŸĺáĺńđčŸ A, Őĺăľčæł A.1] ľńđ čęĺŋã Ÿŋđĺđčâďđł, čŸ§đčŸńăąãł ľňďáĺńđľđł.

Őĺăľčæł 2.2.1 ëľńà m ≥ 2 âďŸł ŸąâĺŸăęł. Ę ľňďáĺńđľđ ŸňěãľĲàł, đ ęğęåŸ ľňčŹęćåİĲńŸă iupdate, âőĲă ńĺåŸ ęĺåľčŸńŸ ĲăľæŻęň. Šę ğĺéńę ĲåďŸă âďŸ ŻăáďňľčŸ r ∈ ℜ^m, ńę ŻĲçńĲĺę âďŸł ŸąâĺŸăęł i ∈ [m], ąŸă ńę ńĺåńę âďŸł ğĺŸŽčŸńăąæł Ÿĺă§čæł c ∈ ℜ, ńâńęăŸ éľńĲ ‖r‖_1 < c. Ę ľňďáĺńđľđ ŸňěãľĲàł ĲğăľńĺâŋĲă àł âěęŻę âďŸ İĲçŽęł ⟨r^′, ´⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩), ğęň ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ âďŸ ŻăáďňľčŸ r^′ ąŸă âďŸď ğĺŸŽčŸńăąæ Ÿĺă§čæ ´ > 0 ńâńęăŸ éľńĲ: (1) ‖r^′‖_1 = c;

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 40

(2) r^′_i = r_i + ´;

(3) ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i, Ĳáď r_j ≤ r_i + ´, ńæńĲ r^′_j = r_j ;

(4) ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i, Ĳáď r_j > r_i + ´, ńæńĲ r^′_j = r_i + ´.

Ďáď ⟨r^′, ´⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩), ęďęčáİęňčĲ ńę ŻăáďňľčŸ r^′ ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ŸňěãľĲàł ńđł ńĺăáŻŸł ⟨r, i, c⟩ ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľńđď ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ´ ([1, ŔŸĺáĺńđčŸ A, Őĺăľčæł A.1]). ČăŸăľ§đńăąá, ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ĲğăŋâĺĲă ńęď \ąęĺĲľčæ" ńęň c (ľňď§ãąđ (1)) ŸňěáďęďńŸł ńę ľńęăőĲåę r_i ąŸńá ´ (ľňď§ãąđ (2)), Ĳďé ńŸ ľńęăőĲåŸ ĲąĲåďŸ ğęň ĲåďŸă čăąĺæńĲĺŸ Ÿğæ ńę Ÿňěđńâę ŻĲď ĲğđĺĲáİęďńŸă (ľňď§ãąđ (3)). Ďğåľđł, ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ĲåďŸă ąŸńá ąáğęăŸ âďďęăŸ ŻåąŸăę, Ÿŋęç Ĳğăğĺæľ§ĲńŸ, čĲńá ńđď Ÿçěđľđ, ąŸďâďŸ ľńęăőĲåę čĲ čĲŽŸćçńĲĺđ ńăčã ŻĲď âőĲă ŸğęčĲåďĲă ľńę ŻăáďňľčŸ (ľňď§ãąđ (4)).

ŃęďŸŻăąæńđńŸ ńęň ĂďŸľőđčŸńăľńăąęç ČăŸďçľčŸńęł ĂňěãľĲàł ĂğęąĲăąďçęňčĲ æńă đ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ĲåďŸă čęďŸŻăąã ąŸă Ĳğęčâďàł ąŸă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ŸňěãľĲàł ĲåďŸă čęďŸŻăąæ.

ŔĺæńŸľđ 2.1 ëľńà æńă ŽăŸ ąáğęăę İĲçŽęł ⟨r^′, ´⟩ ăľőçĲă æńă: ⟨r^′, ´⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩) , ŽăŸ ąáğęăę ŻăáďňľčŸ r, âďŸď ŸąâĺŸăę i, ąŸă âďŸď ğĺŸŽčŸńăąæ c > 0. ŠæńĲ, ŻĲď ňğáĺőĲă İĲçŽęł ⟨r^{′′}, ´^′⟩ ńâńęăę éľńĲ ´^′ ≠ ´ ąŸă ⟨r^{′′}, ´^′⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩).

ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ŸğŸŽàŽã ľĲ áńęğę. Şğę§âńęňčĲ æńă ňğáĺőĲă âďŸ İĲçŽęł ⟨r^{′′}, ´^′⟩ ńâńęăę éľńĲ ´^′ ≠ ´ ąŸă ⟨r^{′′}, ´^′⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩).

ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸğćęğęăãľęňčĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ľňčŹęćęŽĺŸŋåŸ. ŚňčŹęćåİęňčĲ s = sort(r). ŚňďĲğéł, ńę ŻăáďňľčŸ s ğĲĺăâőĲă ŸąĺăŹéł ńŸ åŻăŸ ľńęăőĲåŸ čĲ ńę r, Ÿććá ŸďŸąŸńŸďĲčđčâďŸ ľĲ ŸçěęňľŸ ŻăáńŸěđ. Ďğåľđł, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ s^′ ąŸă s^{′′} ńăł ńŸěăďęčđčâďĲł ľĲ ŸçěęňľŸ ŻăáńŸěđ ĲąŻæľĲăł ńàď ŻăŸďňľčáńàď r^′ ąŸă r^{′′}, ŸďńåľńęăőŸ. ëľńà æńă

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 41

l ∈ [m] ĲåďŸă ŸąâĺŸăęł ńâńęăęł éľńĲ: s_{m−l+1} > r_i +´ ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę j ∈ [m−l] ăľőçĲă æńă s_j ≤ r_i+´. ŔĺęŋŸďéł, Ĳŋæľęď ńę ŻăáďňľčŸ s ĲåďŸă ńŸěăďęčđčâďę, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m−l+1, . . ., m, ĲåďŸă s_j > r_i +´. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, âľńà æńă l^′ ∈ [m] ĲåďŸă ŸąâĺŸăęł ńâńęăęł éľńĲ: s_{m−l}′_{+1} > r_i +´^′ ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę j ∈ [m − l^′] ăľőçĲă æńă s_j ≤ r_i + ´^′. ŔĺęŋŸďéł, Ĳŋæľęď ńę ŻăáďňľčŸ s ĲåďŸă ńŸěăďęčđčâďę, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l^′ + 1, . . ., m, ĲåďŸă s_j > r_i + ´^′.

ĎğĲăŻã ⟨r^′, ´⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩) ăľőçĲă æńă s^′ = ⟨s_1, . . ., s_{m−l}, r_i +´, . . ., r_i +´⟩. Ďğåľđł, Ÿŋęç ⟨r^{′′}, ´^′⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩) ăľőçĲă æńă s^{′′} = ⟨s_1, . . ., s_{m−l}′ , r_i + ´^′, . . ., r_i + ´^′⟩.

ŚňďĲğéł, m∑ j=1 s^′_j = m−l∑ j=1 s_j + m∑ j=m−l+1 (r_i + ´) = m−l∑ j=1 s_j + l(r_i + ´) .

ąŸ§éł Ĳğåľđł, m∑ j=1 s^{′′}_j = m−l^′∑ j=1 s_j + m∑ j=m−l^′ +1 (r_i + ´^′)

= m−l^′∑ j=1 s_j + l^′(r_i + ´^′) .

Ďŋæľęď ⟨r^′, ´⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩) ąŸă ⟨r^{′′}, ´^′⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩), đ ğĺéńđ ľňď§ãąđ ńđł ľňďáĺńđľđł iupdate ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ∑m j=1 s^′_j = c ąŸă ∑m j=1 s^{′′}_j = c. ŚňďĲğéł, m∑ j=1 s^′_j = m∑ j=1 s^{′′}_j .

ĎěĲńáİęňčĲ ğĺéńŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň l = l^′. ŠæńĲ, m−l∑ j=1 s_j + l(r_i + ´) = m−l∑ j=1 s_j + l(r_i + ´^′) ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 42

âńľă éľńĲ l(´ − ´^′) = 0 , Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ´ = ´^′ .

êńęğę, Ÿŋęç Ÿğæ ňğæ§Ĳľđ ăľőçĲă æńă ´ ≠ ´^′. êĺŸ, §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ĲåďŸă l ≠ l^′.

Ţàĺåł ŹćáŹđ ńđł ŽĲďăąæńđńŸł ňğę§âńęňčĲ æńă l < l^′ (đ Ÿďńåľńĺęŋđ ğĲĺåğńàľđ ĲåďŸă ğŸĺæčęăŸ), ęğæńĲ âőęňčĲ m∑ j=1 s^′_j = m−l^′∑ j=1 s_j + m−l∑ j=m−l^′+1 s_j + l(r_i + ´) .

ŚňďĲğéł, m−l^′∑ j=1 s_j + m−l∑ j=m−l^′+1 s_j + l(r_i + ´) = m−l^′∑ j=1 s_j + l^′(r_i + ´^′) .

êĺŸ, m−l∑ j=m−l^′+1 s_j + l(r_i + ´) = l^′(r_i + ´^′) , âńľă éľńĲ m−l∑ j=m−l^′+1 s_j + l(r_i + ´) − l^′(r_i + ´^′) = 0 .

ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l^′ + 1, . . ., m − l ăľőçĲă æńă s_j > r_i + ´^′. Ďğęčâďàł, m−l∑ i=m−l^′+1 s_j > (l^′ − l)(r_i + ´^′) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 43

ŚňďĲğéł,

(l^′ − l)(r_i + ´^′) + l(r_i + ´) − l^′(r_i + ´^′) > 0 ,

Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

l(r_i + ´) − l(r_i + ´^′) > 0 .

êĺŸ,

l(´ − ´^′) > 0 ,

âńľă éľńĲ

´ > ´^′ .

ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l^′ + 1, . . ., m − l ăľőçĲă æńă s_j ≤ r_i + ´. Ďğęčâďàł, m−l∑ i=m−l^′ +1 s_j ≤ (l^′ − l)(r_i + ´) .

êĺŸ,

(l^′ − l)(r_i + ´) + l(r_i + ´) − l^′(r_i + ´^′) ≤ 0 ,

Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

l^′(r_i + ´) − l^′(r_i + ´^′) ≤ 0 .

ŚňďĲğéł,

l^′(´ − ´^′) ≤ 0 ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 44

âńľă éľńĲ

´ ≤ ´^′ .

êńęğę.

2.2.2 Ę Śňďáĺńđľđ ŃĲăéľĲàł ąŸă ńę ĂďŸľőđčŸńăľńăąæ ČăáďňľčŸ ŃĲăéľĲàł ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ, ęĺåİęňčĲ ńđ ľňďáĺńđľđ čĲăéľĲàł ąŸă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ čĲăéľĲàł. Ďğåľđł, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã čĲåàľđ ąŸă Ĳğęčâďàł ąŸă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ čĲăéľĲàł ĲåďŸă čęďŸŻăąá. Ę ľňďáĺńđľđ čĲăéľĲàł ŸğęńĲćĲå ĲğŸďŸŻăŸńçğàľđ ńęň [1, ŔŸĺáĺńđčŸ A, Őĺăľčæł A.2] ľńđ čęĺŋã Ÿŋđĺđčâďđł, čŸ§đčŸńăąãł ľňďáĺńđľđł.

Őĺăľčæł 2.2.2 ëľńà m ≥ 2 âďŸł ŸąâĺŸăęł. Ę ľňďáĺńđľđ čĲăéľĲàł, đ ęğęåŸ ľňčŹęćåİĲńŸă dupdate, âőĲă ńâľľĲĺŸ ęĺåľčŸńŸ ĲăľæŻęň, âďŸ ŻăáďňľčŸ r ∈ ℜ^m, âďŸď ŸąâĺŸăę i ∈ [m], âďŸď ğŸĺŸŽčŸńăąæ c ∈ ℜ ńâńęăęď éľńĲ ‖r‖_1 ≤ c ąŸă âďŸď ğĺŸŽčŸńăąæ ´ ≥ 0. Ę ľňďáĺńđľđ čĲăéľĲàł ĲğăľńĺâŋĲă àł âěęŻę âďŸ İĲçŽęł ⟨r^′, B ⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´⟩), ğęň ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ âďŸ ŻăáďňľčŸ r^′ ąŸă âďŸď ğĺŸŽčŸńăąæ Ÿĺă§čæ B ≥ 0 ńâńęăŸ éľńĲ: (1) ‖r^′‖_1 = c; (2) r^′_i = r_i + ´;

(3) ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i, Ÿď r_j ≤ B, ńæńĲ r^′_j = r_j; (4) ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i, Ÿď r_j > B, ńæńĲ r^′_j = B.

Ďáď ⟨r^′, B ⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´⟩), ęďęčáİęňčĲ ńę ŻăáďňľčŸ r^′ ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ čĲăéľĲàł ŽăŸ ńđď ńĲńĺáŻŸ ⟨r, i, c, ´⟩, ńę ęğęåę ŸďńăľńęăőĲå ľńđď ŸďŸľőđčŸńăľńăąã čĲåàľđ B ([1, ŔŸĺáĺńđčŸ A, Őĺăľčæł A.2]). ČăŸăľ§đńăąá, ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ čĲăéľĲàł \Ÿğę- ŻâőĲńŸă" čăŸ Ÿçěđľđ ľńę ľńęăőĲåę r_i ąŸńá ´, őàĺåł ďŸ ĲğăńĺâğĲă ńę ľňďęćăąæ á§ĺęăľčŸ ńàď ľńęăőĲåàď ńęň r ďŸ ěĲğĲĺďá ńę c. Ďğęčâďàł, Ÿňńã đ Ÿçěđľđ čğęĺĲå ďŸ ĲğăŋâĺĲă čĲăéľĲăł ľńđď ńăčã áććàď ľńęăőĲåàď ńęň ŻăŸďçľčŸńęł r. ŚńęăőĲåŸ čĲ ńăčã čăąĺæńĲĺđ ńęň B ŻĲ čĲńŸŹáććęďńŸă,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 45

Ĳďé æćŸ ńŸ ňğæćęăğŸ ľńęăőĲåŸ Ÿććáİęňď ńđď ńăčã ńęňł ľĲ B. Ďğåľđł, ğĺęąŸćĲåńŸă \ąęĺĲľčæł" ńęň c.

ŃęďŸŻăąæńđńŸ ńęň ĂďŸľőđčŸńăľńăąęç ČăŸďçľčŸńęł ŃĲăéľĲàł ĂğęąĲăąďçęňčĲ æńă đ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã čĲåàľđ ĲåďŸă čęďŸŻăąã ąŸă Ĳğęčâďàł, ąŸă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ čĲăéľĲàł ĲåďŸă čęďŸŻăąæ.

ŔĺæńŸľđ 2.2 ëľńà æńă ŽăŸ ąáğęăę İĲçŽęł ⟨r^′, B ⟩ ăľőçĲă æńă:

⟨r^′, B ⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´⟩) ,

ŽăŸ ąáğęăę ŻăáďňľčŸ r, âďŸď ŸąâĺŸăę i, ąŸă ńęňł ğĺŸŽčŸńăąęçł c ąŸă ´. ŠæńĲ, ŻĲď ňğáĺőĲă İĲçŽęł ⟨r^{′′}, B^′⟩ ńâńęăę éľńĲ B ≠ B^′ ąŸă ⟨r^{′′}, B^′⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´⟩).

ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ŸğŸŽàŽã ľĲ áńęğę. Şğę§âńęňčĲ æńă ňğáĺőĲă âďŸ İĲçŽęł ⟨r^{′′}, B^′⟩ ńâńęăę éľńĲ B ≠ B^′ and ⟨r^{′′}, B^′⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´⟩).

ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸğćęğęăãľęňčĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ľňčŹęćęŽĺŸŋåŸ. ŚňčŹęćåİęňčĲ s = sort(r). ŚňďĲğéł, ńę ŻăáďňľčŸ s ğĲĺăâőĲă ŸąĺăŹéł ńŸ åŻăŸ ľńęăőĲåŸ čĲ ńę r, Ÿććá ŸďŸąŸńŸďĲčđčâďŸ ľĲ ŸçěęňľŸ ŻăáńŸěđ. Ďğåľđł, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ s^′ ąŸă s^{′′} ńăł ńŸěăďęčđčâďĲł ľĲ ŸçěęňľŸ ŻăáńŸěđ ĲąŻæľĲăł ńàď ŻăŸďňľčáńàď r^′ ąŸă r^{′′}, ŸďńåľńęăőŸ. ĆăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ ^j ńę ŻĲåąńđ ńęň ľńęăőĲåęň ńęň ŻăŸďçľčŸńęł sort(r) ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľńę ľńęăőĲåę r_j ∈ r. ëľńà æńă l ∈ [m] ĲåďŸă âďŸł ŸąâĺŸăęł ńâńęăęł éľńĲ: s_{m−l+1} > B ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę j ∈ [m − l], ăľőçĲă æńă s_j ≤ B. Ďŋæľęď ńę ŻăáďňľčŸ s ĲåďŸă ńŸěăďęčđďâďę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l + 1, . . ., m, ĲåďŸă s_j > B. ëľńà Ĳğåľđł æńă l^′ ∈ [m] ĲåďŸă âďŸł ŸąâĺŸăęł ńâńęăęł éľńĲ: s_{m−l}′_{+1} > B^′ ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę j ∈ [m − l^′] ăľőçĲă æńă s_j ≤ B^′. Ďŋæľęď ńę ŻăáďňľčŸ s ĲåďŸă ńŸěăďęčđčâďę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l^′ + 1, . . ., m ĲåďŸă s_j > B^′.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 46

Ăŋęç ⟨r^′, B ⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´⟩) ăľőçĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ j = 1, . . ., m − l, j ≠ ^i, s^′_j = s_j . Ďğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l + 1, . . ., m, j ≠ ^i, s^′_j = B. ŔĺęŋŸďéł, s^′^_i = r_i + ´. Ďğęčâďàł, m∑ j=1 s^′_j = m−l∑ j=1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i B + r_i + ´ .

Ăŋęç ⟨r^{′′}, B^′⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´⟩) ăľőçĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ j = 1, . . ., m − l^′, j ≠ ^i, s^{′′}_j = s_j . Ďğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l^′ + 1, . . ., m, j ≠ ^i, s^{′′}_j = B^′. ŔĺęŋŸďéł, s^{′′}^_i = r_i + ´. Ďğęčâďàł, m∑ j=1 s^{′′}_j = m−l^′∑ j=1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l′+1 j≠^i B^′ + r_i + ´ .

Ďŋæľęď ⟨r^′, B ⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´⟩) ąŸă ⟨r^{′′}, B^′⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´⟩), đ ğĺéńđ ľňď§ãąđ ńđł ľňďáĺńđľđł dupdate ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ∑m j=1 s^′_j = c ąŸă ∑m j=1 s^{′′}_j = c, ŸďńåľńęăőŸ. ŚňďĲğéł, m∑ j=1 s^′_j = m∑ j=1 s^{′′}_j .

ĎěĲńáİęňčĲ ğĺéńŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ æğęň l = l^′. ŠæńĲ, m−l∑ j=1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i B + r_i + ´ = m−l∑ j=1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i B^′ + r_i + ´ .

âńľă éľńĲ m∑ j=m−l+1 j≠^i (B − B^′) = 0 .

ŚňďĲğéł,

B − B^′ = 0 ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 47

Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

B = B^′ .

êńęğę, Ÿŋęç Ÿğæ ňğæ§Ĳľđ ăľőçĲă æńă B ≠ B^′. Ďğęčâďàł, §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ăľőçĲă æńă l ≠ l^′.

Ţàĺåł ŹćáŹđ ńđł ŽĲďăąæńđńŸł ňğę§âńęňčĲ æńă l < l^′ (đ Ÿďńåľńĺęŋđ ğĲĺåğńàľđ ĲåďŸă ğŸĺæčęăŸ), âńľă éľńĲ m − l^′ < m − l. ŠæńĲ ăľőçĲă æńă m∑ j=1 s^′_j = m−l^′∑ j=1 j≠^i s_j + m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i B + r_i + ´ .

ŚňďĲğéł, m−l^′∑ j=1 j≠^i s_j + m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i B + r_i + ´ = m−l^′∑ j=1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l′+1 j≠^i B^′ + r_i + ´ .

êĺŸ, m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i B − m∑ j=m−l′+1 j≠^i B^′ = 0 .

ŚňďĲőåİęňčĲ ĲěĲńáİęďńŸł ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ğĲĺăğńéľĲăł ŽăŸ ńę ^i.

1. Şğę§âńęňčĲ ğĺéńŸ æńă ^i < m − l^′. ŔĺęŋŸďéł, m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i B − m∑ j=m−l′+1 j≠^i B^′ = m−l∑ j=m−l^′+1 s_j + m∑ j=m−l+1 B − m∑ j=m−l^′ +1 B^′ ,

âńľă éľńĲ, m−l∑ j=m−l^′+1 s_j + lB − l^′B^′ = 0 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 48

ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l^′ + 1, . . ., m − l ăľőçĲă æńă s_j > B^′. Ďğęčâďàł m−l∑ i=m−l^′ +1 s_j > (l^′ − l)B^′ .

êĺŸ,

(l^′ − l)B^′ + lB − l^′B^′ > 0 ,

Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

lB − lB^′ > 0 .

ŚňďĲğéł,

l(B − B^′) > 0 ,

âńľă éľńĲ

B > B^′ .

ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l^′ + 1, . . ., m − l ăľőçĲă æńă s_j ≤ B. Ďğęčâďàł, m−l∑ i=m−l^′+1 s_j ≤ (l^′ − l)B .

êĺŸ,

(l^′ − l)B + lB − l^′B^′ ≤ 0 ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 49

Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă l^′B − l^′B^′ ≤ 0 .

ŚňďĲğéł, l^′(B − B^′) ≤ 0 , âńľă éľńĲ B ≤ B^′ .

êńęğę.

2. ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ æğęň m − l^′ + 1 ≤ ^i < m − l + 1. ŔĺęŋŸďéł, m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i B − m∑ j=m−l′+1 j≠^i B^′ = m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 B − m∑ j=m−l′+1 j≠^i B^′ ,

âńľă éľńĲ, m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j + lB − (l^′ − 1)B^′ = 0 .

ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ ąŸ§Ĳ j = m − l^′ + 1, . . ., m − l, j ≠ ^i ăľőçĲă æńă s_j > B^′. Ďğęčâďàł, m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j > (l^′ − l − 1)B^′ .

êĺŸ, (l^′ − l − 1)B^′ + lB − (l^′ − 1)B^′ > 0 ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 50

Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

lB − lB^′ − B + B^′ > 0 .

ŚňďĲğéł,

(l − 1)(B − B^′) > 0 .

îčàł ăľőçĲă æńă l ≥ 1, ńę ęğęåę ľđčŸåďĲă æńă l − 1 ≥ 0. Ďğęčâďàł, §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ăľőçĲă æńă:

B > B^′ .

ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l^′ + 1, . . ., m − l, j ≠ ^i ăľőçĲă æńă s_j ≤ B. Ďğęčâďàł, m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j ≤ (l^′ − l − 1)B .

êĺŸ,

(l^′ − l − 1)B + lB − (l^′ − 1)B^′ ≤ 0 ,

Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

l^′B − l^′B^′ + B − B^′ ≤ 0 .

ŚňďĲğéł,

(l^′ − 1)(B − B^′) ≤ 0 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 51

îčàł ăľőçĲă æńă l^′ ≥ 1, ńę ęğęåę ľđčŸåďĲă æńă l^′ − 1 ≥ 0. Ďğęčâďàł, §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ăľőçĲă æńă:

B ≤ B^′ . êńęğę.

3. ŃĲćĲńáčĲ ńâćęł ńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň ^i ≥ m − l + 1. ŔĺęŋŸďéł, m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i B − m∑ j=m−l′+1 j≠^i B^′ = m−l∑ j=m−l^′ +1 s_j + m∑ j=m−l′+1 j≠^i B − m∑ j=m−l′+1 j≠^i B^′ ,

âńľă éľńĲ, m−l∑ j=m−l^′ +1 s_j + (l − 1)B − (l^′ − 1)B^′ = 0 .

Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l^′ + 1, . . ., m − l ăľőçĲă æńă s_j > B^′. Ďğęčâďàł, m−l∑ j=m−l^′ +1 s_j > (l^′ − l)B^′ .

êĺŸ, (l^′ − l)B^′ + (l − 1)B − (l^′ − 1)B^′ > 0 , Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă lB − lB^′ − B + B^′ > 0 .

ŚňďĲğéł, (l − 1)(B − B^′) > 0 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 52

îčàł ăľőçĲă æńă l ≥ 1, ńę ęğęåę ľđčŸåďĲă æńă l − 1 ≥ 0. Ďğęčâďàł, §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ăľőçĲă æńă:

B > B^′ .

ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l^′ + 1, . . ., m − l ăľőçĲă æńă s_j ≤ B. Ďğęčâďàł, m−l∑ j=m−l^′+1 s_j ≤ (l^′ − l)B .

êĺŸ,

(l^′ − l)B + (l − 1)B − (l^′ − 1)B^′ ≤ 0 ,

Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

l^′B − l^′B^′ + B − B^′ ≤ 0 .

ŚňďĲğéł,

(l^′ − 1)(B − B^′) ≤ 0 .

îčàł ăľőçĲă æńă l^′ ≥ 1, ńę ęğęåę ľđčŸåďĲă æńă l^′ − 1 ≥ 0. Ďğęčâďàł, §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ăľőçĲă æńă:

B ≤ B^′ .

êńęğę.

ŚĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę đ ŸğæŻĲăěđ ńđł ŔĺæńŸľđł 2.2 âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 53

2.2.3 ĹŻăæńđńĲł ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ŹŸľăąâł ăŻăæńđńĲł ńàď ľňďŸĺńãľĲàď ŸňěãľĲàł ąŸă čĲăéľĲàł.

ŔĺæńŸľđ 2.3 ëľńà æńă ⟨r^′, ´⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩), æğęň r^′, r ĲåďŸă ŻăŸďçľčŸńŸ ğĺŸŽčŸńăąéď Ÿĺă§čéď čĲ m > 0 ľńęăőĲåŸ, i ∈ [m] ĲåďŸă ŸąâĺŸăęł, c > 0 ĲåďŸă čăŸ Ÿň§ŸåĺĲńđ §Ĳńăąã ľńŸ§Ĳĺá ąŸă ´ ≥ 0 ĲåďŸă ęğęăęľŻãğęńĲ čđ Ÿĺďđńăąæł ğĺŸŽčŸńăąæł Ÿĺă§čæł. ëľńà æńă ´^′ ≥ 0 ĲåďŸă âďŸł ğĺŸŽčŸńăąæł Ÿĺă§čæł ńâńęăęł éľńĲ ´^′ ≤ ´. ŠæńĲ, Ÿď ⟨r^{′′}, B ⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´^′⟩) ŽăŸ ńę ŻăáďňľčŸ r^{′′} ąŸă ńęď ğĺŸŽčŸńăąæ B, ăľőçĲă æńă B ≥ r_i + ´.

ĂğæŻĲăěđ: ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸğćęğęăãľęňčĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ľňč- ŹęćęŽĺŸŋåŸ. ŚňčŹęćåİęňčĲ s = sort(r). ŚňďĲğéł, ńę ŻăáďňľčŸ s ğĲĺăâőĲă ŸąĺăŹéł ńŸ åŻăŸ ľńęăőĲåŸ čĲ ńę r Ÿććá ŸďŸąŸńŸďĲčđčâďŸ ľĲ ŸçěęňľŸ ŻăáńŸěđ. Ďğåľđł, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ s^′ ąŸă s^{′′} ńăł ńŸěăďęčđčâďĲł ľĲ ŸçěęňľŸ ŻăáńŸěđ ĲąŻæľĲăł ńàď ŻăŸďňľčáńàď r^′ ąŸă r^{′′}, ŸďńåľńęăőŸ. ĆăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ ^j ńę ŻĲåąńđ ńęň ľńęăőĲåęň ńęň ŻăŸďçľčŸńęł sort(r) ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľńę ľńęăőĲåę r_j ∈ r. ëľńà æńă l ∈ [m] ĲåďŸă ŸąâĺŸăęł ńâńęăęł éľńĲ: s_{m−l+1} > r_i +´ ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę j ∈ [m − l] ăľőçĲă æńă s_j ≤ r_i + ´. Ďŋæľęď ńę ŻăáďňľčŸ s ĲåďŸă ńŸěăďęčđčâďę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l + 1, . . ., m ĲåďŸă s_j > r_i + ´. ëľńà æńă l^′ ∈ [m] ĲåďŸă âďŸł ŸąâĺŸăęł ńâńęăęł éľńĲ: s_{m−l}′_{+1} > B ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę j ∈ [m − l^′] ăľőçĲă æńă s_j ≤ B. Ďŋæľęď ńę ŻăáďňľčŸ s ĲåďŸă ńŸěăďęčđďâďę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l + 1, . . ., m ĲåďŸă s_j > B.

Ďŋæľęď ⟨r^′, ´⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩) ăľőçĲă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ j = 1, . . ., m − l, j ≠ ^i, s^′_j = s_j . Ďğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l + 1, . . ., m, ĲåďŸă s^′_j = r_i + ´. ŔĺęŋŸďéł, s^′^_i = r_i + ´. ŚňďĲğéł, m∑ j=1 s^′_j = m−l∑ j=1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i (r_i + ´) + r_i + ´ .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 54

Ďŋæľęď ⟨r^{′′}, B ⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´^′⟩) ăľőçĲă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ j = 1, . . ., m−l^′, j ≠ ^i, s^{′′}_j = s_j . Ďğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l^′ +1, . . ., m, j ≠ ^i, ĲåďŸă s^{′′}_j = B. ŔĺęŋŸďéł, s^{′′}^_i = r_i +´^′. ŚňďĲğéł, m∑ j=1 s^{′′}_j = m−l^′∑ j=1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l′+1 j≠^i B + r_i + ´^′ .

ŚňďĲőåİęňčĲ ĲěĲńáİęďńŸł ŻăáŋęĺĲł ğĲĺăğńéľĲăł ŽăŸ ńę l. Şğę§âńęňčĲ Ÿĺőăąá æńă l < l^′, âńľă éľńĲ m − l^′ < m − l. ŠæńĲ, m∑ j=1 s^′_j = m−l^′∑ j=1 j≠^i s_j + m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i (r_i + ´) + r_i + ´ .

Ďŋæľęď ⟨r^′, ´⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩), đ ğĺéńđ ľňď§ãąđ ńđł ľňďáĺńđľđł iupdate ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ∑m j=1 s^′_j = c. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ĳŋæľęď ⟨r^{′′}, B ⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´^′⟩), đ ğĺéńđ ľňď§ãąđ ńđł ľňďáĺńđľđł dupdate ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ∑m j=1 s^{′′}_j = c. ŚňďĲğéł, m∑ j=1 s^′_j = m∑ j=1 s^{′′}_j ,

âńľă éľńĲ m−l^′∑ j=1 j≠^i s_j + m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i (r_i + ´) + r_i + ´ = m−l^′∑ j=1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l′+1 j≠^i B + r_i + ´^′ .

Ďğęčâďàł, m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i (r_i + ´) − m∑ j=m−l′+1 j≠^i B + (´ − ´^′) = 0 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 55

ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l^′ + 1, . . ., m − l, j ≠ ^i ăľőçĲă æńă s_j ≤ r_i + ´. Ďğęčâďàł, m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i (r_i + ´) + m∑ j=m−l+1 j≠^i (r_i + ´) − m∑ j=m−l′+1 j≠^i B + (´ − ´^′) ≤ 0 .

ŚňďĲğéł, m−l∑ j=m−l+1 j≠^i (r_i + ´) − m∑ j=m−l′+1 j≠^i B + (´ − ´^′) ≤ 0 .

îčàł, ´^′ ≤ ´, ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ´ − ´^′ ≥ 0. êĺŸ, m−l∑ j=m−l+1 j≠^i ((r_i + ´) − B) ≤ 0 .

ëğĲńŸă æńă,

r_i + ´ ≤ B ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă l > l^′, âńľă éľńĲ m − l < m − l^′. ŔĺęŋŸďéł, m∑ j=1 s^{′′}_j = m−l∑ j=1 j≠^i s_j + m−l^′∑ j=m−l+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l′+1 j≠^i B + r_i + ´^′ .

Ďŋæľęď ⟨r^′, ´⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩), đ ğĺéńđ ľňď§ãąđ ńđł ľňďáĺńđľđł iupdate ľňďĲğá- ŽĲńŸă æńă ∑m j=1 s^′_j = c. Ďğåľđł, Ÿŋęç ⟨r^{′′}, B ⟩ = dupdate(⟨r, i, c, ´^′⟩), đ ğĺéńđ ľňď§ãąđ ńđł ľňďáĺńđľđł dupdate ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ∑m j=1 s^{′′}_j = c. ŚňďĲğéł, m∑ j=1 s^′_j = m∑ j=1 s^{′′}_j ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 56

âńľă éľńĲ m−l∑ j=1 j≠^i s_j + m−l^′∑ j=m−l+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l′+1 j≠^i B + r_i + ´^′ = m−l∑ j=1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i (r_i + ´) + r_i + ´ .

êĺŸ, m−l^′∑ j=m−l+1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l′+1 j≠^i B − m∑ j=m−l+1 j≠^i (r_i + ´) + (´^′ − ´) = 0 .

ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − l + 1, . . ., m − l^′, j ≠ ^i ăľőçĲă æńă s_j > r_i + ´. Ďğęčâďàł, m−l^′∑ j=m−l+1 j≠^i (r_i + ´) + m∑ j=m−l′+1 j≠^i B − m∑ j=m−l+1 j≠^i (r_i + ´) + (´^′ − ´) > 0 .

ŚňďĲğéł, m−l∑ j=m−l′+1 j≠^i B − m∑ j=m−l′+1 j≠^i (r_i + ´) + (´^′ − ´) > 0 .

îčàł ăľőçĲă æńă ´^′ ≤ ´, ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ´^′ − ´ ≤ 0, âńľă éľńĲ m∑ j=m−l′+1 j≠^i (B − (r_i + ´)) > 0 .

ëğĲńŸă æńă,

B > r_i + ´ ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 57

ĞĲàĺęçčĲ ńâćęł ńđď ğĲĺåğńàľđ æğęň l = l^′. ŔĺęŋŸďéł, m−l∑ j=1 j≠^i s_j + m∑ j=m−l+1 j≠^i (r_i + ´) − m−l∑ j=1 j≠^i s_j − m∑ j=m−l+1 j≠^i B + (´ − ´^′) = 0 ,

âńľă éľńĲ m∑ j=m−l+1 j≠^i (r_i + ´) − m∑ j=m−l+1 j≠^i B + (´ − ´^′) = 0 .

Ďğęčâďàł, m∑ j=m−l+1 j≠^i (((r_i + ´)) − B) + (´ − ´^′) = 0 .

îčàł, ăľőçĲă æńă ´^′ ≤ ´, ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ´ − ´^′ ≥ 0. êĺŸ, m∑ j=m−l+1 j≠^i (((r_i + ´)) − B) ≤ 0 ,

âńľă éľńĲ r_i + ´ ≤ B, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę đ ŸğæŻĲăěđ ńđł ŔĺæńŸľđł 2.3 âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå.

ŚňďĲőåİęňčĲ ğŸĺęňľăáİęďńŸł ĲăŻăąâł ľňď§ãąĲł ąáńà Ÿğæ ńăł ęğęåĲł đ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ğęň ĲğăľńĺâŋĲă đ ľňďáĺńđľđ iupdate ĲåďŸă čđŻâď.

ŔĺæńŸľđ 2.4 ëľńà æńă ⟨r^′, ´⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩), ŽăŸ ąáğęăę ŻăáďňľčŸ r čĲ m > 0 ľńęăőĲåŸ ńâńęăę éľńĲ ∑m i=1 r_i ≤ c, âďŸď ŸąâĺŸăę i ∈ [m], ąŸă ńęňł ğĺŸŽčŸńăąęçł Ÿĺă§čęçł c > 0 ąŸă ´ ≥ 0. ŠæńĲ, ´ = 0 Ÿď ăľőçĲă æńă:

(1) r^′ = r; (2) ∑m i=1 r^′_i = ∑m i=1 r_i = c;

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 58

(3) ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i, r_j ≤ r_i.

ĂğæŻĲăěđ: ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸğćęğęăãľęňčĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ľňč- ŹęćęŽĺŸŋåŸ. ŚňčŹęćåİęňčĲ s = sort(r). ŚňďĲğéł, ńę ŻăáďňľčŸ s ğĲĺăâőĲă ŸąĺăŹéł ńŸ åŻăŸ ľńęăőĲåŸ čĲ ńę r Ÿććá ŸďŸąŸńŸďĲčđčâďŸ ľĲ ŸçěęňľŸ ŻăáńŸěđ. ĆăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ ^j ńę ŻĲåąńđ ńęň ľńęăőĲåęň ńęň ŻăŸďçľčŸńęł sort(r) ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľńę ľńęăőĲåę r_j ∈ r. Ăŋęç ∑m j=1 r_j ≤ c ăľőçĲă æńă ∑m j=1 s_j ≤ c. Ďŋæľęď ⟨r^′, ´⟩ = iupdate(⟨r, i, c⟩) ąŸă ´ = 0, Ĳě ęĺăľčęç ńđł ľňďáĺńđľđł iupdate, âőęňčĲ: (1) ∑m i=1 r^′_i = c;

(2) r^′_i = r_i;

(3) ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i, Ÿď r_j ≤ r_i ńæńĲ r^′_j = r_j ;

(4) ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i, Ÿď r_j > r_i ńæńĲ r^′_j = r_i.

ŃĲ ŸğŸŽàŽã ľĲ áńęğę. Şğę§âńęňčĲ æńă ňğáĺőĲă âďŸł ŸąâĺŸăęł l ∈ [m − 1] ńâńęăęł éľńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ j = l + 1, . . ., m ăľőçĲă æńă s_j > r_i. ŔĺęŋŸďéł, m∑ j=1 r^′_j = ∑ j = 1^ls_j + m∑ j=l+1 r_i

< l∑ j=1 s_j + m∑ j=l+1 s_j = m∑ j=1 s_j ≤ c , âńľă éľńĲ ∑m j=1 r^′_j < c. êńęğę.

Ďğęčâďàł, ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m] ĲåďŸă s_j ≤ r_i, ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r_j ≤ r_i, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă ŽăŸ ńęď ăľőňĺăľčæ (3). Ăğę ńđ ľňď§ãąđ (3), Ÿňńæ ľňďĲğáŽĲńŸă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], r^′_j = r_j , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă ŽăŸ ńęď ăľőňĺăľčæ (1). Ő ăľőňĺăľčæł (2) ĲåďŸă áčĲľđ ľňďâğĲăŸ ńęň (1) ąŸă ńđł ľňď§ãąđł (2).

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 59

function IUpdate (real vector: r ∈ ℜ^m; integer: i ∈ [m]; real: c)

1 sum := 0;

2 for (j = 1; j ≤ m; j + +) { 3 r^′_j := r_j ;

4 sum := sum + r_j; 5 } 6 r^′_i := r_i + c − sum; 7 total := r^′_i; 8 sort(r^′); 9 count := 1; 10 l := m;

11 while (l > 0 and total/count < r^′_l) do begin 12 total := total + r^′_l; 13 count + +; 14 l − −; 15 end;

16 common := total/count; 17 for (j = l + 1; j ≤ m; j + +) 18 r^′_j := common; 19 r^′^_i := common;

20 ´ := common − r_i;

ŚőãčŸ 2-1: Ę ľňďáĺńđľđ IUpdate

2.3 Şćęğęåđľđ ńàď ŚňďŸĺńãľĲàď Ďďđčâĺàľđł

2.3.1 ĽéŻăąŸł ŽăŸ ńđ Śňďáĺńđľđ ĂňěãľĲàł

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ iupdate ĲåďŸă ğĺáŽčŸńă ľňďáĺńđľđ. Šę ŚőãčŸ 2-

1 ğŸĺęňľăáİĲă ŕĲňŻęąéŻăąŸ ľĲ C ŽăŸ ńđ ľňďáĺńđľđ IUpdate.

Šę ľńęăőĲåę r_i ĲğăŻâőĲńŸă Ÿĺőăąá čăŸ Ÿçěđľđ åľđ čĲ ńđď \ĲćĲç§Ĳĺđ őàĺđńăąæńđńŸ" ńęň c

(ľńęď ąéŻăąŸ ńęň ŚőãčŸńęł 2-1 Ÿňńã ĲåďŸă åľđ čĲ c − sum, ŽĺŸččã 6). Śńđ ľňďâőĲăŸ, đ

Ÿňěđčâďđ ńăčã ńęň ľńęăőĲåęň Ÿňńęç ľňŽąĺåďĲńŸă čĲ ńę čâŽăľńę ľńęăőĲåę ńęň ŻăŸďçľčŸńęł r^′.

Śńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺđ, đ ľňďáĺńđľđ IUpdate ńĲĺčŸńåİĲă, Ÿŋęç đ ľňď§ãąđ (3)

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 60

ńđł iupdate ňğęŻđćéďĲă æńă ľńęăőĲåŸ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł r čĲ čăąĺæńĲĺđ ńăčã ŻĲď ĲğđĺĲáİęďńŸă. ČăŸŋęĺĲńăąá, đ ńăčã ńàď Żçę Ÿňńéď ľńęăőĲåàď §Ÿ Ĳěăľà§Ĳå. Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, đ ńăčã ąá§Ĳ Ĳďæł Ÿğæ Ÿňńá §Ÿ ŽåďĲă åľđ čĲ total/count. Ę ŻăŸŻăąŸľåŸ Ÿňńã ĲŋŸĺčæİĲńŸă ĲğŸďŸćđğńăąá âàł æńęň ďŸ čđď ŸğęčĲåďĲă ąŸďâďŸ ľńęăőĲåę čĲ čĲŽŸćçńĲĺđ ńăčã Ÿğæ ńđď ąęăďã ńăčã total/count. ŚĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę đ ľňďáĺńđľđ IUpdate ńĲĺčŸńåİĲă. ŁåŽę ğĺăď ńęď ńĲĺčŸńăľčæ ńđł, ńę´ ňğęćęŽåİĲńŸă àł đ Ÿçěđľđ common − r_i (ŽĺŸččã 18 ľńęď ąéŻăąŸ).

Śńđ ľňďâőĲăŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ IUpdate ńĲĺčŸńåİĲă ąŸă ĲğăľńĺâŋĲă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ŸňěãľĲàł.

ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸğćęğęăãľęňčĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ľňčŹęćęŽĺŸŋåŸ. ĆăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ ^j ńę ŻĲåąńđ ńęň ľńęăőĲåęň ńęň ŻăŸďçľčŸńęł sort(r^′) ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľńę ľńęăőĲåę r_j ∈ r^′. ĞâńęňčĲ r^{in}^_i = r_i + c − ‖r‖_1, ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i ňğę§âńęňčĲ æńă r^{in}^_j = r_j . Ďğåľđł, âľńà æńă count^{(0)} = 1, total^{(0)} = r^{in}^_i ąŸă l^{(0)} = m. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ total^{(k)}, count^{(k)} ąŸă l^{(k)} ńăł ńăčâł ńàď čĲńŸŹćđńéď total, count ąŸă l, ŸďńåľńęăőŸ, čĲńá ńđď kęľńã ĲğŸďáćđŕđ ńđł while (Ĳďńęćã 11 ľńęď ąéŻăąŸ). Ďğăğćâęď, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ n ≥ 0 ńę ľňďęćăąæ Ÿĺă§čæ ĲğŸďŸćãŕĲàď ńđł while ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ čăŸł Ÿň§ŸåĺĲńđł ĲąńâćĲľđł ńđł ľňďáĺńđľđł IUpdate. Šâćęł, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ r^f ńę ŻăáďňľčŸ ĲěæŻęň ńđł ľňďáĺńđľđł

IUpdate.

ČĲď ĲåďŸă Żçľąęćę ďŸ ŸğęŻĲăő§Ĳå æńă đ ľňďáĺńđľđ IUpdate ńĲĺčŸńåİĲă čĲńá Ÿğæ O(m log m) ŹãčŸńŸ.

ĞĲéĺđčŸ 2.1 Ę ľňďáĺńđľđ IUpdate ńĲĺčŸńåİĲă čĲńá Ÿğæ ńę ğęćç O(m log m) ŹãčŸńŸ. ĂğæŻĲăěđ: ŔĺęŋŸďéł, đ Ÿĺőăąã ńăčã ńęň l ĲåďŸă m, ąŸ§éł Ĳğåľđł ńę l čĲăéďĲńŸă ąŸńá âďŸ ľńę ńâćęł ąá§Ĳ ĲğŸďáćđŕđł ńđł while. Ďğęčâďàł, ľňčŹŸåďęňď ńę ğęćç m ĲğŸďŸćãŕĲăł. ńę ęğęåę ľđčŸåďĲă æńă ę őĺæďęł ĲąńâćĲľđł ńđł while ĲåďŸă ľńđ őĲăĺæńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ O(m). ŔĺęŋŸďéł, ę őĺæďęł ĲąńâćĲľđł ńđł Ĳďńęćãł for (Ĳďńęćã 17 ľńęď ąéŻăąŸ) ĲåďŸă ľńđ őĲăĺæńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ Ĳğåľđł O(m), âńľă éľńĲ ę ľňďęćăąæł őĺæďęł ĲąńâćĲľđł ńđł IUpdate ŋĺáľľĲńŸă áďà Ÿğæ ńę őĺæďę ğęň ŸğŸăńĲåńŸă ŽăŸ ńđď ńŸěăďæčđľđ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł r^′. ŢĺđľăčęğęăéďńŸł âďŸď O(m log m) ŸćŽæĺă§čę ńŸěăďæčđľđł, æğàł ğ.ő., ńęď MergeSort ã ńęď Heapsort (ŻĲåńĲ, ğ.ő., [19]), ę őĺæďęł ĲąńâćĲľđł ńđł IUpdate ŽåďĲńŸă ľńđď őĲăĺæńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ O(m log m), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 61

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ čăŸ ľĲăĺá ğĺęńáľĲàď ğęň ŸğęŻĲăąďçęňď æńă đ ľňďáĺńđľđ IUpdate ňğęćęŽåİĲă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ŸňěãľĲàł. Ő ğĺéńęł čŸł ăľőňĺăľčæł ĲåďŸă æńă ‖r^{in}‖_1 = c. ŔĺęŋŸďéł, ‖r^{in}‖_1 = m∑ j=1 j≠^i r^{in}_j + r^{in}^_i

= m∑ j=1 j≠i r_j + r_i + c − ‖r‖_1

= m∑ j=1 r_j + c − ‖r‖_1 = ‖r‖_1 + c − ‖r‖_1 = c .

Ďğęčâďàł, ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.1 ĹľőçĲă æńă: ‖r^{in}‖_1 = c .

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ğŸĺŸńãĺđľđ. ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.2 ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę k ∈ [n], (1) count^{(k)} = count^{(k−1)} + 1 = k + 1, (2) l^{(k)} = m − k, (3) total^{(k)} = total^{(k−1)} + r^{in}_{l(k−1)} = total^{(0)} + ∑m j=l^{(k−1)} r in j . Ę Ÿąæćęň§đ ğŸĺŸńãĺđľđ ĲåďŸă čăŸ áčĲľđ ľňďâğĲăŸ ńđł ŻĲçńĲĺđł ľňď§ãąđł ńđł while.

ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.3 ĹľőçĲă æńă: (1) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę k = 0, . . ., n − 1, total^{(k)} count^{(k)} < r^{in}_{l(k)} ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 62

(2) total^{(n)}/count^{(n)} ≥ r^{in}_{l(n)} .

Ę Ÿąæćęň§đ ğĺæńŸľđ ňğęŻđćéďĲă æńă ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ĲąńâćĲľđł ńđł ľňďáĺńđľđł IUpdate, đ ğęľæńđńŸ total/count ĲåďŸă ŸçěęňľŸ.

ŔĺæńŸľđ 2.5 ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę k = 0, . . ., n, ăľőçĲă æńă

total^{(k)}/count^{(k)} ≥ total^{(k−1)}/count^{(k−1)} .

ĂğæŻĲăěđ: ŔĺęŋŸďéł, total^{(n)}/count^{(n)} = total^{(n−1)}/count^{(n−1)}. Ę ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.3 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ k ∈ [n],

total^{(k−1)}/count^{(k−1)} < r^{in}_{l(k−1)} .

Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.2(1) and (3), âőęňčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ k ∈ [n], count^{(k)} = count^{(k−1)} + 1, Ĳďé total^{(k)} = total^{(k−1)} + r^{in}_{l(k−1)} . Ďğęčâďàł,

total^{(k)} count^{(k)} = total^{(k−1)} + r^{in}_{l(k−1)} count^{(k−1)} + 1 > total^{(k−1)} + total^{(k−1)}/count^{(k−1)} count^{(k−1)} + 1 = count^{(k−1)} total^{(k−1)} + total^{(k−1)} (count^{(k−1)} + 1) count^{(k−1)} = total^{(k−1)} count^{(k−1)} æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă ńę ľńęăőĲåę r^{in}^_i ŻĲď ĲåďŸă âďŸ Ÿğæ ńŸ ńĲćĲňńŸåŸ n ľńęăőĲåŸ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł sort(r^′). ŔĺæńŸľđ 2.6^^i ≤ m − n.

ĂğæŻĲăěđ: ŔĺęŋŸďéł, r^{in}_{^i} = r_i +c−‖r‖_1, Ĳďé total^{(0)} = r^{in}_{^i} ąŸă count^{(0)} = 1, âńľă éľńĲ r^{in}_{^i} = total^{(0)}/count^{(0)}. Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.3 âőęňčĲ æńă total^{(0)}/count^{(0)} < r^{in}_{l(0)} . ŚňďĲğéł, r^{in}_i ≤

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 63

r^{in}_{l(0)} . Śńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň n = 0, ę ăľőňĺăľčæł ăľőçĲă ğĺęŋŸďéł. Ăł ňğę§âľęňčĲ Ĳğęčâďàł æńă n > 0. Ę ŔĺæńŸľđ 2.5 ňğęŻđćéďĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ k ∈ [n], đ ğęľæńđńŸ total^{(k)}/count^{(k)} ĲåďŸă čăŸ ŸçěęňľŸ ľňďáĺńđľđ, âńľă éľńĲ total^{(0)}/count^{(0)} ≤ total^{(k)}/count^{(k)}. Ďğęčâďàł, ăľőçĲă æńă r^{in}^_i ≤ total^{(k)}/count^{(k)}. Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.3, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n − 1 ăľőçĲă æńă r^{in}_{l(k)} > total^{(k)}/count^{(k)}, âńľă éľńĲ r^{in}^_i < r^{in}_{l(k)} (ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n − 1). Ďğęčâďàł, r^{in}^_i ≤ r^{in}_{l(n−1)} . Ďŋæľęď ńę ŻăáďňľčŸ r^{in} ĲåďŸă ńŸěăďęčđčâďę âőęňčĲ æńă ^i < l^{(n−1)}. Ę ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.2 ňğęŻđćéďĲă æńă l^{(n−1)} = m − n + 1, âńľă éľńĲ ^i < m − n + 1. ŚňďĲğéł, ăľőçĲă æńă ^i ≤ m − n, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŔĺęŋŸďéł, ´ = total^{(n)}/count^{(n)} − r_i (Ĳďńęćã 20 ľńęď ąéŻăąŸ), âńľă éľńĲ

total^{(n)}/count^{(n)} = r_i + ´ ,

æğàł ňğęŻđćéďĲńŸă Ÿğæ ńđď Ÿąæćęň§đ ğŸĺŸńãĺđľđ.

ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.4 ĹľőçĲă æńă:

total^{(n)} count^{(n)}

= r_i + ´ .

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă čĲńá ńđď ĲąńâćĲľđ ńđł IUpdate, ńŸ ńĺęğęğęăđčâďŸ ľńęăőĲåŸ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł r ĲåďŸă ńŸ n čĲŽŸćçńĲĺŸ ľńęăőĲåŸ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł r^{in} ąŸă âőęňď æćŸ ńđ åŻăŸ ńăčã r_i + ´.

ŁãččŸ 2.2 ĹľőçĲă æńă:

(1) ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − n + 1, . . ., m, r^f_j = r_i + ´;

(2) ŽăŸ ąá§Ĳ j = 1, . . ., m − n, r^f_j = r^{in}_j .

ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.2 âőęňčĲ æńă l^{(n)} = m − n. ŔĺęŋŸďéł, đ Ĳďńęćã for ĲŽŽňáńŸă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ j = l^{(n)} +1, . . ., m, ĲåďŸă r^f_j = total^{(n)}/count^{(n)}. ŚňďĲğéł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m−n+1, . . ., m, r^f_j = total^{(n)}/count^{(n)}. Ę ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.4 ňğęŻđćéďĲă æńă total^{(n)}/count^{(n)} =

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 64

r_i + ´. Ďğęčâďàł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − n + 1, . . ., m, ăľőçĲă æńă r^f_j = r_i + ´. ŔĺęŋŸďéł, ąŸďâďŸ áććę ľńęăőĲåę ŻĲď ńĺęğęğęăĲåńŸă, âńľă éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ j = 1, . . ., m − n ăľőçĲă æńă r^f_j = r^{in}_j . Ăňńæ ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ćãččŸńęł.

ŚňďĲőåİęňčĲ ŸğęŻĲăąďçęďńŸł æńă ńę ŻăáďňľčŸ ĲěæŻęň ńđł ľňďáĺńđľđł IUpdate ĲğăŋâĺĲă ńęď \ąęĺĲľčæ" ńęň c, æğàł őĺĲăáİĲńŸă Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (1) ńđł iupdate. ŔĺæńŸľđ 2.7 ŃĲńá Ÿğæ ąá§Ĳ ĲąńâćĲľđ ńđł IUpdate ăľőçĲă æńă ‖r^f ‖_1 = c. ĂğæŻĲăěđ: ŔĺęŋŸďéł,

‖r^f ‖_1 = l^{(n)}∑ j=1 j≠^i r^f_j + m∑ j=l(n)+1 j≠^i r^f_j + r^f^_i

= m−n∑ j=1 j≠^i r^f_j + m∑ j=m−n+1 r^f_j + r^f^_i

(ćæŽà ńđł ŔĺæńŸľđł 2.6) = m−n∑ j=1 j≠^i r^{in}_j + m∑ j=m−n+1 total^{(n)}/count^{(n)} + total^{(n)}/count^{(n)}

(ćæŽà ńęň ŁãččŸńęł 2.2) = m−n∑ j=1 j≠^i r^{in}_j + (n + 1) total^{(n)}/count^{(n)}

= m−n∑ i=j j≠^i r^{in}_j + (n + 1) total^{(0)} + ∑m j=l^{(n−1)} r in j 1 + n (ćæŽà ńđł ŔŸĺŸńãĺđľđł 2.2(1) and (3)) = m−n∑ i=j j≠^i r^{in}_j + total^{(0)} + m∑ j=l^{(n−1)} r^{in}_j

= m−n∑ i=j j≠^i r^{in}_j + r_i + c − ‖r‖_1 + m∑ j=l^{(n−1)} r^{in}_j

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 65 = m−n∑ j=1 j≠^i r^{in}_j + r_i + c − m∑ j=1 r_j + m∑ j=m−n+1 r^{in}_j (ćæŽà ńđł ŔŸĺŸńãĺđľđł 2.2(2)) = m−n∑ j=1 j≠^i r^{in}_j + r^{in}^_i + m∑ j=m−n+1 r^{in}_j (Ĳďńęćã (6) ńđł IUpdate) = m−n∑ j=1 r^{in}_j + m∑ j=m−n+1 r^{in}_j (ćæŽà ńđł ŔĺæńŸľđł 2.6) = m∑ j=1 r^{in}_j = c (ćæŽà ńđł ŔŸĺŸńãĺđľđł 2.1) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ńéĺŸ æńă ńę İĲçŽęł ĲěæŻęň ⟨r^f , ´⟩ ńđł IUpdate ľâŹĲńŸă ńăł ňğæćęăğĲł ńĺĲăł ľňď§ãąĲł ğęň ĲğăŹáćĲă đ ľňďáĺńđľđ iupdate. ŔĺæńŸľđ 2.8 ĹľőçĲă æńă: (1) r^f^_i = r_i + ´;

(2) ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i, Ÿď r_j ≤ r_i + ´ ńæńĲ r^f^_j = r_j; (3) ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i, Ÿď r_j > r_i + ´ ńæńĲ r^f^_j = r_i + ´.

ĂğæŻĲăěđ: ŊĲąăďáčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň (1). ŔĺęŋŸďéł, r^f_{^i} = total^{(n)}/count^{(n)} (Ĳďńęćã 19 ńęň ąéŻăąŸ). Ę ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.4 ňğęŻđćéďĲă æńă ´ = total^{(n)}/count^{(n)} − r_i, ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r^f^_i = r_i + ´, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă ŽăŸ ńđ ľňď§ãąđ (1).

ĆăŸ ďŸ ŻĲåěęňčĲ ńđď (2), ŸĺąĲå ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i, ńę ľńęăőĲåę r_j čĲńŸŹáććĲńŸă čæďę Ÿď r_j > r_i + ´. Śńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň n = 0, ąŸďâďŸ ľńęăőĲåę ŻĲď ńĺęğęğęăĲåńŸă, âńľă éľńĲ đ ľňď§ãąđ ăľőçĲă ńĲńĺăččâďŸ. Ăł ňğę§âľęňčĲ Ĳğęčâďàł æńă n > 0. Ăğæ ńę ŁãččŸ 2.2 âőęňčĲ æńă ńŸ ńĺęğęğęăđčâďŸ ľńęăőĲåŸ ĲåďŸă ńŸ n čĲŽŸćçńĲĺđł ńăčãł ľńęăőĲåŸ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 66

ńęň r^{in}. Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.3 ăľőçĲă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n−1, r^{in}_{l(k)} > total^{(k)}/count^{(k)}. Ę ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.5 ĲŽŽňáńŸă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n−1, total^{(k)}/count^{(k)} ≤ total^{(n)}/count^{(n)}, âńľă éľńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n−1, r^{in}_{l(k)} > total^{(n)}/count^{(n)}. Ďŋæľęď ´ = total^{(n)}/count^{(n)} − r_i, Ÿňńæ ňğęŻđćéďĲă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n − 1, ăľőçĲă æńă r^{in}_{l(k)} > r_i + ´, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă ŽăŸ ńđď (2).

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ńâćęł ńđ ľňď§ãąđ (3). ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ j ∈ [m], j ≠ i, ńâńęăę éľńĲ r^f_j ≠ r^{in}_j , ăľőçĲă æńă r^f_j = r_i + ´. Ďğęčâďàł, ŸĺąĲå ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ąá§Ĳ ľńęăőĲåę r_j ńâńęăę éľńĲ r_j > r_i + ´ ĲďđčĲĺéďĲńŸă. Śńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň n = 0, ŻĲď ňğáĺőĲă ńâńęăę ľńęăőĲåę ľńę ŻăáďňľčŸ r, âńľă éľńĲ ę ăľőňĺăľčæł ăľőçĲă ńĲńĺăččâďŸ. Ăł ňğę§âľęňčĲ Ĳğęčâďàł æńă n > 0. ĞŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ čĲ ŸğŸŽàŽã ľĲ áńęğę æńă ę ăľőňĺăľčæł (3) ăľőçĲă. Şğę§âńęňčĲ æńă ňğáĺőĲă âďŸł ŸąâĺŸăęł j ∈ [m], j ≠ i, ńâńęăęł éľńĲ r_j > r_i + ´ Ÿććá r^f^_j = r_j . Ďŋæľęď r^f^_j = r_j , ńę ŁãččŸ 2.2 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ^j ≤ m − n. Ďğăğćâęď, ŽăŸ ąá§Ĳ k = j, . . ., m − n âőęňčĲ æńă r^{in}_k = r^f_k . Ďŋæľęď ńę ŻăáďňľčŸ r^{in} ĲåďŸă ńŸěăďęčđčâďę ąŸă l^{(n)} = m − n, Ÿňńæ ňğęŻđćéďĲă æńă

r^{in}^_k ≤ r^{in}_{l(n)} . ŚňďĲğéł, ăľőçĲă æńă r^{in}_{l(n)} > r_i + ´. Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.4 ăľőçĲă æńă total^{(n)}/count^{(n)} = r_i + ´, âńľă éľńĲ r^{in}_{l(n)} > total^{(n)}/count^{(n)}. Ăňńæ ľđčŸåďĲă æńă đ ŻĲçńĲĺđ ľňď§ãąđ ńđł while ĲåďŸă Ÿćđ§ãł ŽăŸ ńęď ŸąâĺŸăę l^{(n)} > 0. êńęğę.

Őă ŔĺęńáľĲăł 2.7 ąŸă 2.8 ňğęŻđćéďęňď áčĲľŸ æńă đ ľňďáĺńđľđ IUpdate ňğęćęŽåİĲă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ŸňěãľĲàł, æğàł ňğŸŽęĺĲçĲńŸă Ÿğæ ńę Ÿąæćęň§ę §ĲéĺđčŸ.

ĞĲéĺđčŸ 2.2 Ę ľňďáĺńđľđ IUpdate ňğęćęŽåİĲă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ŸňěãľĲàł.

2.3.2 ĽéŻăąŸł ŽăŸ ńđ Śňďáĺńđľđ ŃĲăéľĲàł ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ dupdate ĲåďŸă ğĺáŽčŸńă ľňďáĺńđľđ. Šę ŚőãčŸ 2- 2 ğŸĺęňľăáİĲă ŕĲňŻęąéŻăąŸ ľĲ C ŽăŸ ńđ ľňďáĺńđľđ DUpdate.

ŃĲăéľĲăł ľňčŹŸåďęňď čæďę Ÿď ńę á§ĺęăľčŸ æćàď ńàď ľńęăőĲåàď ńęň r čĲńá ńđď Ÿçěđľđ ńęň r_i ąŸńá ´ ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺę Ÿğæ c (ŽĺŸččã 6 ľńęď ąéŻăąŸ). Ę ľňďęćăąã čĲåàľđ ğęň ğĺâğĲă ďŸ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 67

procedure DUpdate (real vector: r ∈ ℜ^m; integer: i ∈ [m]; reals: c, ´)

1 sum := 0;

2 for (j = 1; j ≤ m; j + +) { 3 r^′_j := r_j;

4 sum := sum + r_j ; 5 } 6 if (sum > c) { 7 decrease = ´ − (c − sum); 8 portion = ´ − (c − sum); 9 r^′_i = r_i + ´; 10 sort(r^′); 11 count := 1; 12 l := m;

13 while (l > 0 and r^′_l − portion < r^′_{l−1}) do begin 14 decrease := decrease − count ∗ (r^′_l − r^′_{l−1}); 15 count + +; 16 l − −; 17 portion = decrease/count; 18 end

19 for (j = m; j ≥ l; j − −) 20 r^′_j := r^′_l − portion;

21 B = r^′_l − portion; 22 }

ŚőãčŸ 2-2: Ę ľňďáĺńđľđ DUpdate

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 68

ğĺŸŽčŸńęğęăđ§Ĳå ĲåďŸă ´ čĲåęď ńđ\ŻăŸ§âľăčđ őàĺđńăąæńđńŸ" ńęň c (ŻđćŸŻã ľńđď ğĲĺåğńàľđ čŸł, c − sum). Ę čĲńŸŹćđńã portion ĲąŋĺáİĲă ńę čâŽĲ§ęł ńđł čĲăéľĲàł Ÿďá ľńęăőĲåę. Ę DUpdate ěĲąăďá čĲăéďęďńŸł ńę čâŽăľńę ľńęăőĲåę ńęň ŻăŸďçľčŸńęł r^′. Ę ľňď§ãąđ (4) ńđł dupdate ňğę- ŻđćéďĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i, Ÿď r_j > B §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ âőęňčĲ ńĲćăąá r^′_j = B. Ďğęčâďàł, ĲğăŹáććęďńŸł ńđ ľňďęćăąã Ÿçěđľđ ľńę čâŽăľńę ľńęăőĲåę ńęň r ŻĲď ĲŽŽňéčŸľńĲ ľàľńã ćçľđ.

Ę ľňďáĺńđľđ DUpdate ćĲăńęňĺŽĲå àł Ĳěãł. Şğę§âńĲă Ÿĺőăąá æńă đ ľňďęćăąã čĲåàľđ §Ÿ ĲğăŹćđ§Ĳå ľńę m-ęľńæ ŻăŸńĲńŸŽčâďę ľńęăőĲåę (ŻđćŸŻã ľńę čâŽăľńę ľńęăőĲåę) ńęň r^′. Śńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň đ čĲăàčâďđ ńăčã ńęň ľńęăőĲåęň Ÿňńęç ĲåďŸă čăąĺæńĲĺđ Ÿğæ ńđď ńăčã ńęň (m − 1)- ęľńęç ŻăŸńĲńŸŽčâďęň ľńęăőĲåęň (ŻđćŸŻã ńęň ŻĲçńĲĺęň čĲŽŸćçńĲĺęň ľńęăőĲåęň) ńęň ŻăŸďçľčŸńęł, ńæńĲ ńŸ Żçę ľńęăőĲåŸ ğĺâğĲă ďŸ čęăĺŸľńęçď ńđ čĲåàľđ. ŚňďĲğéł, Ÿďńå ďŸ ĲŋŸĺčæľęňčĲ ńđ ľňďęćăąã čĲåàľđ ľńę m-ęľńæ ŻăŸńĲńŸŽčâďę ľńęăőĲåę, čĲăéďęňčĲ ńđď ńăčã ńęň, âńľă éľńĲ Ÿňńã ďŸ ăľęçńŸă čĲ ńđď ńăčã ńęň (m−1)-ęľńęç ŻăŸńĲńŸŽčâďęň ľńęăőĲåęň. Ę ŻăŸŻăąŸľåŸ Ÿňńã ĲŋŸĺčæİĲńŸă ĲğŸďŸćđğńăąá ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ąá§Ĳ ĲğŸďáćđŕđł ńđł Ĳďńęćãł while (Ĳďńęćã 11 ľńęď ąéŻăąŸ). ĆĲďăąá, ľńđď (m − k)-ęľńã ĲğŸďáćđŕđ, ňğęńå§ĲńŸă æńă ąá§Ĳ âďŸ Ÿğæ ńŸ ľńęăőĲåŸ r^′_{m−k+1}, . . ., r^′_m čĲăéďĲńŸă ľńđď ńăčã ńęň r^′_{m−k} , Ĳďé đ ľňďęćăąã ńęňł čĲåàľđ čğęĺĲå ďŸ čđď ĲåďŸă ąŸă ğáćă ŸĺąĲńã, ńę ęğęåę §Ÿ ğĺęąŸćâľĲă æćŸ Ÿňńá ńŸ ľńęăőĲåŸ, ąŸ§éł Ĳğåľđł ąŸă ńę r^′_{m−k} , ďŸ čĲăà§ęçď ğĲĺŸăńâĺà ľńđď Ÿčâľàł ĲğæčĲďđ ĲğŸďáćđŕđ ńđł while.

ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď ńňğăąã ŸğæŻĲăěđ æńă đ DUpdate ńĲĺčŸńåİĲă ąŸă ňğęćęŽåİĲă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ čĲăéľĲàď.

ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸğćęğęăãľęňčĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ľňčŹęćęŽĺŸŋåŸ. ĆăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ ^j ńę ŻĲåąńđ ńęň ľńęăőĲåęň ńęň ŻăŸďçľčŸńęł sort(r^′) ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľńę ľńęăőĲåę r_j ∈ r^′. ĞâńęňčĲ r^{in}^_i = r_i + ´ ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m], j ≠ i, ňğę§âńęňčĲ æńă r^{in}^_j = r_j. Ďğåľđł, âľńà æńă decrease^{(0)} = ´ − (c − ‖r‖_1), portion^{(0)} = ´ − (c − ‖r‖_1), count^{(0)} = 1 ąŸă l^{(0)} = m. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ decrease^{(k)}, portion^{(k)}, count^{(k)} ąŸă l^{(k)} ńăł ńăčâł ńàď čĲńŸŹćđńéď decrease, portion, count ąŸă l, ŸďńåľńęăőŸ, čĲńá ńđď k-ęľńã ĲğŸďáćđŕđ ńđł while. Ďğåľđł, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ n ≥ 0 ńęď ľňďęćăąæ Ÿĺă§čæ ĲğŸďŸćãŕĲàď ńđł while, ğęň ĲąńĲćęçďńŸă ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ čăŸł ęğęăŸľŻãğęńĲ ĲąńâćĲľđł ńđł ľňďáĺńđľđł DUpdate. Ďğăğćâęď, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ r^f ńę ŻăáďňľčŸ ĲěæŻęň ńđł DUpdate.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 69

Šę Ÿąæćęň§ę §ĲéĺđčŸ ňğŸŽęĺĲçĲă æńă đ DUpdate ńĲĺčŸńåİĲă čĲńá Ÿğæ ńę ğęćç O(m log m) ŹãčŸńŸ. Ę ŸğæŻĲăěđ ńęň §ĲàĺãčŸńęł ľńđĺåİĲńŸă ľĲ ŸďńåľńęăőŸ ĲğăőĲăĺãčŸńŸ čĲ ĲąĲåďŸ ğęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 2.1.

ĞĲéĺđčŸ 2.3 Ę ľňďáĺńđľđ DUpdate ńĲĺčŸńåİĲă čĲńá Ÿğæ O(m log m) ŹãčŸńŸ.

ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ čăŸ ľĲăĺá ğĺęńáľĲàď ąŸă ăľőňĺăľčéď ğĺęąĲăčâďęň ďŸ Ÿğę- ŻĲåěęňčĲ æńă đ DUpdate ňğęćęŽåİĲă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ čĲăéľĲàł. Ő ğĺéńęł čŸł ăľőňĺăľčæł ňğęŻđćéďĲă æńă ‖r^{in}‖_1 = ‖r‖_1 + ´. ŔĺęŋŸďéł, ‖r^{in}‖_1 = m∑ j=1 r^{in}_j = m∑ j=1 j≠^i r^{in}_j + r^{in}^_i

= m∑ j=1 j≠i r_j + (r_i + ´) = ‖r‖_1 + ´ .

Ďğęčâďàł, ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.5 ĹľőçĲă æńă: ‖r^{in}‖_1 = ‖r‖_1 + ´ .

Ę Ÿąæćęň§đ ğŸĺŸńãĺđľđ ĲåďŸă áčĲľđ. ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.6 ĆăŸ ąá§Ĳ k ∈ [n], (1) count^{(k)} = count^{(k−1)} + 1 = k + 1; (2) l^{(k)} = l^{(k−1)} − 1 = m − k; (3) portion^{(k)} = decrease^{(k)}/count^{(k)}.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 70

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńę Ÿąæćęň§ę Ÿğćæ ćãččŸ. ŁãččŸ 2.3 ĹľőçĲă æńă:

decrease^{(k)} = decrease^{(0)} − k∑ j=1 j ∗ (r^{in}_{m−j+1} − r^{in}_{m−j} ) = decrease^{(0)} − ( k∑ j=1 r^{in}_{m−j+1} − k ∗ r^{in}_{m−k}) .

ĂğæŻĲăěđ: ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ ąá§Ĳ k ∈ [n] ăľőçĲă æńă decrease^{(k)} = decrease^{(k−1)} − count^{(k−1)} ∗ (r^{in}_{m−k+1} − r^{in}_{m−k}) .

Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.6(1) âőęňčĲ æńă count^{(k−1)} = k, âńľă éľńĲ

decrease^{(k)} = decrease^{(k−1)} − k ∗ (r^{in}_{m−k+1} − r^{in}_{m−k} ) .

ĎğăćçęňčĲ ńđď ğŸĺŸğáďà ŸďŸŻĺęčăąã ľőâľđ őĺđľăčęğęăéďńŸł ńđď Ÿğćã ĲğŸďŸćđğńăąã čâ§ęŻę: k∑ j=1 j ∗ (r^{in}_{m−j+1} − r^{in}_{m−j} ) = (r^{in}_m − r^{in}_{m−1}) + 2 (r^{in}_{m−1} − r^{in}_{m−2}) + . . . + k (r^{in}_{m−k+1} − r^{in}_{m−k} ) = r^{in}_m + (2 r^{in}_{m−1} − r^{in}_{m−1}) + . . . + (k r^{in}_{m−k+1} − (k − 1) r^{in}_{m−k+1}) − k r^{in}_{m−k} = k∑ j=1 r^{in}_{m−j+1} − k r^{in}_{m−k} ,

âńľă éľńĲ decrease^{(k)} = decrease^{in} − k∑ j=1 j ∗ (r^{in}_{m−j+1} − r^{in}_{m−j} ) = decrease^{in} − ( k∑ j=1 r^{in}_{m−j+1} − k ∗ r^{in}_{m−k}) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 71

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ğŸĺŸńãĺđľđ. ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.7 ĹľőçĲă æńă: B = r^{in}_{l(n)} + portion^{(n)} .

Šę Ÿąæćęň§ę ćãččŸ ňğęŻđćéďĲă æńă ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ĲąńâćĲľđł ńđł DUpdate, čæďę ńŸ (n + 1) čĲŽŸćçńĲĺŸ ľńęăőĲåŸ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł r^{in} ńĺęğęğęăęçďńŸă. ŁãččŸ 2.4 ĹľőçĲă æńă:

(1) ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − n, . . ., m, r^f_j = B; (2) ŽăŸ ąá§Ĳ j = 1, m − n − 1, r^f_j = r^{in}_j .

ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.6 âőęňčĲ æńă l^{(n)} = m−n. ŔĺęŋŸďéł, đ Ĳďńęćã for (Ĳďńęćã 19 ľńęď ąéŻăąŸ) ňğęŻđćéďĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ j = l^{(n)}, . . ., m ăľőçĲă æńă r^f_j = r^{in}_{l(n)} + portion^{(n)}. ŚňďĲğéł, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − n, . . ., m, r^f_j = r^{in}_{l(n)} + portion^{(n)}. Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.7 ĲåďŸă B = r^{in}_{l(n)} + portion^{(n)}, âńľă éľńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ j = m − n + 1, . . ., m, r^f_j = B. Ďğăğćâęď, ąŸďâďŸ áććę ľńęăőĲåę ŻĲď ńĺęğęğęăĲåńŸă, âńľă éľńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ j = 1, . . ., m − n − 1, ăľőçĲă æńă r^f_j = r^{in}_j . Ăňńæ ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ćãččŸńęł.

Ę Ÿąæćęň§đ ğŸĺŸńãĺđľđ ĲåďŸă áčĲľđ ľňďâğĲăŸ ńđł ŻĲçńĲĺđł ľňď§ãąđł ńđł Ĳďńęćãł while. ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.8 ĹľőçĲă æńă: (1) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę k = 0, . . ., n − 1, r^{in}_{l(k)} − portion^{(k)} < r^{in}_{l(k+1)} ,

(2) r^{in}_{l(n)} − portion^{(n)} ≥ r^{in}_{l(n)−1}. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă đ ğęľæńđńŸ portion ŋ§åďĲă ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ęğęăŸľŻãğęńĲ ĲąńâćĲľđł ńđł DUpdate.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 72

ŔĺæńŸľđ 2.9 Ďáď n ≠ 0, ŽăŸ ąá§Ĳ k ∈ [n] ăľőçĲă æńă

portion^{(k)} < portion^{(k−1)} .

ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.6 (3) âőęňčĲ æńă

portion^{(k)} = decrease^{(k )} portion^{(k)} , ąŸ§éł Ĳğåľđł, count^{(k)} = count^{(k−1)} + 1. Šę ŁãččŸ 2.3 ňğęŻđćéďĲă æńă

decrease^{(k)} = decrease^{(k−1)} − count^{(k−1)} (r^{in}_{m−k+1} − r^{in}_{m−k} ) .

ŚňďĲğéł,

portion^{(k)} = decrease^{(k−1)} − count^{(k−1)}(r^{in}_{m−k+1} − r^{in}_{m−k}) count^{(k−1)} + 1 < decrease^{(k−1)} − count^{(k−1)}(r^{in}_{m−k+1} − r^{in}_{m−k}) count^{(k−1)} = decrease^{(k−1)} count^{(k−1)} − (r^{in}_{m−k+1} − r^{in}_{m−k}) ≤ decrease^{(k−1)} count^{(k−1)} (ĲğĲăŻã ńę ŻăáďňľčŸ r^{in} ĲåďŸă ńŸěăďęčđčâďę) = portion^{(k−1)} ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Śńđ ľňďâőĲăŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ńę ŻăáďňľčŸ ĲěæŻęň ńđł DUpdate ĲğăŋâĺĲă \ąęĺĲľčæ" ľńę c, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńđď ľňď§ãąđ (1) ńđł ľňďáĺńđľđł dupdate.

ŔĺæńŸľđ 2.10 Ăď n ≠ 0, ăľőçĲă æńă

‖r^f ‖_1 = c .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 73

ĂğæŻĲăěđ: ŔĺęŋŸďéł,

‖r^f ‖_1 = m−n−1 ∑ j=1 r^f_j + m∑ j=m−n r^f_j = m−n−1 ∑ j=1 r^{in}_j + m∑ j=m−n B (ćæŽà ŁãččŸńęł 2.4) = m−n−1 ∑ j=1 r^{in}_j + m∑ j=m−n (r^{in}_l(n) − portion^{(n)}) (ćæŽà ŔŸĺŸńãĺđľđł 2.7) = m−n−1 ∑ j=1 r^{in}_j + (1 + n) ( r^{in}_{l(n)} − decrease^{(n)} count^{(n)} )

(ćæŽà ŔŸĺŸńãĺđľđł 2.6 (1) ąŸă (3)) = m−n−1 ∑ j=1 r^{in}_j + (1 + n) r^{in}_{l(n)} − decrease^{(n)} = m−n−1 ∑ j=1 r^{in}_j + (1 + n) r^{in}_{l(n)} − (decrease^{(0)} + n r^{in}_{m−n} − n∑ j=1 r^{in}_{m−j+1} ) (ćæŽà ŁãččŸńęł 2.3) = m−n−1 ∑ j=1 r^{in}_j + (1 + n) r^{in}_{m−n} − (decrease^{(0)} + n r^{in}_{m−n} − n∑ j=1 r^{in}_{m−j+1} ) (ćæŽà ŔŸĺŸńãĺđľđł 2.6 (1)) = m−n−1 ∑ j=1 r^{in}_j + r^{in}_{m−n} − decrease^{(0)} + m∑ j=m−n+1 r^{in}_j ) = m∑ j=1 r^{in}_j − decrease^{(0)} = ‖r‖_1 + ´ − (´ + c − ‖r‖_1) (ćæŽà ŔŸĺŸńãĺđľđł 2.5) = c , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Śńđ ľňďâőĲăŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ńę İĲçŽęł ĲěæŻęň ⟨r^f , B ⟩ ńđł DUpdate ăąŸďęğęăęĲå ńăł

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 74

ľňď§ãąĲł (3) ąŸă (4) ńđł ľňďáĺńđľđł dupdate.

Ĺľőňĺăľčæł 2.1 ĆăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m] ńâńęăę éľńĲ j ≠ i, ăľőçĲă æńă (1) Ÿď r_j ≤ B ńæńĲ r^f^_j = r_j;

(2) Ÿď r_j > B ńæńĲ r^f^_j = B.

ĂğæŻĲăěđ: ŊĲąăďáčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň (1). ĂĺąĲå ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m] ńâńęăę éľńĲ j ≠ i, Ÿď r_j ≠ r^f^_j ńæńĲ r_j > B. Šę ŁãččŸ 2.8 ňğęŻđćéďĲă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n − 1, ăľőçĲă æńă r^{in}_{l(k)} − portion^{(k)} < r^{in}_{l(k+1)} . Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.6 (1) âőęňčĲ æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n − 1, l^{(k)} = m − k, âńľă éľńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n − 1, ăľőçĲă æńă r^{in}_{m−k} − portion^{(k)} < r^{in}_{m−k−1}. Ďŋæľęď ńę ŻăáďňľčŸ r^{in} ĲåďŸă ńŸěăďęčđčâďę, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n, ĲåďŸă r^{in}_{m−k−1} ≤ r^{in}_{m−k}, âńľă éľńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n, âőęňčĲ r^{in}_{m−k} > r^{in}_{m−n+1} − portion^{(n−1)}. Ăğæ ńę ŁãččŸ 2.9 âőęňčĲ æńă portion^{(n)} ≤ portion^{(n−1)}, âńľă éľńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n, ăľőçĲă æńă r^{in}_{m−k} > r^{in}_{m−n+1} − portion^{(n)}. Ďğåľđł, Ĳŋæľęď ńę ŻăáďňľčŸ r^{in} ĲåďŸă ńŸěăďęčđčâďę, ăľőçĲă æńă r^{in}_{m−n+1} ≥ r^{in}_{m−n}, ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n, r^{in}_{m−k} > r^{in}_{m−n} − portion^{(n)}. Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.6 (2) ăľőçĲă æńă l^{(n)} = m − n. Ďğęčâďàł, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n, ĲåďŸă r^{in}_{m−k} > r^{in}_{l(n)} − portion^{(n)}. Ę ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.7 ňğęŻđćéďĲă æńă B = r^{in}_{l(n)} − portion^{(n)}, âńľă éľńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ k = 0, . . ., n, r^{in}_{m−k} > B. Ăğæ ńę ŁãččŸ 2.4 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ńŸ ńĺęğęğęăãčĲďŸ ľńęăőĲåŸ ĲåďŸă ĲąĲåďŸ čĲ ŻĲåąńĲł ľńę ľçďęćę {m−n, . . ., m}, ńę ęğęåę ľňčğćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň (1).

ŚňďĲőåİęňčĲ ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ ńę (2). Ăğæ ńę ŁãččŸ 2.4 âőęňčĲ æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ ńĺęğęğęăđčâďę ľńęăőĲåę j ∈ [m], ăľőçĲă ğàł r^f_j = B. ŚňďĲğéł, ŸĺąĲå ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ąá§Ĳ ńâńęăę ľńęăőĲåę čĲăéďĲńŸă. ŚňďĲőåİęňčĲ ĲěĲńáİęďńŸł ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ğĲĺăğńéľĲăł ŽăŸ ńę n. Şğę§âńęňčĲ ğĺéńŸ æńă n = 0. Ăğæ ńę ŁãččŸ 2.7 ĲåďŸă B = r^{in}_m − portion^{(0)}. Ďğęčâďàł, r^{in}_m > B. ŔĺęŋŸďéł, r^{in}_{m−1} ≤ r^{in}_m − portion^{(0)}, âńľă éľńĲ r^{in}_{m−1} ≤ B. Ďŋæľęď ńę ŻăáďňľčŸ r^{in} ĲåďŸă ńŸěăďęčđčâďę, ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m − 1] ăľőçĲă æńă r^{in}_j ≤ r_{j+1}. Ďğęčâďàł, ŽăŸ ąá§Ĳ j ∈ [m − 1], ăľőçĲă æńă r^{in}_j ≤ B, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă n > 0. ĞŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ čĲ ŸğŸŽàŽã ľĲ áńęğę æńă ę ăľőňĺăľčæł ăľőçĲă. Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă ňğáĺőĲă ąáğęăę j ∈ [m],

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 75

j ≠ i, ńâńęăę éľńĲ r_j > B ąŸă r^f^_j = r_j . Ăŋęç r_j > B, ĲåďŸă r_j > r^{in}_{l(n)} − portion^{(n)}. ĎğĲăŻã r^f^_j = r_j, Ÿğæ ńę ŁãččŸ 2.4 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ^j < l^{(n)}. Ďŋæľęď ńę ŻăáďňľčŸ r^{in} ĲåďŸă ńŸěăďęčđčâďę ăľőçĲă æńă r_j ≤ r_l(n)_{−1}, âńľă éľńĲ r^{in}_{l(n)} −portion^{(n)} < r_l(n)_{−1}. Ăğæ ńđď ŔŸĺŸńãĺđľđ 2.6(2) ăľőçĲă æńă r_l(n)_{−1} = r_l(n−1) . ŚňďĲğéł, r^{in}_{l(n)} − portion^{(n)} < r_l(n−1) . êńęğę, Ÿŋęç âĺőĲńŸă ľĲ ŸďńåŋŸľđ čĲ ńęď ęĺăľčæ ńęň n.

Ăď ŽăŸ ąáğęăŸ ńĲńĺáŻŸ ⟨r, i, c, ´⟩ ăľőçĲă æńă ´ ĲåďŸă đ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ŽăŸ ńđď ńĺăáŻŸ ⟨r, i, c⟩, ńæńĲ đ ŔĺæńŸľđ 2.3 ňğęŻđćéďĲă æńă B ≥ r_i + ´. ŚňďĲğáŽĲńŸă Ĳğęčâďàł æńă r^f^_i = r^{in}^_i = r_i + ´. êĺŸ, ęă ŔĺęńáľĲăł 2.10 ąŸă 2.1 áčĲľŸ ňğęŻđćéďęňď æńă, ľĲ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ, đ ľňďáĺńđľđ DUpdate ňğęćęŽåİĲă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ čĲăéľĲàł, æğàł ňğŸŽęĺĲçĲńŸă Ÿğæ ńę Ÿąæćęň§ę §ĲéĺđčŸ.

ĞĲéĺđčŸ 2.4 Ăď ´ ≥ 0 ĲåďŸă đ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ŽăŸ ńđď ńĺăáŻŸ ⟨r, i, c⟩, đ ľňďáĺńđľđ DUpdate(⟨r, i, c, ´⟩) ňğęćęŽåİĲă ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ čĲăéľĲàł.

2.4 Šę ĆĲďăąĲňčâďę ŔĺæŹćđčŸ ĎğăćęŽãł Ľęňğęďăéď

Ę ğŸĺęňľåŸľđ ĲåďŸă ğŸĺŸğćãľăŸ čĲ ĲąĲåďđ ğęň ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńę [58, ĎďæńđńŸ 3.6], æğęň ńę Ÿň§Ĳďńăąæ ğĺæŹćđčŸ ĲğăćęŽãł ąęňğęďăéď [65] ŸďŸćçĲńŸă (ĲďŻăŸŋâĺęňľĲł ğŸĺŸććŸŽâł ńęň ğĺę- ŹćãčŸńęł ğŸĺęňľăáİęďńŸă Ĳğåľđł ľńę [37, ĽĲŋáćŸăę 3, ĂľąãľĲăł 21-25]).

Śńę ŽĲďăąĲňčâďę ğĺæŹćđčŸ ĲğăćęŽãł ąęňğęďăéď ňğáĺőęňď m ŻăŸŋęĺĲńăąá ąęňğæďăŸ, ğęň ľňčŹęćåİęďńŸă 1, . . ., m. ŚĲ ąá§Ĳ ğĲåĺŸčŸ âďŸ ąęňğæďă ĲğăćâŽĲńŸă ńňőŸåŸ. Ę ğă§ŸďæńđńŸ ąáğęăę ĲğăćĲŽæčĲďę ąęňğæďă ďŸ ĲåďŸă ńçğęň i ĲåďŸă p_i > 0, 1 ≤ i ≤ m, æğęň ∑m i=1 p_i = 1. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ p_{min} = min_{1≤i≤m} p_i. ŔĺęŋŸďéł, 0 < p_{min} ≤ 1/m. Őă ńňőŸåĲł ĲğăćęŽâł ńàď ąęňğęďăéď ľńŸ ğĲăĺáčŸńŸ ŽåďęďńŸă ŸďĲěáĺńđńŸ. Śńę ąćŸľăąæ ğĺæŹćđčŸ ĲğăćęŽãł ąęňğęďăéď [65], p_1 = . . . = p_m = 1/m. ëľńà X đ ńňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã ğęň ĲąŋĺáİĲă ńęď ŸğŸăńęçčĲďę Ÿĺă§čæ ğĲăĺŸčáńàď, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ĲğăćĲŽĲå ńęňćáőăľńęď âďŸ ąęňğæďă ąá§Ĳ ĲåŻęňł. ĂğęŻĲăąďçĲńŸă æńă: ŔĺæńŸľđ 2.11 E(X) ≤ (ln m + γ)/p_{min} ĂğæŻĲăěđ: Ę Ÿďáćňľđ ğęň ğŸĺęňľăáİĲńŸă ĲŻé ĲåďŸă ŽĲďåąĲňľđ ńđł Ÿďáćňľđł ńęň ąćŸľăąęç ğĺęŹćãčŸńęł ĲğăćęŽãł ąęňğęďăéď ğęň ğĲĺăŽĺáŋĲńŸă ľńę [58, ĎďæńđńŸ 3.6].

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2. ŃĂĞĘŃĂŠĹĽĎŚ ĞĎŃĎŁĹŮŚĎĹŚ 76

ëľńà æńă đ Ÿąęćęň§åŸ ğĲăĺŸčáńàď ĲåďŸă c_1, c_2, . . ., c_X, æğęň ąá§Ĳ c_i ∈ [m] ľňčŹęćåİĲă ńęď ńçğę ąęňğęďăęç ğęň ĲğăćâŽĲńŸă ľńę i-ęľńæ ğĲåĺŸčŸ. ŐďęčáİęňčĲ ńę i-ęľńæ ğĲåĺŸčŸ Ĳğăńňőâł Ĳáď ĲåńĲ i = 1 ã ę ńçğęł c_i ŻĲď âőĲă ĲğăćĲő§Ĳå ľĲ ąŸďâďŸ Ÿğæ ńŸ i − 1 ğĺéńŸ ğĲăĺáčŸńŸ.

ČăŸăĺęçčĲ ńđď Ÿąęćęň§åŸ c_1, c_2, . . ., c_X ľĲ ńčãčŸńŸ, æğęň ńę ńčãčŸ i, 0 ≤ i ≤ m − 1, ěĲąăďá čĲ ńę ğĲåĺŸčŸ ğęň Ÿąęćęň§Ĳå ńę i-ęľńæ Ĳğăńňőâł ğĲåĺŸčŸ ąŸă ńĲćĲăéďĲă čĲ ńę ğĺéńę ğĲåĺŸčŸ ľńę ęğęåę ĲğăńňŽőáďĲńŸă đ (i + 1)-ęľńã ĲğăńňőåŸ. ĆăŸ ąá§Ĳ i, 0 ≤ i ≤ m − 1, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ X_i ńđď ńňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã ğęň ĲąŋĺáİĲă ńęď Ÿĺă§čæ ńàď ğĲăĺŸčáńàď ľńę ŻăáľńđčŸ i. ŚňďĲğéł, X = ∑m_{−1} i=0 X_i.

ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ ρ_i ńđď ğă§ŸďæńđńŸ ĲğăńňőåŸł ľĲ ęğęăęŻãğęńĲ ğĲåĺŸčŸ ńęň ńčãčŸńęł i, ŻđćŸŻã ńę ρ_i ĲåďŸă đ ğă§ŸďæńđńŸ ĲğăćęŽãł Ĳďæł Ÿğæ ńŸ (m − i) ŻăŸŋęĺĲńăąá ąęňğæďăŸ ğęň ŸğęćĲåğęďńŸă, ńŸ ęğęåŸ ľňčŹęćåİęňčĲ c_1, c_2, . . ., c_{m−i}. Šâńęăęň ĲåŻęňł ąęňğæďăŸ ĲğăćâŽęďńŸă čĲ ğă§ŸďæńđńĲł p_{c1} , p_{c2}, . . ., p_{cm−i}, ŸďńåľńęăőŸ. ŔĺęŋŸďéł, ρ_i = p_{c1} + p_{c2} + . . . + p_{cm−i} ≥ (m − i) p_{min}.

Ę ńňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã X_i Ÿąęćęň§Ĳå ńđ ŽĲàčĲńĺăąã ąŸńŸďęčã čĲ ğŸĺáčĲńĺę ρ_i ([58, ĎďæńđńŸ 3.6.1]). Ďğęčâďàł, E(X_i) = 1/ρ_i ≤ 1/((m − i)p_{min}).

ŚňďĲğéł,

E(X) = E( m−1∑ i=0 X_i) = m−1∑ i=0 E(X_i) (ćæŽà ŽĺŸččăąæńđńŸł ńęň ńĲćĲľńã čâľđł ńăčãł) ≤ m−1∑ i=0 1 (m − i) p_{min} = 1 p_{min} m−1∑ i=0 1 m − i = 1 p_{min} m∑ i=1 1 i = 1 p_{min} H_m ≈ 1 p_{min} (ln m + γ) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĽĲŋáćŸăę 3

Ńęďńâćę

ŚĲ Ÿňńæ ńę ąĲŋáćŸăę ğŸĺęňľăáİęňčĲ ńę čęďńâćę ľńę ęğęåę ĲĺŽŸİæčŸľńĲ. Ŕęććęå Ÿğæ ńęňł ęĺăľčęçł čŸł ńňğęğęăęçď ąŸă ĺŸŋăďáĺęňď Ÿďńåľńęăőęňł ęĺăľčęçł ğęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľńŸ [1] ąŸă [6, ĽĲŋáćŸăę 6].

Ę ęĺŽáďàľđ ńęň ąĲŋŸćŸåęň Ÿňńęç ĲåďŸă đ Ÿąæćęň§đ. Őă ŹŸľăąâł ęďńæńđńĲł ńęň Żăąńçęň, ńàď ľňďæŻàď ąŸă ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľãł ńęňł ĲăľáŽęďńŸă ľńđď ĎďæńđńŸ 3.1. ĞâčŸńŸ ŻăąŸăęľçďđł ğĲĺăŽĺáŋęďńŸă ľńđď ĎďæńđńŸ 3.2. Őă âďďęăĲł ńàď ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď ąŸă ńàď ĲďĲĺŽéď Ÿąčéď ğĲĺăŽĺáŋęďńŸă ľńđď ĎďæńđńŸ 3.3. Ę ĎďæńđńŸ 3.4 ğŸĺęňľăáİĲă ńăł âďďęăĲł ńęň ăľęčĲĺă- Żåęň ąŸă ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň, ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă ľńđď ĎďæńđńŸ 4.1 ŽăŸ ďŸ ęĺăľńęçď ęă Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ąŸă ęă Ÿąčâł Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň. Ę ĎďæńđńŸ 3.5 ęĺåİĲă ńăł ğĺáěĲăł ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď. Őă ŻĺęčęćęŽđńâł, ęă ŸğĲďĲĺŽęğęăđńâł ąŸă ęă ŸćŽæĺă§čęă ĲăľáŽęďńŸă ľńđď ĎďæńđńŸ 3.6. Ę âďďęăŸ čăŸł ĲąńâćĲľđł ľńę Żåąńňę ğĲĺăŽĺáŋĲńŸă ľńđď ĎďæńđńŸ 3.7, Ĳďé đ ĎďæńđńŸ 3.8 ęĺåİĲă ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł.

3.1 Čåąńňę, ŚçďęŻęă ąŸă ČăŸďçľčŸńŸ Řň§čéď ŃĲńáŻęľđł

Ľá§Ĳ Żåąńňę ĲğăąęăďàďåŸł ğŸĺăľńáďĲńŸă Ÿğæ âďŸď ąŸńĲň§ňďæčĲďę Žĺáŋę G = (V, E), æğęň ąá§Ĳ ąæčŹęł v ∈ V ľňčŹęćåİĲă âďŸď ąæčŹę ńęň Żăąńçęň ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ E ğŸĺăľńáďĲă âďŸ ŻăąńňŸąæ ľçďŻĲľčę. ŃĲ ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ E ľňľőĲńåİęňčĲ âďŸď ğĺŸŽčŸńăąæ Ÿĺă§čæ čĲŽŸćçńĲĺę

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 78

ńęň čđŻĲďæł ğęň ęďęčáİĲńŸă őàĺđńăąæńđńŸ ąŸă ľňčŹęćåİĲńŸă cap(e).

ĞĲàĺęçčĲ æńă ľńę Żåąńňę ňğáĺőĲă âďŸł ľńŸ§Ĳĺæł Ÿĺă§čæł ľňďæŻàď ğęň ŽăŸ ąá§Ĳ čåŸ đ ľçďŻĲľđ âőĲă ŸğęąŸńŸľńŸ§Ĳå čĲ čĲńŸŽàŽã ąňąćéčŸńęł (virtual circuit routing). ŃăŸ ľçďęŻęł ĲåďŸă čăŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ Ÿąčâł ğęň ŻđčăęňĺŽęçď âďŸ Ÿğćæ čęďęğáńă ľńęď G čĲńŸěç Ĳďæł ąæčŹęň ğđŽã ąŸă Ĳďæł ąæčŹęň ğĺęęĺăľčęç. Ę ľçďęŻęł čęďńĲćęğęăĲå čăŸ ŻăŸľçďŻĲľđ čĲńŸěç Ĳďæł ąæčŹęň ğđŽãł ąŸă Ĳďæł ąæčŹęň ğĺęęĺăľčęç čĲ čĲńŸŽàŽã ąňąćéčŸńęł. Śńę Żåąńňę ňğáĺőęňď n ľçďęŻęă, S = {S_1, S_2, . . ., S_n} æğęň n ≥ 2. ĆăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ E, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ sessions (e) ńę ľçďęćę ńàď ľňďæŻàď ğęň ŻăŸńĺâőęňď (ã őĺđľăčęğęăęçď) ńđď e. ĆăŸ ąá§Ĳ ľçďęćę Ÿğæ ľňďæŻęňł S^′ ⊆ S, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ S^′ | e ńę ľçďęćę S^′ ∩ sessions (e). Śňőďá, §Ÿ ľňčŹęćåİęňčĲ čåŸ ľçďęŻę ĲåńĲ čĲ ńę ľçčŹęćę S_i ã čæďę čĲ ńę ŻĲåąńđ i. Ďğåľđł, čĲĺăąâł ŋęĺâł §Ÿ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńę ľňčŹęćăľčæ S_i čăŸł ľňďæŻęň àł ńę ľçďęćę ńàď Ÿąčéď ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę ąŸă Ĳğęčâďàł §Ÿ ŽĺáŋęňčĲ e ∈ S_i, ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e ńđď ęğęåŸ ŻăŸńĺâőĲă ńę S_i.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.1 Šę ŚőãčŸ 3-1 ŸğĲăąęďåİĲă âďŸ Ÿğćæ Żåąńňę čĲ ńâľľĲĺăł ľňďæŻęňł S_1, S_2, S_3 ąŸă S_4 ąŸă Żçę Ÿąčâł e_1 ąŸă e_2 čĲ őàĺđńăąæńđńĲł cap(e_1) = 126 ąŸă cap(e_2) = 100, ŸďńåľńęăőŸ. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ęă ľçďęŻęă S_1 ąŸă S_2 őĺđľăčęğęăęçď čæďę ńđď Ÿąčã e_1. Ę ľçďęŻęł S_4 őĺđľăčęğęăĲå čæďę ńđď Ÿąčã e_2, Ĳďé đ ľçďęŻęł S_3 őĺđľăčęğęăĲå ąŸă ńăł Żçę Ÿąčâł.

ŐĺåİęňčĲ ńđ ľőâľđ ŻăŸčęăĺŸľčęç-Ÿąčãł ğáďà ľńę S, ńđď ęğęåŸ ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ ‖_S , àł Ĳěãł. ĆăŸ ąá§Ĳ İĲçŽęł ľňďæŻàď S_i, S_j ∈ S, ăľőçĲă æńă S_i ‖_S S_j, Ÿď ňğáĺőĲă Ÿąčã e ∈ E ńâńęăŸ éľńĲ: S_i ∈ sessions (e) ąŸă S_j ∈ sessions (e). ŃăćéďńŸł áńňğŸ, S_i ‖_S S_j Ĳáď ęă ľçďęŻęă S_i ąŸă S_j čęăĺáİęďńŸă čăŸ Ÿąčã. Ę ľőâľđ ‖_S ĲåďŸă ŸďŸąćŸľńăąã ąŸă ľňččĲńĺăąã. Šę ąćĲăľńæ ľçďęćę àł ğĺęł ńđ čĲńŸŹŸńăąã ăŻăæńđńŸ ńđł ľőâľđł ‖_S , ńę ęğęåę ľňčŹęćåİęňčĲ ‖^⋆_S , ĲåďŸă čăŸ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ľńę S, ąŸă ŻăŸčĲĺåİĲă ńę S ľĲ ąćáľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł ğęň ľňčŹęćåİęďńŸă čĲ

S_1, . . ., Sc ąŸă ęďęčáİęďńŸă ľňčğćâŽčŸńŸ ľňďæŻàď ã Ÿğćá ľňčğćâŽčŸńŸ, æğęň 1 ≤ c ≤ n ąŸă |S_1| + . . . + |Sc| = n. ĆăŸ æćęňł ńęňł ŻĲåąńĲł j ąŸă k ğęň ĲåďŸă ńâńęăęă éľńĲ 1 ≤ j, k ≤ c ąŸă j ≠ k ăľőçĲă æńă S_j ∩ S_k = ∅, Ĳďé ∪_{1≤j≤c}S_j = S. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ d = max{|S_1|, . . ., |S_c|}, ŻđćŸŻã ńę d ĲåďŸă ę čâŽăľńęł ğćđ§ăąæł Ÿĺă§čæł ąá§Ĳ ľňčğćâŽčŸńęł ľňďæŻàď. ŐďęčáİęňčĲ ńę d Ĳěáĺńđľđ čĲńŸěç ńàď ľňďæŻàď. ŔĺęŋŸďéł, 1 ≤ d ≤ n.

ĆăŸ ąá§Ĳ Ÿąęćęň§åŸ σ Ÿğæ ŻĲåąńĲł ľňďæŻàď ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęćę Ÿğæ ľňďæŻęňł S^′ ⊆ S,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 79

ŚőãčŸ 3-1: ëďŸ Ÿğćæ Żåąńňę

ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ σ | S^′ ńęď ğĲĺăęĺăľčæ ńđł σ ľĲ ŻĲåąńĲł ľňďæŻàď ľńę S^′. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ σ ↑ S^′ ńę čăąĺæńĲĺę ğĺæ§ĲčŸ ńđł σ | S^′, Ÿď ňğáĺőĲă, ńę ęğęåę ğĲĺăâőĲă æćęňł ńęňł ŻĲåąńĲł ńàď ľňďæŻàď ľńę S^′, čĲ ńđ ľĲăĺá ğęň ĲčŋŸďåİęďńŸă ľńę ğĺæ§ĲčŸ Ÿňńæ ńđł σ | S^′ ąŸă őàĺåł ĲğŸďŸćãŕĲăł. Ăď ńâńęăę ğĺæ§ĲčŸ ŻĲď ňğáĺőĲă, őĺđľăčęğęăęçčĲ ńę ľňčŹęćăľčæ σ | S^′ ŽăŸ ďŸ ğŸĺŸľńãľęňčĲ ńę σ | S^′, őàĺåł àľńæľę ĲğŸďŸćãŕĲăł ąŸă ŻăŸńđĺéďńŸł ńđ ŻăáńŸěđ ńàď ŻĲăąńéď ľńđ σ. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ σ ↓ S^′ ńę ňğęćĲåğęď ńčãčŸ ńđł σ | S^′.

ŚĲ ąá§Ĳ ľçďęŻę S âőĲă ŸğęŻę§Ĳå âďŸł ĺň§čæł čĲńáŻęľđł (rate) ã âďŸ Ĳçĺęł İéďđł (bandwidth), ńę ęğęåę ĲåďŸă âďŸł čđ-Ÿĺďđńăąæł ğĺŸŽčŸńăąæł Ÿĺă§čæł ğęň ľňčŹęćåİĲńŸă čĲ r(S). ëďŸ ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ĲåďŸă âďŸ ŻăáďňľčŸ r = ⟨r(S_1), r(S_2), . . ., r(S_n)⟩^T. ĆăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ r | e ńęď ğĲĺăęĺăľčæ ńęň r ľńŸ ľńęăőĲåŸ ĲąĲåďŸ ğęň Ÿďńăľńęăőęçď ľĲ ľňďæ- Żęňł ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď e. Ę ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł ŸğŸăńĲå æńă ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ E, ‖r | e‖_1 ≤ cap(e), ŻđćŸŻã, ńę á§ĺęăľčŸ ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď čăŸ Ÿąčã ŻĲď ğĺâğĲă ďŸ ňğĲĺŹŸåďĲă ńđ őàĺđńăąæńđńŸ ńđł Ÿąčãł. ëďŸ Ĳŋăąńæ ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ľâŹĲńŸă ńđ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł. ŃăŸ Ÿąčã e ćâŽĲńŸă ąęĺĲľčâďđ æńŸď ‖r | e‖_1 = cap(e).

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 80

3.2 ČăąŸăęľçďđ

ëďŸ Ÿğæ ńŸ ŻňľąęćæńĲĺŸ §âčŸńŸ ğęň ľőĲńåİĲńŸă čĲ ńęď âćĲŽőę ĺęãł ĲåďŸă đ ŻåąŸăđ čĲńŸőĲåĺăľđ ńàď őĺđľńéď, æńŸď čâĺęł ńđł ąňąćęŋęĺåŸł ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲěňğđĺĲńđ§Ĳå Ÿğæ ńę Żåąńňę. ČăŸăľ§đńăąá, đ âďďęăŸ ńđł ŻăąŸăęľçďđł âőĲă ľňďŻĲ§Ĳå čĲ ńđď ăľęŻçďŸčđ čĲńŸőĲåĺăľđ ńàď őĺđľńéď. Ăňńæ ľđčŸåďĲă æńă æćĲł ęă ľçďęŻęă §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ őĺđľăčęğęăęçď Ĳěåľęň ńęňł ŻăąńňŸąęçł ğæĺęňł. Ůľńæľę, ğĺęąçğńĲă æńă ę ęĺăľčæł Ÿňńæł ŻĲď ĲåďŸă ąŸńáććđćęł ľńđ §ĲàĺåŸ ĲćâŽőęň ĺęãł, æğęň ĲåďŸă ľđčŸďńăąęå ąŸă áććęă ğŸĺáčĲńĺęă ŹĲćńăľńęğęåđľđł, æğàł đ čĲŽăľńęğęăãľđ ńàď ğæĺàď ńęň Żăąńçęň. Šę ąĺăńãĺăę ŻăąŸăęľçďđł ğęň âőĲă ŽåďĲă ąęăďá ŸğęŻĲąńæ, ęďęčáİĲńŸă ŻăąŸăęľçďđ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ([6, 33, 40]) ąŸă ŹŸľåİĲńŸă ľńđď ăŻâŸ ńđł čĲŽăľńęğęåđľđł ńđł őĺãľđł ńęň Żăąńçęň Ÿğæ őĺãľńĲł čĲ Ĳćáőăľńę čĲĺåŻăę Ĳçĺęňł İéďđł. ŚĲ ąá§Ĳ ŹãčŸ, đ ąŸńŸďęčã Ĳçĺęňł İéďđł ľńęňł őĺãľńĲł čĲ Ĳćáőăľńę čĲĺåŻăę čĲŽăľńęğęăĲåńŸă. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, čĲ Źáľđ ńę ąĺăńãĺăę ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň, ŻĲ §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ĲåďŸă ŻňďŸńæ ďŸ Ÿňěđ§Ĳå âľńà ąŸă ĲćáőăľńŸ ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł čăŸł ľňďæŻęň, Ÿď Ÿňńæ ğĺęąŸćĲå ńđ čĲåàľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł čăŸł áććđł ľňďæŻęň čĲ čăąĺæńĲĺę ã åľę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł.

ëďŸ ąęĺĲľčâďę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ĲåďŸă âďŸ Ĳŋăąńæ ŻăáďňľčŸ ľńę ęğęåę ąá§Ĳ Ÿçěđľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł čăŸł ľňďæŻęň, ğęň ŻĲď ąŸ§ăľńá ńę ŻăáďňľčŸ čđ Ĳŋăąńæ, ľňďĲğáŽĲńŸă ńđ čĲåàľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ąáğęăŸł áććđł ľňďæŻęň. ëďŸ ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ĲåďŸă âďŸ ąęĺĲľčâďę ŻăáďňľčŸ ľńę ęğęåę đ Ÿçěđľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ęğęăŸľŻãğęńĲ ľňďæŻęň ğęň ŻĲď ąŸ§ăľńá ńę ŻăáďňľčŸ čđ Ĳŋăąńæ, ľňďĲğáŽĲńŸă ńđ čĲåàľđ Ĳďæł čăąĺæńĲĺęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł čăŸł áććđł ľňďæŻęň. ŃĲ áććŸ ćæŽăŸ, ąá§Ĳ Ÿçěđľđ ęğęăęňŻãğęńĲ ľńęăőĲåęň ńęň ŻăŸďçľčŸńęł ğęň ŻăŸńđĺĲå ńđď ăŻăæńđńŸ ĲŋăąńæńđńŸł ńęň ŻăŸďçľčŸńęł, ĲğăŋâĺĲă čĲåàľđ ľĲ ąáğęăę áććę ľńęăőĲåę ńęň ŻăŸďçľčŸńęł ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľĲ ľçďęŻę čĲ čăąĺæńĲĺę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł. Ďğęčâďàł, âďŸ ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ĲåďŸă ğáďńŸ ąęĺĲľčâďę, Ÿććá ńę Ÿďńåľńĺęŋę ŻĲď ăľőçĲă ŸğŸĺŸåńđńŸ. ŔĺęŋŸďéł, æćŸ ńŸ ľńęăőĲåŸ Ĳďæł ŻåąŸăęň ŻăŸďçľčŸńęł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺŸ ńęň čđŻĲďæł, Ÿŋęç æćĲł ęă őàĺđńăąæńđńĲł ńàď Ÿąčéď ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺĲł ńęň čđŻĲďæł.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.2 Śńę ŚőãčŸ 3-2 ŸğĲăąęďåİĲńŸă âďŸ Żåąńňę čĲ ńâľľĲĺăł ľňďæŻęňł S_1, S_2, S_3 ąŸă S_4, ąŸă ńĺĲăł Ÿąčâł e_1, e_2 ąŸă e_3 čĲ cap(e_1) = 100, cap(e_2) = 100 ąŸă cap(e_3) = 300,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 81

ŚőãčŸ 3-2: ĞâčŸńŸ ŻăąŸăęľçďđł ľńđď ąŸńŸďęčã Ĳçĺęňł İéďđł ľĲ âďŸ Żåąńňę čĲ ńâľľĲĺăł ľňďæŻęňł ąŸă ńĺĲăł ľňďŻâľčęňł.

ŸďńåľńęăőŸ. ŃĲ Źáľđ ńę ŻăŸăľ§đńăąæ ęĺăľčæ ŻăąŸăęľçďđł ąŸă ęă ńâľľĲĺăł ľçďęŻęă §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ Ÿğęąńãľęňď ńęď åŻăę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł.

ŔĺęŋŸďéł, Ÿŋęç ęă ľçďęŻęă S_1 ąŸă S_2 čęăĺáİęďńŸă ńđď Ÿąčã e_1, ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ Ÿňńâł §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ŸğęąńãľĲă ĺň§čæ čĲńáŻęľđł 50, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ čđď ğŸĺŸŹăŸľńĲå đ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł ńđł Ÿąčãł. Ůľńæľę, Ÿď ąŸńŸďĲåčęňčĲ ĺň§čæ čĲńáŻęľđł 50 ľĲ ąá§Ĳ ľçďęŻę, §Ÿ ğŸĺŸčĲåďĲă ŸŻâľčĲňńę Ĳçĺęł İéďđł 200 čęďáŻàď ľńđď Ÿąčã e_3. Ăňńæ ĲåďŸă ľŸŋéł ŸďĲğă§çčđńę, Ÿŋęç âďŸł ŹŸľăąæł ľńæőęł ńàď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ĲåďŸă đ čĲŽăľńęğęåđľđ ńđł őĺãľđł ńàď ğæĺàď ńęň Żăąńçęň.

Šę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ľńę ğŸĺáŻĲăŽčŸ Ÿňńæ ĲåďŸă ńę Ĳŋăąńæ ŻăáďňľčŸ ⟨50, 50, 50, 250⟩. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă đ ľçďęŻęł S_4 Ÿğęąńá ğęćç čĲŽŸćçńĲĺę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł Ÿğæ æńă ęă ňğæćęăğĲł ńĺĲăł ľňďæŻęă. Ďğăğćâęď, ąŸčăá ľçďęŻęł ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ŸňěãľĲă ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľãł ńđł, őàĺåł ĲåńĲ ďŸ ğŸĺŸŹăáľĲă ńđď ĲŋăąńæńđńŸ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł, ĲåńĲ ďŸ čĲăéľĲă ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł čăŸł áććđł ľňďæŻęň čĲ čăąĺæńĲĺę ã åľę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 82

3.3 ĎďĲĺŽâł ŚňďŻâľĲăł, ĎďĲĺŽâł Ăąčâł ąŸă ĽęĺĲľčâďĲł Ăąčâł Ńâ- Žăľńęň Řň§čęç ŃĲńáŻęľđł

Šę Żåąńňę čęďńĲćęğęăĲåńŸă Ÿğæ čăŸ čđőŸďã (ğă§Ÿďéł ŸğĲåĺàď) ąŸńŸľńáľĲàď. Ľá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q ńęň Żăąńçęň ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ âďŸ Ĳŋăąńæ ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď r ∈ ℜ^n ąŸă âďŸ ĲďĲĺŽæ ľçďęćę A ⊆ S, ńę ęğęåę ğĲĺăâőĲă æćĲł ńăł ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ďğęčâďàł, Q = ⟨r, A⟩.

Śňőďá §Ÿ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńę Q ľŸď ŻĲåąńđ ľńę ŻăáďňľčŸ r ąŸă ľńę ľçďęćę A, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ŻđćéľęňčĲ ńđď ąŸńáľńŸľđ ľńđď ęğęåŸ ŸďŸŋĲĺæčŸľńĲ. ČăŸăľ§đńăąá, čăŸ ĲďĲĺŽã ľçďęŻęł ĲåďŸă čăŸ ľçďęŻęł ńđł ęğęåŸł ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ŻĲď âőĲă ŸğęąńãľĲă ńđď ńĲćăąã ńăčã (đ ęğęåŸ ğĺâğĲă ďŸ ľâŹĲńŸă ńđ ľňď§ãąđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň). ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ D_Q ńę ľçďęćę S \ AQ. ŚňďĲğéł, ńę D_Q ĲåďŸă ńę ľçďęćę ńàď ŸďĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ńàď ľňďæŻàď ĲąĲåďàď ŻđćŸŻã ğęň ę ńĲćăąæł ńęňł ĺň§čæł čĲńáŻęľđł âőĲă ŸğęŋŸľăľńĲå ąŸă ŻĲď ŸććáİĲă. ŠâńęăĲł ľçďęŻęă ľňőďá ęďęčáİęďńŸă ąŸă ŸğĲďĲĺŽęğęăđčâďĲł. ëďŸ ľçčğćĲŽčŸ S_j ęďęčáİĲńŸă ĲďĲĺŽæ ľçčğćĲŽčŸ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q Ÿď ğĲĺăâőĲă ńęňćáőăľńęď čăŸ ĲďĲĺŽã ľçďęŻę. ČăŸŋęĺĲńăąá, ńę Sj ęďęčáİĲńŸă ŸďĲďĲĺŽæ. Śňőďá §Ÿ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńęňł ľňčŹęćăľčęçł r_{AQ} ąŸă r_{DQ} ŽăŸ ďŸ ŻđćéľęňčĲ ńęď ğĲĺăęĺăľčæ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł r_Q ľĲ ĲďĲĺŽâł ã ŸďĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ŸďńåľńęăőŸ.

Śńđď Ÿĺőăąã ąŸńáľńŸľđ ĲåďŸă Q^{in} = ⟨r^{in}, A^{in}⟩, æğęň r^{in} = 0^{(n)} ąŸă A^{in} = S. êĺŸ, æćĲł ęă ľçďęŻęă ĲåďŸă Ÿĺőăąá ĲďĲĺŽâł ąŸă æćęă ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ĲåďŸă čđŻâď. ŃăŸ ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă ńĲćăąã Ÿď A_Q = ∅, ŻđćŸŻã ľĲ čăŸ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ ęă ńĲćăąęå ĺň§čęå čĲńáŻęľđł æćàď ńàď ľňďæŻàď âőęňď ŸğęŋŸľăľńĲå.

Šę ľçďęćę ńàď ĲďĲĺŽéď Ÿąčéď ğęň Ÿďãąęňď ľńę ľçčğćĲŽčŸ S_j ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ľňč- ŹęćåİĲńŸă AE_Q(S_j) ąŸă ęĺåİĲńŸă ďŸ ĲåďŸă AE_Q(S_j) = ⋃ S∈S_j∩A_Q {e | e ∈ S}. ŚňďĲğéł, ńę ľçďęćę AE_Q(S_j) ğĲĺăâőĲă æćĲł ńăł Ÿąčâł ńęň Żăąńçęň ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńęňćáőăľńęď čåŸ ĲďĲĺŽã ľçďęŻę ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, đ ęğęåŸ ŸďãąĲă ľńę ľçčğćĲŽčŸ S_j. Šę ľçďęćę ńàď ĲďĲĺŽéď Ÿąčéď ńęň Żăąńçęň ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ľňčŹęćåİĲńŸă AE_Q ąŸă ęĺåİĲńŸă ďŸ ĲåďŸă AE_Q = ⋃ 1≤j≤c AE Q(Sj). ŚňďĲğéł, ńę ľçďęćę AEQ ğĲĺăâőĲă æćĲł ńăł Ÿąčâł ńęň Żăąńçęň ğęň

őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńęňćáőăľńęď čăŸ ĲďĲĺŽã ľçďęŻęł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĆăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ E ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q, ęĺåİęňčĲ ńđď ĲćĲç§Ĳĺđ őàĺđńăąæńđńŸ ńđł

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 83

e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ďŸ ĲåďŸă đ ŻăŸŋęĺá ńęň ľňďęćăąęç Ĳçĺęňł İéďđł ğęň âőĲă ŸğęŻę§Ĳå ľńăł ľňďæŻęňł ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q Ÿğæ ńđ őàĺđńăąæńđńŸ ńđł Ÿąčãł. Ę ĲćĲç- §Ĳĺđ őàĺđńăąæńđńŸ ńđł e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ľňčŹęćåİĲńŸă residual_Q(e) ąŸă ăľőçĲă ğĺęŋŸďéł:

residual_Q(e) = cap(e) − ∑ S∈sessions(e)

r_Q(S) .

ĆăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ E ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q, đ ğŸĺęőđčâďđ őàĺđńăąæńđńŸ ńđł e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q [1, ĎďæńđńŸ 2.1] ęĺåİĲńŸă ďŸ ĲåďŸă ńę ľňďęćăąæ Ĳçĺęł İéďđł ğęň âőĲă ãŻđ ŸğęŻę§Ĳå ľńăł ŸďĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã ąŸă ľňčŹęćåİĲńŸă allot_Q(e). ŔĺęŋŸďéł,

allot_Q(e) = ∑ S∈D_Q|e r_Q(S) .

ŃăŸ Ÿąčã e ęďęčáİĲńŸă ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q Ÿď ăľőçęňď ńŸ Ĳěãł:

(1) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ sessions (e), r_Q(S) ≥ r_Q(S_i), (2) đ Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.3 ĂďŸŋĲĺæčŸľńĲ ľńę Żåąńňę ńęň ŚőãčŸńęł 3-1 ąŸă §ĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ r_Q = ⟨30, 30, 50, 50⟩^{(T )}. ĎğăőĲăĺđčŸńęćęŽęçčĲ æńă ňğáĺőĲă čăŸ ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_3 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ăŋęç đ ľçďęŻęł S_3 őĺđľăčęğęăĲå čæďę ńăł Ÿąčâł e_1 ąŸă e_2, čæďę Ÿňńâł ęă Ÿąčâł ĲåďŸă ňğęŕãŋăĲł ąęĺĲľčâďĲł Ÿąčâł čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_3 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

Ăĺőăąá ĲěĲńáİęňčĲ ńđď Ÿąčã e_1. ŔĺęŋŸďéł, ∑ i∈sessions(e_1) rQ(Si) = rQ(S^1) + rQ(S^2) +

r_Q(S_3) = 30 + 30 + 50 = 110, Ĳďé cap(e_1) = 126. ŚňďĲğéł, đ Ÿąčã e_1 ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă Ĳğęčâďàł ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_3 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

Śńđ ľňďâőĲăŸ ĲěĲńáİęňčĲ ńđď Ÿąčã e_2. ŔĺęŋŸďéł, ∑ i∈sessions(e_2) rQ(Si) = rQ(S3) +

r_Q(S_4) = 50 + 50 = 100, Ĳďé cap(e_2) = 100. ŚňďĲğéł, đ Ÿąčã e_2 ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 84

ąŸńáľńŸľđ Q. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, r_Q(S_3) = 50, Ĳďé r_Q(S_4) = 50. êĺŸ, r_Q(S_3) ≥ r_Q(S_4). Ďğęčâďàł, đ Ÿąčã e_2 ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_3 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

Ďď§ŸĺĺçďęňčĲ ńęď ŸďŸŽďéľńđ ďŸ ŸğęŻĲåěĲă æńă đ Ÿąčã e_2 ĲåďŸă Ĳğåľđł, ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_4 ľńđď Q, Ĳďé ŻĲď ňğáĺőęňď ąęĺĲľčâďĲł Ÿąčâł čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńăł ľňďæŻęňł S_1 ąŸă S_2 ľńđď Q.

3.4 ĹľęčĲĺåŻăę ąŸă Ďćáőăľńę ĹľęčĲĺåŻăę

ĆăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q, âľńà æńă đ e ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã ľńę AE_Q, âńľă éľńĲ |A_Q | e| > 0. Šę ăľęčĲĺåŻăę ńđł e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q [1, ĎďæńđńŸ 2.1], ńę ęğęåę ľňčŹęćåİĲńŸă FS_Q(e), ęĺåİĲńŸă ďŸ ĲåďŸă

FS_Q(e) = cap(e) − allot_Q(e) |AQ | e| . ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ńę FS_Q(e) ĲåďŸă ńę čâĺęł ńđł őàĺđńăąæńđńŸł ńđł Ÿąčãł e ğęň ŻĲď âőĲă Ÿąæčđ ŸğęŻę§Ĳå ľĲ ŸďĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă ńę ęğęåę ŸďńăľńęăőĲå ľĲ ąá§Ĳ ľçďęŻę.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ Ÿğćęçł ăľőňĺăľčęçł ğęň ĲåďŸă őĺãľăčęă ľńŸ ĲğæčĲďŸ ąĲŋáćŸăŸ.

ŁãččŸ 3.1 ëľńà ŸąâĺŸăęł l_0 ≥ 0 ąŸă Ÿąčã e ğęň ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0}. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ l_0, ăľőçęňď ńŸ Ĳěãł:

(1) Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ A_{Ql0} | e, r_{Ql} (S_i) = FS_{Ql0} (e), ńæńĲ đ Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q_l, (2) Ÿď ňğáĺőĲă ŻĲåąńđł i_0 ∈ A_{Ql0} | e ńâńęăęł éľńĲ r_{Ql} (S_{i0} ) < FS_{Ql0} (e), Ĳďé ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈

AQ_{l0} | e, i ≠ i_0, rQ_l (Si) ≤ FS Q_{l0} (e), ńæńĲ đ Ÿąčã e ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Ql,

(3) ŻĲď ňğáĺőĲă ŻĲåąńđł i_0 ∈ A_{Ql0} | e ńâńęăęł éľńĲ r_{Ql} (S_{i0}) > FS_{Ql0} (e), Ĳďé ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈

AQ_{l0} | e, i ≠ i_0 ďŸ ăľőçĲă æńă rQ_l (Si) ≥ FS Q_{l0} (e).

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 85

ĂğæŻĲăěđ: ŊĲąăďáčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň (1). Ďě ęĺăľčęç ńęň FS_{Ql0} (e) âőęňčĲ æńă:

FS_{Ql0} (e) = cap(e) − allot_{Ql0} (e) |AQ_{l0} | e| . Ăğæ ňğæ§Ĳľđ, ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ A_{Ql0} | e ăľőçĲă æńă r_{Ql} (S_i) = FS_{Ql0} (e). Ďğęčâďàł, ∑ i∈A_{Ql0} |e r_{Ql} (S_i)) = ∑ i∈A_{Ql0} |e FS_{Ql0} (e)

= ∑ i∈A_{Ql0} |e cap(e) − allot_{Ql0} (e) |AQ_{l0} | e| = |A_{Ql0} | e| · cap(e) − allot_{Ql0} (e) |AQ_{l0} | e| = cap(e) − allot_{Ql0} (e) .

ŚňďĲğéł, ∑ i∈A_{Ql} |e r_{Ql} (S_i) = ∑ i∈A_{Ql0} |e r_{Ql} (S_i) − ∑ i∈(A_{Ql0} \A_{Ql} )|e r_{Ql} (S_i) (ĲğĲăŻã A_{Ql} | e ⊆ A_{Ql0} | e) = cap(e) − allot_{Ql0} (e) − ∑ i∈(A_{Ql0} \A_{Ql} )|e r_{Ql} (S_i) .

= cap(e) − allot_{Ql0} (e) − (allot_{Ql}(e) − allot_{Ql0} (e)) (ćæŽà Ĺľőňĺăľčęç 3.2) = cap(e) − allot_{Ql} (e) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă ŽăŸ ďŸ ŸğęŻĲăőńĲå æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň (2). ŔĺęŋŸďéł, ∑ i∈A_{Ql} |e r_{Ql} (S_i) = ∑ i∈A_{Ql0} |e r_{Ql} (S_i) − ∑ i∈(A_{Ql0} \A_{Ql} )|e r_{Ql} (S_i) (ĲğĲăŻã A_{Ql} | e ⊆ A_{Ql0} | e)

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 86 = ∑ i∈A_{Ql0} |e r_{Ql} (S_i) − (allot_{Ql} (e) − allot_{Ql0} (e)) (ćæŽà Ĺľőňĺăľčęç 3.2) = r_{Ql} (S_{i0} ) + ∑ i∈A_{Ql0} |e,i≠i_0 r_{Ql} (S_i) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e)

< FS_{Ql0} (e) + ∑ i∈A_{Ql0} |e,i≠i_0 r_{Ql} (S_i) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e) (ĲğĲăŻã r_{Ql} (S_{i0}) < FS_{Ql0} (e)) ≤ FS_{Ql0} (e) + ∑ i∈A_{Ql0} |e,i≠i_0 FS_{Ql0} (e) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e) (ĲğĲăŻã r_{Ql} (S_i) ≤ FS_{Ql0} (e) ŽăŸ i ≠ i_0) = ∑ i∈A_{Ql0} |e FS_{Ql0} (e) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e)) = |A_{Ql0} | e| FS_{Ql0} (e) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e) = cap(e) − allot_{Ql0} (e) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e) (Ĳě ęĺăľčęç ńęň ăľęčĲĺăŻåęň) = cap(e) − allot_{Ql} (e) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă ŽăŸ ďŸ ŸğęŻĲăőńĲå æńă đ Ÿąčã e ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň (3). ŃĲ ŸğŸŽàŽã ľĲ áńęğę. Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ľçďęŻęł i_0 ∈ A_{Ql0} | e ńâńęăŸ éľńĲ r_{Ql} (S_{i0}) > FS_{Ql0} (e), Ĳďé ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ A_{Ql0} | e, i ≠ i_0 ăľőçĲă æńă r_{Ql} (S_i) ≥ FS_{Ql0} (e). ĎåďŸă ľŸŋâł æńă: ∑ i∈A_{Ql} |e r_{Ql} (S_i) = ∑ i∈A_{Ql0} |e r_{Ql} (S_i) − ∑ i∈(A_{Ql0} \A_{Ql} )|e r_{Ql} (S_i) (ĲğĲăŻã A_{Ql} | e ⊆ A_{Ql0} | e) = ∑ i∈A_{Ql0} |e r_{Ql} (S_i) − (allot_{Ql} (e) − allot_{Ql0} (e)) (ćæŽà Ĺľőňĺăľčęç 3.2) = r_{Ql} (S_{i0} ) + ∑ i∈A_{Ql0} |e,i≠i_0 r_{Ql} (S_i) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e)

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 87

> FS_{Ql0} (e) + ∑ i∈A_{Ql0} |e,i≠i_0 r_{Ql} (S_i) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e)

(ĲğĲăŻã r_{Ql} (S_{i0}) > FS_{Ql0} (e)) ≥ FS_{Ql0} (e) + ∑ i∈A_{Ql0} |e,i≠i_0 FS_{Ql0} (e) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e) (ĲğĲăŻã r_{Ql} (S_i) ≥ FS_{Ql0} (e) for i ≠ i_0) = ∑ i∈A_{Ql0} |e FS_{Ql0} (e) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e))

= |A_{Ql0} | e| FS_{Ql0} (e) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e) = cap(e) − allot_{Ql0} (e) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e) (Ĳě ęĺăľčęç ńęň ăľęčĲĺăŻåęň) = cap(e) − allot_{Ql} (e) ,

ńę ęğęåę ŸğęŻĲăąďçĲă æńă đ Ÿąčã e ğŸĺŸŹăáİĲă ńđ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l, ğęň ĲåďŸă áńęğę. ŚĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę đ ŸğæŻĲăěđ ńęň (3) âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå.

ĆăŸ ąá§Ĳ i ∈ [n], ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł ľňďæŻęň S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q [1, Őĺăľčæł 3.6], ńę ęğęåę ľňčŹęćåİĲńŸă MFS_Q(S_i), ęĺåİĲńŸă ďŸ ĲåďŸă

MFS_Q(S_i) = min_{e∈Si} FS_Q(e) .

Ďğęčâďàł, MFS_Q(S_i) ĲåďŸă ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ąá§Ĳ Ÿąčãł ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S_i.

3.5 ŔĺáěĲăł

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, čăŸ ğĺáěđ ąŸ§ęĺåİĲă čăŸ \ŻăŸŻăąŸľåŸ" ŽăŸ ńęď ňğęćęŽăľčæ ďâàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ŽăŸ âďŸ ľçďęćę Ÿğæ ľňďæŻęňł, ŹŸľăľčâďđ ľńęňł ğŸćăęçł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł. Šňğăąá, čăŸ ğĺáěđ ĲåďŸă čăŸ ľňďáĺńđľđ operation ğęň ŻâőĲńŸă àł ĲåľęŻę âďŸ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ąŸă čăŸ ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă ĲğăľńĺâŋĲă àł âěęŻę ďâęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ŽăŸ æćĲł ńăł ľňďæŻęňł j ŽăŸ ńăł ęğęåĲł ăľőçĲă æńă S_i ∩ S_j ≠ ∅. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ńę ŻăáďňľčŸ ĲěæŻęň r^′ =operation(i, Q) ľâŹĲńŸă

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 88

ńđ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł, ŻđćŸŻã ĲåďŸă Ĳŋăąńæ.

Šę ĲďŻăŸŋâĺęď čŸł ĲğăąĲďńĺéďĲńŸă ľĲ ğĺáěĲăł ğęň őĺđľăčęğęăęçď \ńęğăąã ğćđĺęŋęĺåŸ" àł ğĺęł ńđ ľçďęŻę S_i (ŻĲåńĲ ğ.ő. [41, ĎďæńđńŸ IV]). Šęğăąâł ğćđĺęŋęĺåĲł ľĲ ąáğęăŸ ľçďęŻę §ĲàĺęçďńŸă ńæľę ęă őàĺđńăąæńđńĲł ńàď Ÿąčéď ğęň őĺđľăčęğęăĲå æľę ąŸă ęă ńĺâőęďńĲł ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł.

ĞŸ ğĺâğĲă ďŸ ńęďåľęňčĲ æńă čĲŽáćę čâĺęł ńđł ŻăŸńĺăŹãł Ÿňńãł ŻĲď ŸľőęćĲåńŸă čĲ ńęňł čđőŸďăľčęçł čâľà ńàď ęğęåàď ęă ğŸĺŸğáďà ğćđĺęŋęĺåĲł ŽåďęďńŸă ŻăŸ§âľăčĲł ľńđ ľçďęŻę. Ľá§Ĳ ŻăąńňŸąæł ľçďŻĲľčęł ĲďŻĲőęčâďàł ŽďàĺåİĲă ńęď ńĺæğę ğćđĺęŋæĺđľđł æćàď ńàď ľňďæŻàď ğęň ńęď őĺđľăčęğęăęçď ľőĲńăąá čĲ ńâńęăęň ĲåŻęňł őĺãľăčĲł ğćđĺęŋęĺåĲł. ĎďŸććŸąńăąá, ę ňğęćęŽăľčæł ąŸă đ ľňććęŽã ńàď ğćđĺęŋęĺăéď čğęĺĲå ďŸ ŽåďĲńŸă čĲ ńđ őĺãľđ čđďňčáńàď ĲćâŽőęň ğęň ąăďęçďńŸă ąŸńŸ čãąęł ńđł ŻăŸŻĺęčãł čăŸł ľňďæŻęň. Šâńęăęň ĲåŻęňł čđďçčŸńŸ őĺđľăčęğęăęçďńŸă ĲňĺçńŸńŸ ľńŸ čęďńâĺďŸ ŻăąńňŸąá ğĺàńæąęććŸ ąŸă ęďęčáİęďńŸă čđďçčŸńŸ ČăŸőĲåĺăľđł Ŕæĺàď (ŻĲåńĲ, ğ.ő., [40, ĎďæńđńŸ IV] ã [1, ĎďæńđńŸ 1] ŽăŸ ŸďńåľńęăőĲł ľňİđńãľĲăł). ŠŸ ğćãĺđ őŸĺŸąńđĺăľńăąá ńàď čđőŸďăľčéď ľňććęŽãł ąŸă čĲńŸŹåŹŸľđł ğćđĺęŋęĺăéď ĲćâŽőęň ĲåďŸă ľňďã§àł čâĺęł ńđł ľőĲŻåŸľđł ąŸă ńđł ňćęğęåđľđł ąŸńŸďĲčđčâďàď ŸćŽęĺå§čàď ęă ęğęåęă ĲąńĲćęçď ńđď Ĳď ćæŽà ćĲăńęňĺŽåŸ ŽăŸ ďŸ ŸğęďĲåčęňď ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ľńăł ľňďæŻęňł. ëďŸł ńâńęăęł ŸćŽæĺă§čęł ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńę ĽĲŋáćŸăę 9.

ŃăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ğĺáěđ operation ĲåďŸă ľňďńđĺđńăąã Ÿď, ğđŽŸåďęďńŸł Ÿğæ ńę ŻăáďňľčŸ r_Q ľńę r^′, ąŸďâďŸ ľńęăőĲåę ŻĲ čĲăéďĲńŸă, ŻăŸŋęĺĲńăąá đ ğĺáěđ operation ęďęčáİĲńŸă ęğńăčăľńăąã.

3.6 ČĺęčęćęŽđńâł, ĂğĲďĲĺŽęğęăđńâł ąŸă ĂćŽæĺă§čęă

ŚĲ Ÿňńã ńđď ĲďæńđńŸ ĲăľáŽęňčĲ ńăł âďďęăĲł ńàď ŻĺęčęćęŽđńéď ąŸă ńàď ŸğĲďĲĺŽęğęăđńéď ŸďńåľńęăőŸ. Őă ŻĺęčęćęŽđńâł ğĲĺăŽĺáŋęďńŸă ľńđď ĎďæńđńŸ 3.6.1, Ĳďé ęă ŸğĲďĲĺŽęğęăđńâł ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľńđď ĎďæńđńŸ 3.6.2. Ę ĎďæńđńŸ 3.6.3 ğŸĺęňľăáİĲă ńđď âďďęăŸ ńàď ŸćŽęĺå§čàď.

3.6.1 ČĺęčęćęŽđńâł ŃĲćĲńáčĲ ďńĲńĲĺčăďăľńăąęçł ąŸă ğă§Ÿďęńăąęçł ŻĺęčęćęŽđńâł.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 89

ŇńĲńĲĺčăďăľńăąęå ČĺęčęćęŽđńâł ëďŸł ďńĲńĲĺčăďăľńăąæł ŻĺęčęćęŽđńãł ĲåďŸă čăŸ ľňďáĺńđľđ Sched ğęň ŸğĲăąęďåİĲă čăŸ ńĺăáŻŸ ğęň ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ âďŸ İĲçŽęł ⟨G, S⟩ Ĳďæł Żăąńçęň G ąŸă Ĳďæł ľňďæćęň ľňďæŻàď ğáďà ľńę Żåąńňę G, čăŸ ąŸńáľńŸľđ Q, ąŸă âďŸ ŻĲåąńđ ąŸńáľńŸľđł l ≥ 1 ľĲ âďŸ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i = Sched(⟨⟨G, S⟩, Q, l⟩). ëďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł Sched ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ Ÿď ŽăŸ æćŸ ńŸ İĲçŽđ ⟨G, S⟩ ąŸă ⟨ ^G, ^S⟩, æćĲł ńăł ąŸńŸľńáľĲăł Q ąŸă ^Q, ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ 1 ăľőçĲă æńă Sched(⟨G, S⟩, Q, l) = Sched(⟨ ^G, ^S⟩, ^Q, l). ŃăćéďńŸł áńňğŸ, âďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł őàĺåł Žďéľđ ŸğęŋŸľåİĲă ğęăŸ ľçďę- Żęł §Ÿ ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ľńđ ľňďâőĲăŸ őàĺåł ďŸ âőĲă ęğęăŸŻãğęńĲ ğćđĺęŋęĺåŸ ŽăŸ ńđď ńęğęćęŽåŸ ńęň Żăąńçęň ã ŽăŸ ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ąŸă ńđď ąŸńáľńŸľđ (ĲďĲĺŽã đ æőă) ńàď ľňďæŻàď. Ďğęčâďàł, âďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł őàĺåł Žďéľđ čğęĺĲå ďŸ ğĲĺăŽĺŸŋĲå Ÿğæ čăŸ (ğĲğĲĺŸľčâďđ ã áğĲăĺđ) Ÿąęćęň§åŸ Sched = i_1, i_2, . . ., æğęň ŽăŸ ąá§Ĳ l ≥ 1, i_l ∈ [n]. ëďŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ŻĺęčęćęŽđńã őàĺåł Žďéľđ ĲåďŸă ę ŻĺęčęćęŽđńãł ŸďĲćąňľńãĺŸ (elevator): ElevSched = 1, 2, . . ., n, n, . . ., 2, 1, 1, 2, . . ., n, n, . . ., 2, 1, . . ., 1, 2, . . ., n, n, . . ., 2, 1, . . . . ëďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł Sched ćĲăńęňĺŽĲå čĲ čĲĺăąã Žďéľđ Ÿď ŽăŸ æćŸ ńŸ İĲçŽđ ⟨G, S⟩ ąŸă

⟨ ^G, ^S⟩, ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q, ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ąŸńáľńŸľđł l ≥ 1 ăľőçĲă æńă

Sched(⟨G, S⟩, Q, l) = Sched(⟨ ^G, ^S⟩, Q, l) . ŃăćéďńŸł áńňğŸ, âďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł čĲ čĲĺăąã Žďéľđ ŻĲď őĺđľăčęğęăĲå ąŸčăá ğćđĺęŋęĺåŸ ŽăŸ ńđď ńęğęćęŽåŸ ńęň Żăąńçęň ľńđď ĲğăćęŽã ńđł ľňďæŻęň ğęň §Ÿ ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ľńđ ľňďâőĲăŸ, Ÿććá čğęĺĲå ďŸ ŽďàĺåİĲă ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď. Ďğęčâďàł, âďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł Sched čĲ čĲĺăąã Žďéľđ čğęĺĲå ďŸ ğĲĺăŽĺŸŋĲå čĲ čăŸ (ğĲğĲĺŸľčâďđ ã áğĲăĺđ) Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ľňďŸĺńãľĲăł Sched_l, čăŸ ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ 1, æğęň ąá§Ĳ ľňďáĺńđľđ ŸğĲăąęďåİĲă čăŸ ąŸńáľńŸľđ Q ľĲ âďŸ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i = Sched_l(Q).

ëďŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ŻĺęčęćęŽđńã čĲ čĲĺăąã Žďéľđ ĲåďŸă ę ŻĺęčęćęŽđńãł GlobalMinSched, ę ęğęåęł âőĲă ğĺęńŸ§Ĳå Ÿğæ ńęňł Afek et al. [1, ĎďæńđńŸ 4]. ĆăŸ ńę ŻĺęčęćęŽđńã Ÿňńæď, đ ľňďáĺ-

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 90

ńđľđ GlobalMinSched_l(Q) ĲğăľńĺâŋĲă ńęď ŻĲåąńđ ńđł ľňďæŻęň čĲ ńę čăąĺæńĲĺę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă âďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł őàĺåł Žďéľđ ĲåďŸă ąŸă ŻĺęčęćęŽđńãł čĲ čĲĺăąã Žďéľđ, Ÿććá ńę Ÿďńåľńĺęŋę ŻĲď ăľőçĲă. ëďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł čĲ ğćãĺđ Žďéľđ őĺđľăčęğęăĲå ğćãĺđ Žďéľđ, ńæľę ńđł ńęğęćęŽåŸł ńęň Żăąńçęň æľę ąŸă ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ąŸă ńđł ąŸńáľńŸľđł ńàď ľňďæŻàď, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸğęŋŸľåľĲă ńđ ľçďęŻę ğęň §Ÿ ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ľńđ ľňďâőĲăŸ.

Ŕă§Ÿďęńăąęå ČĺęčęćęŽđńâł ëďŸł ğă§Ÿďęńăąæł ŻĺęčęćęŽđńãł ĲåďŸă čăŸ ľňďáĺńđľđ Sched ğęň ŸğĲăąęďåİĲă čăŸ ńĺăáŻŸ đ ęğęåŸ ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ âďŸ İĲçŽęł ⟨G, S⟩ Ĳďæł Żăąńçęň G ąŸă Ĳďæł ľňďæćęň Ÿğæ ľňďæŻęňł S ğáďà ľńę G, čăŸ ąŸńáľńŸľđ Q, ąŸă âďŸ ŻĲåąńđ ąŸńáľńŸľđł l ≥ 1 ľĲ čăŸ (ŻăŸąĺăńã) ąŸńŸďęčã ğă§Ÿďęńãńàď f = Sched(⟨G, S⟩, Q, l), đ ęğęåŸ ęĺåİĲńŸă ğáďà ľńę S. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, âďŸł ğă§Ÿďęńăąæł ŻĺęčęćęŽđńãł ĲğăćâŽĲă ńđ ľçďęŻę ğęň §Ÿ ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ľńđ ľňďâőĲăŸ ğĺęąĲăčâďęň ďŸ Ÿňěđ§Ĳå ę ĺň§čæł čĲńáŻęľãł ńđł, čĲ Źáľđ ńđď ąŸńŸďęčã ğă§Ÿďęńãńàď ğęň Ÿąęćęň§Ĳå.

Ę âďďęăŸ ńęň ŻĺęčęćęŽđńã őàĺåł Žďéľđ čğęĺĲå ďŸ ĲğĲąńĲ§Ĳå ľĲ ğă§Ÿďęńăąęçł ŻĺęčęćęŽđńâł čĲ ğĺęŋŸďâł ńĺæğę. ëďŸł ŻĺęčęćęŽđńãł Sched ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ Ÿď ŽăŸ æćŸ ńŸ İĲçŽđ

⟨G, S⟩ ąŸă ⟨ ^G, ^S⟩, æćĲł ńăł ąŸńŸľńáľĲăł Q ąŸă ^Q, ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ 1 ăľőçĲă æńă Sched(⟨G, S⟩, Q, l) = Sched(⟨ ^G, ^S⟩, ^Q, l). ŃăćéďńŸł áńňğŸ, âďŸł ğă§Ÿďęńăąæł ŻĺęčęćęŽđńãł őàĺåł Žďéľđ ŻĲď âőĲă ąŸčăá ğćđĺęŋęĺåŸ ęçńĲ ŽăŸ ńę Żåąńňę, ęçńĲ ŽăŸ ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď, æńŸď ŸğęŋŸľåİĲă ńăł ğă§ŸďæńđńĲł ŻĺęčęćæŽđľđł ńàď ľňďæŻàď. Ďğęčâďàł, ąá§Ĳ ğă§Ÿďęńăąæł ŻĺęčęćęŽđńãł őàĺåł Žďéľđ čğęĺĲå ďŸ ğĲĺăŽĺŸŋĲå čĲ čăŸ (ğĲğĲĺŸľčâďđ ã áğĲăĺđ) Ÿąęćęň§åŸ Sched = f_1, f_2, . . ., æğęň ŽăŸ ąá§Ĳ l ≥ 1, đ f_l ĲåďŸă čăŸ ąŸńŸďęčã ğă§Ÿďęńãńàď ğáďà ľńę S. Ę ĲğâąńŸľđ ńéĺŸ ńàď ŻĺęčęćęŽđńéď čĲ čĲĺăąã Žďéľđ ąŸă ĲąĲåďàď čĲ ğćãĺđ Žďéľđ ľńđď ğĲĺåğńàľđ ğă§Ÿďęńăąéď ŻĺęčęćęŽđńéď čğęĺĲå ďŸ ŽåďĲă čĲ ğĺęŋŸďã ńĺæğę.

3.6.2 ĂğĲďĲĺŽęğęăđńâł ëďŸł ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł [1] ĲåďŸă čăŸ ľňďáĺńđľđ Term ğęň ŸğĲăąęďåİĲă âďŸ İĲçŽęł ⟨G, S⟩ Ĳďæł Żăąńçęň G ąŸă Ĳďæł ľňďæćęň Ÿğæ ľňďæŻęňł S ğáďà ľńę G, ąŸă čăŸ ąŸńáľńŸľđ Q ľĲ âďŸ ľçďęćę

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 91

Ÿğæ ľňďæŻęňł T = Term(⟨G, S⟩, Q⟩) ńâńęăŸ éľńĲ T ⊆ A_Q. ČăŸăľ§đńăąá, ąá§Ĳ ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł Term ŸğęŋŸľåİĲă ľĲ ğęăĲł ľňďæŻęňł čĲńŸěç ĲąĲåďàď ğęň ĲåďŸă Ÿąæčđ ĲďĲĺŽâł âőĲă ŸğęŻę§Ĳå ę ńĲćăąæł ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńęňł (ąŸă áĺŸ ŽăŸ ńęď ŸćŽæĺă§čę ĲćâŽőęň ĺęãł ęă ľçďęŻęă Ÿňńęå âőęňď ŸğĲďĲĺŽęğęăđ§Ĳå ã \ńĲĺčŸńăľńĲå"). Ŕĺęł őáĺăď Ÿğćæńđńęł, §Ÿ ğŸĺŸćĲåğęňčĲ ľňőďá ńđď ğŸĺáčĲńĺę ⟨G, S⟩ ńęň Term, Ĳáď đ ŸďŸŋęĺá ńđł ĲåďŸă ğĺęŋŸďãł Ÿğæ ńŸ ľňčŋĺŸİæčĲďŸ. Ăď ăľőçĲă æńă S ∈ Term(Q), ćâčĲ æńă đ ľçďęŻęł S ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q (ŻĲåńĲ, ğ.ő., ĎďæńđńŸ 3.7).

3.6.3 ĂćŽæĺă§čęă ëďŸł ŸćŽæĺă§čęł Alg ĲåďŸă čăŸ ńĺăáŻŸ Alg = ⟨Sched, operation, Term⟩. Ę ĲěĲăŻåąĲňľđ ńàď ğĺáěĲàď ľĲ ľňďńđĺđńăąâł ąŸă ęğńăčăľńăąâł ęŻđŽĲå ľĲ čăŸ Ÿďńåľńęăőđ ąŸńáńŸěđ ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľĲ ľňďńđĺđńăąęçł ąŸă ęğńăčăľńăąęçł ŸďńåľńęăőŸ ąŸńá ğĺęŋŸďã ńĺæğę.

ëďŸł ŸćŽæĺă§čęł ęďęčáİĲńŸă ŻåąŸăęł Ÿď ńę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ĲěæŻęň ńęň ĲåďŸă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

Ę Ÿąæćęň§đ ğĺæńŸľđ, ğęň âőĲă ŸğęŻĲăő§Ĳå Ÿğæ ńęď Hayden [36], ŻđćéďĲă æńă âďŸł ŸćŽæĺă§čęł ĲåďŸă ŻåąŸăęł Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ľĲ ąá§Ĳ ńĲćăąã ńęň ąŸńáľńŸľđ ňğáĺőĲă čăŸ ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę ğęň ňğáĺőĲă ľńę Żåąńňę. Śńđ ľňďâőĲăŸ ĲğŸďŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńđď ğĺæńŸľđ.

ŔĺæńŸľđ 3.1 (Hayden [36]) ëďŸł ŸćŽæĺă§čęł Alg ĲåďŸă ŻåąŸăęł Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ľĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ Q ńęň Alg, ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S, ňğáĺőĲă čăŸ ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđď S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĂğæŻĲăěđ: Şğę§âńęňčĲ Ÿĺőăąá æńă ę Alg ĲåďŸă âďŸł ŻåąŸăęł ŸćŽæĺă§čęł ąŸă âľńà æńă đ Q ĲåďŸă čăŸ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ. ŔĺęŋŸďéł, ńę ŻăáďňľčŸ r_Q ĲåďŸă âďŸ ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň- ĲćŸőåľńęň. ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ńđ čâ§ęŻę ńđł ŸğŸŽàŽãł ľĲ áńęğę, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ŻĲď ňğáĺőĲă ľçďęŻęł ŽăŸ ńđď ęğęåŸ ďŸ čđď ňğáĺőĲă ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ľńđď Q. Şğę§âńęňčĲ, ŽăŸ ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ľçďęŻęł S ∈ S ŽăŸ ńđď ęğęåŸ ŻĲď ňğáĺőĲă ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ľńđď Q. ëľńà æńă e ∈ S ĲåďŸă čăŸ Ÿň§ŸåĺĲńđ Ÿąčã. ŠæńĲ, ĲåńĲ residual_Q(e) > 0 ã ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ľçďęŻęł

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 92

S^′ ∈ sessions(e) ńâńęăŸ éľńĲ r_Q(S^′) > r_Q(S). Śńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň residual_Q(e) > 0, ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł S čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå ąŸńá residual_Q(e). Śńđď ŻĲçńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ, ę r_Q(S) čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå ľĲ čăŸ ďâŸ ńăčã r^′_Q(S), čĲăéďęďńŸł ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S^′ Ĳğåľđł ľńđď ńăčã r^′_Q(S). ĎåďŸă ľŸŋâł æńă čăŸ ńâńęăŸ Ÿçěđľđ ŻĲď ğŸĺŸŹăáİĲă ńđď ĲŋăąńæńđńŸ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ąŸă ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđ čĲåàľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ęğęăŸľŻãğęńĲ ľňďæŻęň čĲ ĺň§čæ čĲńáŻęľđł čăąĺæńĲĺę ã åľę Ÿğæ ĲąĲåďęď ńđł S. Ăŋęç đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿň§ŸåĺĲńđ čăŸ ńâńęăŸ Ÿçěđľđ čğęĺĲå ďŸ ğĺŸŽčŸńęğęăđ§Ĳå ğáďà ľĲ ąá§Ĳ Ÿąčã ğęň őĺđľăčęğęăĲå đ ľçďęŻęł. Ăňńæ âĺőĲńŸă ľĲ ľçŽąĺęňľđ čĲ ńęď ęĺăľčæ ńęň ŻåąŸăęň ŻăŸďçľčŸńęł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ąŸă ĲåďŸă Ĳğęčâďàł áńęğę.

Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă ŽăŸ ąáğęăŸ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ Q ńęň ŸćŽęĺå§čęň Alg ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ ŽăŸ ńę r_Q: ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S ňğáĺőĲă čăŸ ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđď S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ńđ čâ§ęŻę ńđł ŸğŸŽàŽãł ľĲ áńęğę ŽăŸ ďŸ Ÿğę- ŻĲåěęňčĲ æńă ę ŸćŽæĺă§čęł ĲåďŸă ŻåąŸăęł. Şğę§âńęňčĲ, ŽăŸ ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă ńę ŻăáďňľčŸ r_Q ŻĲď ĲåďŸă ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň. Ďě ęĺăľčęç ńęň ŻåąŸăęň ŻăŸďçľčŸńęł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň, ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ľçďęŻęł S_i ńđł ęğęåŸł ĲåďŸă ŻňďŸńæ ďŸ Ÿňěđ§Ĳå ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł r_Q(S_i), ŻăŸńđĺéďńŸł ğáďńęńĲ ńđď ĲŋăąńæńđńŸ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł, őàĺåł ďŸ čĲăà§Ĳå ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł r_Q(S_j) ŽăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ áććđ ľçďęŻę S_j ńâńęăŸ éľńĲ r_Q(S_j) ≤ r_Q(S_i).

Ďğęčâďàł, Ÿł §ĲàĺãľęňčĲ čăŸ Ÿçěđľđ ľńęď r_Q(S_i). ĞŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ áńęğę ŸğęŻĲăąďçęďńŸł æńă ĲåďŸă ŸğŸĺŸåńđńę ďŸ ľňčŹĲå čĲåàľđ ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł r_Q(S_j), ŽăŸ ąáğęăŸ ľçďęŻę S_j ńâńęăŸ éľńĲ r_Q(S_j) ≤ r_Q(S_i).

Ăğæ ňğæ§Ĳľđ ăľőçĲă æńă ňğáĺőĲă čăŸ ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã e čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ďŋæľęď đ e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q, Ĳďé ńŸňńæőĺęďŸ ĲåďŸă ŻňďŸńã čăŸ Ÿçěđľđ ľńęď r_Q(S_i), §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ňğáĺőĲă ńęňćáőăľńęď čăŸ ľçďęŻęł S_j, ŻăŸŋęĺĲńăąã Ÿğæ ńđď S_i, đ ęğęåŸ őĺđľăčęğęăĲå ńđď e ąŸă ńđł ęğęåŸł ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł §Ÿ čĲăà§Ĳå ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ŻăŸńđĺđ§Ĳå đ ĲŋăąńæńđńŸ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł (ŻđćŸŻã đ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł ľńđď Ÿąčã e). îčàł, Ĳŋæľęď đ Ÿąčã e ĲåďŸă čăŸ ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă đ ľçďęŻęł S_j őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e ăľőçĲă æńă r_Q(S_j) ≤ r_Q(S_i). êńęğę.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 93

3.7 ĎąńĲćâľĲăł

ŃęďńĲćęğęăęçčĲ âďŸď ňğęćęŽăľčæ ğęň \ŻăŸőĲăĺåİĲńŸă" ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ąŸă ńđď ąŸńáľńŸľđ ńàď ľňďæŻàď ğęň ňğáĺőęňď ľńę Żåąńňę, ľŸď čăŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ğĺáěĲăł, ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ ńăł ęğęåĲł ŸććáİĲă ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň ğĺęł ŻĺęčęćæŽđľđ ąŸă ĲďŻĲőęčâďàł ąŸă áććàď ľňďæŻàď čĲ ńăł ęğęåĲł Ÿňńã čęăĺáİĲńŸă Ÿąčâł. Šňğăąá, čăŸ ĲąńâćĲľđ ńęň Alg ğáďà ľĲ âďŸ Żåąńňę G ľńę ęğęåę ňğáĺőĲă âďŸ ľçďęćę Ÿğæ ľňďæŻęňł S ĲåďŸă čăŸ (ĲďŻĲőęčâďàł áğĲăĺđ) Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ĲďŸććŸľľæčĲďĲł ąŸńŸľńáľĲăł ąŸă ŻĲåąńĲł ľňďæŻàď α = Q_0, i_1, Q_1, . . ., i_l, Q_l, . . ., ğęň ăąŸďęğęăĲå ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ľňď§ãąĲł:

(1) Q_0 = Q^{in} ąŸă A_{Q0} = S,

(2) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ 1, i_l = Sched(⟨G, S⟩, Q_{l−1}, l − 1),

(3) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ 1, Ÿď i_l ∈ D_{Ql} , ńæńĲ r_{Ql} = r_{Ql−1} ąŸă A_{Ql+1} = A_{Ql} , ŻăŸŋęĺĲńăąá ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćň§Ÿ:

(a) r_{Ql} := operation(i_l, Q_{l−1}), (b) A_{Ql+1} = A_{Ql} \ Term(⟨G, S⟩, Q_l).

ČåďęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ čăŸ čđ Ÿňľńđĺã ğĲĺăŽĺŸŋã ńęň ğŸĺŸğáďà ęĺăľčęç. Ę ľňď§ãąđ (1) ŹĲŹŸăéďĲă æńă đ Ÿĺőăąã ąŸńáľńŸľđ ńđł α ńŸňńåİĲńŸă čĲ ńđď Ÿĺőăąã ąŸńáľńŸľđ Q^{in}, ąŸ§éł ąŸă æńă ŻĲď ğĺęąŸćęçďńŸă ŸğĲďĲĺŽęğęăãľĲăł ľňďæŻàď ľńđď Ÿĺőăąã ąŸńáľńŸľđ. Ę ľňď§ãąđ (2) ĲŽŽňáńŸă æńă ęă ŻĲåąńĲł ľňďæŻàď ľńđď α ąŸ§ęĺåİęďńŸă Ÿğæ ńę ŻĺęčęćęŽđńã Sched. Ę ľňď§ãąđ (3) ąŸ§ęĺåİĲă ğéł ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ąŸă ęă ąŸńŸľńáľĲăł ńàď ľňďæŻàď Ÿććáİęňď Ÿğæ ńđ čăŸ ąŸńáľńŸľđ ńęň Żăąńçęň ľńđď áććđ. Ăď đ ľçďęŻęł ğĺęł ŻĺęčęćæŽđľđ ĲåďŸă ŸğĲďĲĺŽęğęăđčâďđ ŻĲď ľňčŹŸåďĲă ąŸčăá ŸććŸŽã. ČăŸŋęĺĲńăąá, ęă ďâęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ąŸ§ęĺåİęďńŸă Ÿğæ ńđď ğĺáěđ operation ńęň ŸćŽęĺå§čęň (ľňď§ãąđ (3/a), Ĳďé đ ľňď§ãąđ (3/b) ŸľőęćĲåńŸă čĲ ąá§Ĳ ŻňďŸńã ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ľňďæŻàď ğęň čğęĺĲå ďŸ ľňčŹĲå ľńđď ńĺâőęňľŸ ąŸńáľńŸľđ čĲ Źáľđ ńęď Term. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ 1, §Ÿ ćâčĲ æńă đ ľçďęŻęł i_l ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l ľńđď ĲąńâćĲľđ α.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 94

ČăŸńňğéďęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ čăŸ áčĲľđ ľňďâğĲăŸ ńàď ęĺăľčéď ńđł ğŸĺęőđčâďđł őàĺđńăąæńđńŸł ąŸă ńđł ĲąńâćĲľđł.

Ĺľőňĺăľčæł 3.1 ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ 1 ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ E,

allot_{Ql}(e) = allot_{Ql−1} (e) + ∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e r_{Ql−1} (S_i) .

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ńâćęł âďŸ ğŸĺæčęăŸ Ÿğćæ ŽĲŽęďæł ğęň §Ÿ čŸł ĲåďŸă őĺãľăčę ľńăł čĲńâğĲăńŸ ŸğęŻĲåěĲăł.

Ĺľőňĺăľčæł 3.2 ĆăŸ æćęňł ńęňł ŸąĲĺŸåęňł l_0 ąŸă l čĲ 0 ≤ l_0 < l, ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ E ăľőçĲă æńă ∑ i∈(A_{Ql0} \A_{Ql} )|e r_{Ql0} (S_i) = allot_{Ql} (e) − allot_{Ql0} (e) .

ĂğæŻĲăěđ: ŔĺęŋŸďéł, i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql} ) | e ⇔ i ∈ A_{Ql0} | e ąŸă i /∈ A_{Ql} | e ⇔ i /∈ AQ_{l0} | e ąŸă i ∈ AQ_l | e ⇔ i /∈ DQ_{l0} | e ąŸă i ∈ DQ_l | e ⇔ i ∈ (DQ_l \ DQ_{l0} ) | e . Ďğęčâďàł, ∑ i∈(A_{Ql0} \A_{Ql} )|e r_{Ql} (S_i) = ∑ i∈(D_{Ql}\D_{Ql0} )|e r_{Ql} (S_i) = ∑ i∈D_{Ql} |e r_{Ql} (S_i) − ∑ i∈D_{Ql0} |e r_{Ql} (S_i) (ĲğĲăŻã D_{Ql0} ⊆ D_{Ql} ) = allot_{Ql} (e) − allot_{Ql0} (e) (Ĳě ęĺăľčęç ńđł ğŸĺęőđčâďđł őàĺđńăąæńđńŸł) ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 95

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Ľá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q_l ńđł α, l ≥ 0, ęďęčáİĲńŸă ğĺęľĲŽŽåľăčđ ąŸńáľńŸľđ ľńđď ĲąńâćĲľđ α. ĆăŸ æćĲł ńăł ğĺęľĲŽŽåľăčĲł ąŸńŸľńáľĲăł Q_l ąŸă Q_l′ ľĲ čăŸ ĲąńâćĲľđ α, ŽĺáŋęňčĲ Q_l^α−→ Q_l′ Ÿď l < l^′, ŻđćŸŻã Q_l^α−→ Q_l′ Ÿď đ ąŸńáľńŸľđ Q_l ğĺęđŽĲåńŸă ńđł Q_l′ ľńđď ĲąńâćĲľđ α. ĆăŸ ąá§Ĳ ğĺęľĲŽŽåľăčđ ąŸńáľńŸľđ Q ľĲ čăŸ áğĲăĺđ ĲąńâćĲľđ α, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ^{−→}Q ńđď Ÿčâľàł ĲğæčĲďđ ąŸńáľńŸľđ ńđł Q ľńđď ĲąńâćĲľđ α ąŸă čĲ^{←−}Q ńđď Ÿčâľàł ğĺęđŽęçčĲďđ ąŸńáľńŸľđ ńđł Q ľńđď ĲąńâćĲľđ α.

Ďŋæľęď ŻĲď ĲåďŸă ŻňďŸńæď ďŸ áććŸěęňď ęçńĲ ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł, ęçńĲ ęă ąŸńŸľńáľĲăł ńàď ľňďæŻàď Ÿŋæńęň ğĺęľĲŽŽăľńĲå čăŸ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ D_Q = S ľĲ čăŸ ĲąńâćĲľđ α, æğęńĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ŸďŸŋĲĺæčŸľńĲ ľĲ čăŸ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ Q, §Ÿ ĲďďęęçčĲ æńă đ Q ĲåďŸă đ ğĺéńđ ŻňďŸńã ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ ğęň čğęĺĲå ďŸ ğĺęľĲŽŽăľńĲå ľńđď α.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ âďŸ ľçďęćę ęĺăľčéď ğęň ĲåďŸă őĺãľăčęă ŸĺŽæńĲĺŸ. ĆăŸ ąá§Ĳ ĲąńâćĲľđ α, ąŸă ŽăŸ æćęňł ńęňł ŻĲåąńĲł l_1 ąŸă l_2, 0 ≤ l_1 < l_2 < ∞, ęĺåİęňčĲ ńę ľçďęćę S |_α (Q_{l1}, Q_{l2}] ⊆ S ďŸ ĲåďŸă S |_α (Q_{l1} , Q_{l2}] = {i_l | l_1 < l ≤ l_2 ąŸă i_l ∈ A_{Ql1} }. ŃăćéďńŸł čđ Ÿňľńđĺá, ńę ľçďęćę

S |α (Ql_1, Ql_2] ğĲĺăâőĲă ŻĲåąńĲł Ÿğæ æćĲł ńăł ľňďæŻęňł ğęň ĲåďŸă ĲďĲĺŽâł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Ql_1 ąŸă

ğęň Ÿąęćęň§ęçď ńđď Q_{l1} ľńđď α Ÿććá æőă ńđď Q_{l2} . ĆăŸ ąá§Ĳ ĲąńâćĲľđ α ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ l_1 čĲ 0 ≤ l_1 < ∞, ęĺåİęňčĲ ńę ľçďęćę S |_α (Q_{l1}, ∞] ⊆ S ďŸ ĲåďŸă S |_α (Q_{l1}, ∞] = {i_l | l_1 < l ąŸă i_l ∈

AQ_{l1} }. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ńę ľçďęćę S |α (Ql_1, ∞] ğĲĺăâőĲă ŻĲåąńĲł Ÿğæ æćĲł ńăł ľňďæŻęňł ğęň

ĲåďŸă ĲďĲĺŽâł ľńđď ąŸńŸľńáľđ Q_{l1} ąŸă ğęň ŻĺęčęćęŽęçďńŸă ľĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ąŸńáľńŸľđ ğęň âğĲńŸă ńđł Q_{l1}. ŐĺåİęňčĲ Ĳğåľđł ńŸ ľçďęćŸ S |_α (Q_{l1}, Q_{l2}] | e ąŸă S |_α (Q_{l1}, ∞] | e čĲ ńęď ğĺęŋŸďã ŻăŸăľ§đńăąá ńĺæğę.

ĆăŸ ąá§Ĳ ĲąńâćĲľđ α ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q_l, đ Ĳćáőăľńđ ŻĺęčęćæŽđľđ ŽăŸ ńđď Q_l ľńđď α, đ ęğęåŸ ľňčŹęćåİĲńŸă ^l, ĲåďŸă ę čăąĺæńĲĺęł ŻňďŸńæł ŸąâĺŸăęł l^′ ≥ l ńâńęăęł éľńĲ

S |α (Ql, Ql′] = AQ_l Ÿď S |α (Ql, ∞] = AQ_l , ã ĲåďŸă ∞ Ÿď ŻĲď ňğáĺőĲă ńâńęăęł ŸąâĺŸăęł. ČăŸă-

ľ§đńăąá, đ Ĳćáőăľńđ ŻĺęčęćæŽđľđ ŽăŸ ńđď Q_l ľńđď α ĲåďŸă ę ŻĲåąńđł ńđł ğĺéńđł ğĺęľĲŽŽåľăčđł ąŸńáľńŸľđł ğęň Ÿąęćęň§Ĳå ńđď Q_l, čâőĺă ńđď ęğęåŸ æćĲł ęă ĲďĲĺŽâł ľçďęŻęă ľńđď Q_l âőęňď ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ńęňćáőăľńęď čåŸ ŋęĺá ã ăľęçńŸă čĲ áğĲăĺę Ÿď ŻĲď ňğáĺőĲă ńâńęăŸ ąŸńáľńŸľđ. ŐĺåİęňčĲ ńę ^l | e čĲ ńęď ğĺęŋŸďã ŻăŸăľ§đńăąá ńĺæğę.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 96

ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ α^{(l)} = i_{l+1}, Q_{l+1}, . . ., i^_l, Q^_l. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ľńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň ^l = ∞, ńę α^{(l)} ĲåďŸă ńę ğĺæľŋňčŸ ńđł Ÿąęćęň§åŸł α ğęň âğĲńŸă ńđł Q_l. Ľá§Ĳ ĲąńâćĲľđ α čğęĺĲå ďŸ ŽĺŸŋĲå àł α = Q_0, α^{(l1)}, α^{(l2)}, . . ., æğęň đ Ÿąęćęň§åŸ l_1, l_2, . . . ęĺåİĲńŸă ĲğŸŽàŽăąá àł Ĳěãł. ĆăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł âőęňčĲ l_1 = ^0. Ăł ňğę§âľęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă ŽăŸ ąá§Ĳ r ≥ 2, âőęňčĲ ęĺåľĲă ńŸ l_1, . . ., l_{r−1}. ĆăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ, ęĺåİęňčĲ ńę l_r = ^l_{r−1}. Ľá§Ĳ âďŸ Ÿğæ ńŸ čâĺđ ĲąńâćĲľđł α^{(lr)}, r ≥ 1, ęďęčáİĲńŸă ŋáľđ ĲąńâćĲľđł ľńđď α. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ľńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň đ α ĲåďŸă áğĲăĺđ, ę Ÿĺă§čæł ńàď ŋáľĲàď ĲąńâćĲľđł ľńđď α čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ğĲğĲĺŸľčâďęł Ÿď (ąŸă čæďę Ÿď) ňğáĺőĲă ąáğęăęł ŻĲåąńđł r_0 ≥ 0 ńâńęăęł éľńĲ l_{r0} = ∞.

ëďŸ ąćáľčŸ ĲąńâćĲľđł ńęň Alg ğáďà ľĲ âďŸ Żåąńňę G čĲ ľçďęćę ľňďæŻàď S ĲåďŸă čăŸ ğĲğĲĺŸľčâďđ ňğęŸąęćęň§åŸ α^′ = Q_{i0} , i_1, Q_{i0+1}, . . ., i_l, Q_{i0+l} ąáğęăŸł ĲąńâćĲľđł α ńęň Alg ğáďà ľńę G čĲ ľçďęćę ľňďæŻàď S. ŁâčĲ æńă âďŸł ŻĲåąńđł ľňďæŻęň i ĲčŋŸďåİĲńŸă ľĲ âďŸ ąćáľčŸ ĲąńâćĲľđł α^′, Ÿď i = i_r ŽăŸ ąáğęăę ŸąâĺŸăę r ńâńęăę éľńĲ 1 ≤ r ≤ l.

3.8 ŔęćňğćęąæńđńŸ

ČăŸăľ§đńăąá, čăŸ ğĺáěđ \ĲąńĲćĲåńŸă" ľĲ čăŸ ĲąńâćĲľđ α ąá§Ĳ ŋęĺá ğęň ăľőçĲă æńă r_{Ql} ≠ r_{Ql−1}^1, æğęň l ≥ 1 ĲåďŸă âďŸł ŸąâĺŸăęł. Ăňńæ ľđčŸåďĲă æńă čăŸ ğĺáěđ ĲąńĲćĲåńŸă ąá§Ĳ ŋęĺá ğęň ŽåďęďńŸă ŸććŸŽâł ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď.

Ťňľăąá, ĲďŻăŸŋĲĺæčŸľńĲ ŽăŸ ńę čăąĺæńĲĺę ŻňďŸńæ ğĺæ§ĲčŸ (Ÿď ňğáĺőĲă ąáğęăę) čăŸł ĲąńâćĲľđł ğęň ğĺęľĲŽŽåİĲă čăŸ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ. Ďğęčâďàł, ęĺåİęňčĲ ńęď Ÿĺă§čæ ńàď ğĺáěĲàď ľĲ čăŸ ĲąńâćĲľđ α ďŸ ĲåďŸă ę Ÿĺă§čæł ńàď ŸąĲĺŸåàď l ≥ 1 ńâńęăęă éľńĲ r_{Ql} ≠ r_{Ql−1} ąŸă ąŸčăá Ÿğæ ńăł ąŸńŸľńáľĲăł Q_0, . . ., Q_{l−1} ŻĲď ĲåďŸă ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ.

Ę ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńęň Alg ğáďà ľĲ âďŸ Żåąńňę G čĲ ľçďęćę ľňďæŻàď S ęĺåİĲńŸă ďŸ ĲåďŸă ę čâŽăľńęł, ğáďà ľĲ æćĲł ńăł ĲąńĲćâľĲăł ńęň Alg ľńę Żåąńňę G čĲ ľçďęćę ľňďæŻàď S, ńàď Ÿĺă§čéď ńàď ğĺáěĲàď ğęň ğĺŸŽčŸńęğęăęçďńŸă ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńđł ĲąńâćĲľđł. Ę ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńęň Alg ęĺåİĲńŸă ďŸ ĲåďŸă ę čâŽăľńęł, ğáďà ľĲ æćŸ ńŸ İĲçŽđ Ĳďæł Żăąńçęň G ąŸă Ĳďæł ľňďæćęň ľňďæŻàď S ğáďà ľńę G, ńđł ğęćňğćęąæńđńŸł ńęň Alg ğáďà ľńę G čĲ ľçďęćę

1Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ĲąńâćĲľđł, Ÿňńæ ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ ľçďęŻęł Si_l ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď ąŸńáľńŸľđ Ql−1.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3. ŃŐŇŠĎŁŐ 97

ľňďæŻàď S.

ĎěĲńáİęňčĲ ńâćęł ńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň ę ŻĺęčęćęŽđńãł Sched ĲåďŸă ğă§Ÿďęńăąæł. ŠæńĲ, ę Ÿĺă§čæł ńàď ğĺáěĲàď ľĲ ąá§Ĳ ĲąńâćĲľđ ńęň Alg ľńę Żåąńňę G čĲ ľçďęćę ľňďæŻàď S ĲåďŸă čăŸ ńňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã, ğęň ąŸ§ęĺåİĲńŸă Ÿğæ ńęď Sched, ęďęčáİĲńŸă ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńęň Alg ľńę Żåąńňę G čĲ ľçďęćę ľňďæŻàď S ąŸă ľňčŹęćåİĲńŸă UAlg(⟨G, S⟩). Ę ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńęň Alg, ľňčŹęćåİĲńŸă čĲ UAlg ąŸă ęĺåİĲńŸă čĲ ńęď ğĺęŋŸďã ŻăŸăľ§đńăąá ńĺæğę. ŚĲ ĲğæčĲďŸ ąĲŋáćŸăŸ §Ÿ čĲćĲńãľęňčĲ Ĳğåľđł ńđď ąŸńŸďęčã ğă§Ÿďęńãńàď ńęň UAlg.

ĽĲŋáćŸăę 4

ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł

ŚĲ Ÿňńæ ńę ąĲŋáćŸăę őĺđľăčęğęăęçčĲ ńđď âďďęăŸ ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ŽăŸ ďŸ ęĺåľęňčĲ ąŸă ďŸ čĲćĲńãľęňčĲ ńăł Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł, ńăł Ÿąčâł Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ąŸă ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł ľňčŋæĺđľđł. Ďğåľđł, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ĲďŻăŸŋâĺęňľĲł ăŻăæńđńĲł ŽăŸ ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł ľňčŋæĺđľđł.

4.1 Ăąčâł Śňčŋæĺđľđł ąŸă Ăąčâł Ďćáőăľńęň ĹľęčĲĺăŻåęň

ĆăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q, čăŸ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď Q [40] ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã e ∈ E ńâńęăŸ éľńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S ∈ A_Q | e,

MFS_Q(S) = FS_Q(e) .

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ ĲďĲĺŽã ľçďęŻę ğęň őĺđľăčęğęăĲå ńđď e, đ Ÿąčã e ĲåďŸă ĲąĲåďđ čĲńŸěç æćàď ńàď Ÿąčéď ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę ğáďà ľńđď ęğęåŸ đ ľçďęŻęł ćŸčŹáďĲă ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 4.1 ĞĲàĺęçčĲ ńę Ÿğćæ Żåąńňę ńęň ŚőãčŸńęł 3-1 ąŸă âľńà čăŸ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ allot_Q(e_1) = allot_Q(e_2) = 0, Ĳďé æćęă ęă ľçďęŻęă ĲåďŸă ĲďĲĺŽęå ľńđď Q. ŔĺęŋŸďéł,

FS_Q(e_1) = cap(e_1) |AQ | e_1|

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 4. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 99 = 126 3 = 42 .

Ďğăğćâęď,

FS_Q(e_2) = cap(e_2) |AQ | e_2| = 100 2 = 50 .

Ďŋæľęď đ ľçďęŻęł S_3 őĺđľăčęğęăĲå ąŸă ńăł Żçę Ÿąčâł e_1 ąŸă e_2, ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł ľňďæŻęň S_3 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă MFS_Q(S_3) = min{42, 50} = 42. Ďŋæľęď ęă ľçďęŻęă S_1 ąŸă S_2 őĺđľăčęğęăęçď čæďę ńđď Ÿąčã e_1, ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ńęňł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă MFS_Q(S_1) = MFS_Q(S_2) = FS_Q(e_1) = 42. Ďğęčâďàł, đ Ÿąčã e_1 ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ăďńå§ĲńŸ, đ Ÿąčã e_2 ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, Ÿŋęç FS_Q(e_2) = 50, Ĳďé đ Ÿąčã e_2 őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S_3 ŽăŸ ńđď ęğęåŸ MFS_Q(S_3) = 42.

Śńđ ľňďâőĲăŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ńŸ ăľęčĲĺåŻăŸ ęğęăàďŻãğęńĲ Ÿąčéď ľňčŋæĺđľđł ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ čăŸ ąęăďã ľçďęŻę ĲåďŸă åľŸ.

ŁãččŸ 4.1 ëľńà æńă ęă Ÿąčâł e ąŸă e^′ ĲåďŸă Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ąáğęăŸ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ A_Q | e ∩ A_Q | e^′ ≠ ∅. ŠæńĲ, FS_Q(e) = FS_Q(e^′).

ĂğæŻĲăěđ: ëľńà æńă S ∈ A_Q | e ∩ A_Q | e^′ ĲåďŸă čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻęł. Ďŋæľęď ęă Ÿąčâł

e ąŸă e^′ ĲåďŸă Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ăľőçĲă æńă MFS_Q(S) = FS_Q(e) ąŸă MFS_Q(S) = FS_Q(e^′). ŚňďĲğéł, FS_Q(e) = FS_Q(e^′), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĆăŸ ąá§Ĳ ľçčğćĲŽčŸ ľňďæŻàď S_j, ńę ľçďęćę ńàď Ÿąčéď čĲ Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ŽăŸ ńę ľçčğćĲŽčŸ S_j ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ęĺåİĲńŸă ďŸ ĲåďŸă

MFSE_Q(S_j) = {e ∈ AE_Q(S_j) | FS_Q(e) ≤ FS_Q(e^′) ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e^′ ∈ AE_Q(S_j)} .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 4. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 100

Ő ĲğæčĲďęł Ÿğćæł ăľőňĺăľčæł ĲåďŸă čăŸ áčĲľđ ľňďâğĲăŸ ńàď ęĺăľčéď ńàď Ÿąčéď ľňčŋæĺđľđł ąŸă ńàď Ÿąčéď Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ŽăŸ ąáğęăę ľňŽąĲąĺăččâďę ľçčğćĲŽčŸ ľňďæŻàď.

ŁãččŸ 4.2 ĆăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă ąá§Ĳ ľçčğćĲŽčŸ ľňďæŻàď S_j, âľńà e ∈ MFSE_Q(S_j) čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã. ŠæńĲ, đ e ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĂğæŻĲăěđ: ëľńà S ∈ A_Q | e čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻęł. Ăŋęç e ∈ MFSE_Q(S_j), ŽăŸ ąá§Ĳ

e^′ ∈ AE_Q(S_j) ăľőçĲă æńă FS_Q(e) ≤ FS_Q(e^′). Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ Ĳğęčâďàł, ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e^′ ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S ăľőçĲă æńă FS_Q(e) ≤ FS_Q(e^′), âńľă éľńĲ FS_Q(e) ≤ min_e′_{∈S} FS_Q(e^′). Ăŋęç đ ľçďęŻęł S őĺđľăčęğęăĲå ńđď e âőęňčĲ æńă FS_Q(e) ≥ min_e′_{∈S} FS_Q(e^′). ŚňďĲğáŽĲńŸă æńă FS_Q(e) = min_e′_{∈S} FS_Q(e^′). Ďŋæľęď đ S âőĲă ĲğăćĲŽĲå Ÿň§ŸåĺĲńŸ, Ÿňńæ ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Šę ľçďęćę ńàď Ÿąčéď čĲ Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ńę ęğęåę ľňčŹęćåİĲńŸă MFSE_Q, ęĺåİĲńŸă ďŸ ĲåďŸă

MFSE_Q = ⋃ 1≤j≤c MFSE_Q(S_j) .

ŚňďĲğéł, čăŸ Ÿąčã e ŸďãąĲă ľńę ľçďęćę ńàď Ÿąčéď čĲ Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę Ÿď ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã čĲ Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ŽăŸ ąáğęăę ľçčğćĲŽčŸ ľňďŻâľĲàď.

4.2 ĂğĲďĲĺŽęğęăđńâł Śňčŋæĺđľđł

ĞĲàĺãľńĲ âďŸď ęğęăęďŻãğęńĲ ŸğĲďĲĺŽęğęăđńã Term ąŸă âľńà æńă S ĲåďŸă čăŸ ľçďęŻęł ńâńęăŸ éľńĲ S ∈ Term(⟨G, S⟩, Q), ŽăŸ ąáğęăŸ ąŸńáľńŸľđ Q. Ę ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ľâŹĲńŸă ńđ ľňď§ãąđ ľňčŋæĺđľđł Ÿď ňğáĺőĲă čăŸ Ÿąčã e ∈ S ńâńęăŸ éľńĲ (1) đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď Q, ąŸă

(2) r_Q(S) = FS_Q(e).

ëďŸł ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł Term ęďęčáİĲńŸă ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł ľňčŋæĺđľđł [40] Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S ńâńęăŸ éľńĲ S ∈ Term(⟨G, S⟩, Q), đ ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł S

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 4. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 101

ľâŹĲńŸă ńđ ľňď§ãąđ ľňčŋæĺđľđł. Ăď čăŸ ńâńęăŸ Ÿąčã e ňğáĺőĲă ŽăŸ ąáğęăŸ ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă Ÿď âďŸł ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł ľňčŋæĺđľđł Term ŸğęŋŸľåľĲă ďŸ ŸğĲďĲĺŽęğęăãľĲă čăŸ ľçďęŻę S ğęň ńđď őĺđľăčęğęăĲå, ćâčĲ æńă đ Ÿąčã e ğĺęąáćĲľĲ ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. ëďŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ŸğĲďĲĺŽęğęăđńã ľňčŋæĺđľđł ĲåďŸă ę ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł GlobalMinTerm, ğęň ęĺåľńđąĲ Ÿğæ ńęňł Afek et al. [1, ĎďæńđńŸ 4], ę ęğęåęł ŸğĲďĲĺŽęğęăĲå čăŸ ĲďĲĺŽã ľňďæŻę æńŸď ę ĺň§čæł čĲńáŻęľãł ńđł ĲåďŸă ę Ĳćáőăľńęł čĲńŸěç æćàď ńàď ľňďæŻàď ńęň Żăąńçęň ąŸă ŻĲď čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå ğĲĺăľľæńĲĺę. ŔŸĺæńă ę ęĺăľčæł ńęň ŸğĲďĲĺŽęğęăđńã GlobalMinTerm ĲåďŸă ĲčŋŸďéł ŻăŸŋęĺĲńăąæł Ÿğæ ńęď ąćŸľăąæ ęĺăľčæ Ĳďæł ŸğĲďĲĺŽęğęăđńã ľňčŋæĺđľđł, ęă Afek et al. [1, ŔĺæńŸľđ 4.1] ŸğâŻĲăěŸď æńă ę GlobalMinTerm ĲåďŸă ğĺáŽčŸńă ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł ľňčŋæĺđľđł.

4.3 ĹŻăæńđńĲł

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ, ľňďęŕåİęňčĲ ŹŸľăąâł ăŻăæńđńĲł ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł. Ę ğĺéńđ ăŻăæńđńŸ ŸğęŻĲăąďçĲă æńă ńę ăľęčĲĺåŻăę ąá§Ĳ Ÿąčãł ŸňěáďĲă ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ĲąńâćĲľđł Ĳďæł ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł. Śńđ ľňďâőĲăŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ăŻăæńđńĲł ľńŸ§ĲĺæńđńŸł ńàď Ÿąčéď ľňčŋæĺđľđł ąŸă ńàď Ÿąčéď Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň. Šâćęł, ĲğăąĲďńĺéďęňčĲ ńđď ğĺęľęőã čŸł ľĲ ăŻăæńđńĲł ńĲĺčŸńăľčęç ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł.

4.3.1 ĹŻăæńđńŸ ĂçěęňľŸł ŃęďęńęďåŸł ńęň ĹľęčĲĺăŻåęň Őă Afek, Mansour ąŸă Ostfeld [1] ŸğâŻĲăěŸď æńă ńę ăľęčĲĺåŻăę čăŸł Ÿąčãł ŻĲ čĲăéďĲńŸă Ĳďæľà ňğáĺőęňď ĲďĲĺŽâł ľçďęŻęă ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã, ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ĲąńâćĲľđł Ĳďæł ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł. ĎğŸďŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńęď ăľőňĺăľčæ Ÿňńæď ľńđ ľňďâőĲăŸ. ŔĺæńŸľđ 4.1 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă âďŸł ŸćŽæĺă§čęł ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§- čęç čĲńáŻęľđł. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ 1, âľńà æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S ∈ A_{Ql−1} \ A_{Ql} đ ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńęň S ľâŹĲńŸă ńđ ľňď§ãąđ ľňčŋæĺđľđł. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ AE_{Ql} ăľőçĲă æńă

FS_{Ql} (e) ≥ FS_{Ql−1} (e) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 4. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 102

ĂğæŻĲăěđ: ëľńà æńă e ∈ AE_{Ql} ĲåďŸă čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã. ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ńđď čâ§ęŻę ńđł ŸğŸŽàŽãł ľĲ áńęğę ŽăŸ ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ ńęď ăľőňĺăľčæ. Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă FS_{Ql} (e) < FS_{Ql−1} (e). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ăľęčĲĺăŻåęň âőęňčĲ æńă FS_{Ql} (e) = cap(e) − allot_{Ql} (e) |AQ_l | e| . Ăğæ ńęď Ĺľőňĺăľčæ 3.1 ăľőçĲă æńă

allot_{Ql}(e) = allot_{Ql−1} (e) + ∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e r_{Ql−1} (S_i) .

ŔĺęŋŸďéł, Ÿď (A_{Ql−1} \ A_{Ql} ) | e = ∅, ńæńĲ FS_{Ql} (e) = FS_{Ql−1} (e), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă. Ăł ňğę§âľęňčĲ ńéĺŸ æńă (A_{Ql−1} \ A_{Ql} ) | e ≠ ∅. Ăğæ ňğæ§Ĳľđ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ i ∈ (A_{Ql−1} \

AQ_l ) | e, đ ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńęň Si ľâŹĲńŸă ńđ ľňď§ãąđ ľňčŋæĺđľđł. ŚňďĲğéł, ňğáĺőĲă čăŸ Ÿąčã

ľňčŋæĺđľđł e^′ ∈ S_i ńâńęăŸ éľńĲ r_{Ql−1} (S_i) = FS_{Ql−1} (e^′). Ďŋæľęď đ e^′ ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ąŸă e ∈ S_i, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł Ÿąčãł ľňčŋæĺđľđł âőęňčĲ æńă FS_{Ql−1} (e^′) ≤ FS_{Ql−1} (e). êĺŸ, r_{Ql−1} (S_i) ≤ FS_{Ql−1} (e). ŚňďĲğáŽĲńŸă æńă

allot_{Ql} (e) ≤ allot_{Ql−1} (e) + ∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e FS_{Ql−1} (e)

= allot_{Ql−1} (e) + |(A_{Ql−1} \ A_{Ql} ) | e| · FS_{Ql−1} (e) ,

âńľă éľńĲ,

FS_{Ql} (e) ≥ cap(e) − allot_{Ql−1} (e) − |(A_{Ql−1} \ A_{Ql} ) | e| · FS_{Ql−1} (e) |AQ_l | e| = FS_{Ql−1} (e) · |A_{Ql−1} | e| − |(A_{Ql−1} \ A_{Ql} ) | e| · FS_{Ql−1} (e) |AQ_l | e| = FS_{Ql−1} (e) · (|A_{Ql−1} | e| − |(A_{Ql−1} \ A_{Ql} ) | e|) |AQ_l | e| = FS_{Ql−1} (e) · |A_{Ql} | e| |AQ_l | e|

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 4. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 103

= FS_{Ql−1} (e) .

êńęğę.

Ę ŔĺæńŸľđ 4.1 áčĲľŸ ňğęŻđćéďĲă:

ŔæĺăľčŸ 4.1 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ 1 ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ AE_{Ql} ăľőçĲă æńă

FS_{Ql} (e) ≥ FS_{Ql−1} (e) .

4.3.2 ĹŻăæńđńŸ ŚńŸ§ĲĺæńđńŸł ńàď Ăąčéď Śňčŋæĺđľđł ĎďăľőçęňčĲ ńę ŔæĺăľčŸ 4.1 ŽăŸ ńđď ĲăŻăąã ğĲĺåğńàľđ Ÿąčéď ľňčŋæĺđľđł. ŔŸĺęňľăáİęňčĲ čăŸ ľňććęŽã ăŻăęńãńàď ľńŸ§ĲĺæńđńŸł ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńđł ĲąńâćĲľđł Ĳďæł ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ńę ăľęčĲĺåŻăę čăŸł Ÿąčãł ľňčŋæĺđľđł ğŸĺŸčâďĲă ľńŸ§Ĳĺæ æľę đ Ÿąčã ğŸĺŸčâďĲă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł, ąŸ§éł Ĳğåľđł ąŸă æńă đ Ÿąčã ğŸĺŸčâďĲă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł æľę ĲåďŸă ĲďĲĺŽã. Šâćęł, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ę ńĲćăąæł ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň ŻăŸńĺâőęňď čăŸ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ĲåďŸă åľęł čĲ ńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł Ÿąčãł.

ŔĺæńŸľđ 4.2 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l_0 ≥ 0, âľńà æńă e ∈ E ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} . ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ l_0 ńâńęăę éľńĲ e ∈ AE_{Ql} , ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ: (1) FS_{Ql} (e) = FS_{Ql0} (e), (2) đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l, ąŸă (3) ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql+1} ) | e, r_{Ql} (S_i) = FS_{Ql0} (e).

ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ĲğŸŽàŽã ľńę l. ĆăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł. æğęň l = l_0, đ ľňď§ãąđ (1) ăľőçĲă ńĲńĺăččâďŸ, đ (2) ăľőçĲă Ÿğæ ňğæ§Ĳľđ, ąŸă đ (3) ăľőçĲă Ĳě ęĺăľčęç ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 4. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 104

Ăł ňğę§âľęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ l_0, ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l^′ ńâńęăę éľńĲ l_0 ≤ l^′ < l: (1) FS_{Ql′} (e) = FS_{Ql0} (e), (2) đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l′ , ąŸă (3) ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql′+1} ) | e, r_{Ql′} (S_i) = FS_{Ql0} (e). ĆăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă: (1) FS_{Ql} (e) = FS_{Ql0} (e), (2) đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l, ąŸă (3) ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql+1} ) | e, r_{Ql} (S_i) = FS_{Ql0} (e). ŊĲąăďáčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (1). ŔĺęŋŸďéł,

FS_{Ql}(e) = cap(e) − allot_{Ql} (e) |AQ_l | e| = cap(e) − allot_{Ql−1} (e) − ∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e rQl−1 (Si) |AQ_l | e| (ćæŽà Ĺľőňĺăľčęç 3.1) =^{|AQl−1 |} e| FS_{Ql−1} (e) − ∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e rQl−1 (Si) |AQ_l | e| . ëľńà æńă i ∈ (A_{Ql−1} \ A_{Ql} ) | e ĲåďŸă âďŸł ęğęăęľŻãğęńĲ ŻĲåąńđł ľňďæŻęň. Ďŋæľęď A_{Ql−1} ⊆

AQ_{l0} , ăľőçĲă æńă i ∈ (AQ_{l0} \ AQ_l ) | e, âńľă éľńĲ Ÿğæ ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (ľňď§ãąđ (3)) âőęňčĲ r_{Ql−1} (S_i) = FS_{Ql0} (e). ŚňďĲğáŽĲńŸă æńă

FS_{Ql} (e) = |AQ_{l−1} | e| FS Q_{l−1} (e) − ∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e FS Ql_0 (e) |AQ_l | e| =^{|AQl−1 |} e| FS_{Ql0} (e) − ∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e FS Ql_0 (e) |AQ_l | e| (Ÿğæ ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (ľňď§ãąđ (1))) =^{|AQl−1 |} e| FS_{Ql0} (e) − |(A_{Ql−1} \ A_{Ql} ) | e| FS_{Ql0} (e) |AQ_l | e|

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 4. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 105 = (|A_{Ql−1} | e| − |(A_{Ql−1} \ A_{Ql} ) | e|) FS_{Ql0} (e) |AQ_l | e| =^{|AQl |} e| FS_{Ql0} (e) |AQ_l | e| = FS_{Ql0} (e) ,

ńę ęğęåę ľňčğćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł (1).

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (2). ëľńà æńă i ∈ A_{Ql} | e ĲåďŸă âďŸł ęğęăęľ- ŻãğęńĲ ŻĲåąńđł ľňďæŻęň. ŔĺęŋŸďéł, i ∈ A_{Ql0} | e. Ďŋæľęď đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď Q_{l0} âőęňčĲ FS_{Ql0} (e) = MFS_{Ql0} (S_i) = min_e′_{∈Si} FS_{Ql0} (e^′). ĞĲàĺęçčĲ ęğęăŸ- ŻãğęńĲ Ÿąčã e^′ ∈ S_i. Ăŋęç S_i ∈ A_{Ql} | e ľňďĲğáŽĲńŸă æńă e^′ ∈ AE_{Ql} . Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńę ŔæĺăľčŸ 4.1 §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ĲåďŸă FS_{Ql} (e^′) ≥ FS_{Ql0} (e^′), âńľă éľńĲ min_e′_{∈Si} FS_{Ql} (e^′) ≥ min_e′_{∈Si} FS_{Ql0} (e^′). Ďğęčâďàł, min_e′_{∈Si} FS_{Ql} (e^′) ≥ FS_{Ql0} (e). ŁæŽà ńđł ľňď§ãąđł (1) Ÿňńæ ňğęŻđćéďĲă æńă min_e′_{∈Si} FS_{Ql} (e^′) ≥ FS_{Ql} (e). Ďŋæľęď e ∈ S_i âőęňčĲ min_e′_{∈Si} FS_{Ql} (e^′) ≤ FS_{Ql} (e). ŚňďĲğéł ăľőçĲă æńă FS_{Ql} (e) = min_e′_{∈Si} FS_{Ql}(e^′). ĎğĲăŻã ę ŻĲåąńđł i âőĲă ĲğăćĲŽĲå Ÿň§ŸåĺĲńŸ, Ÿňńæ ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l, ńę ęğęåę ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň (2).

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ńâćęł ńđ ľňď§ãąđ (3). ëľńà æńă i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql+1} ) | e ĲåďŸă âďŸł ęğęăęľ- ŻãğęńĲ ŻĲåąńđł ľňďæŻęň. Ďŋæľęď i ∉ A_{Ql+1} , ňğáĺőĲă ąáğęăęł ŸąâĺŸăęł l^′ čĲ l_0 < l^′ ≤ l, ńâńęăęł éľńĲ i ∈ Term(Q_l′ ). Ăŋęç ę Term ĲåďŸă ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł ľňčŋæĺđľđł, ňğáĺőĲă ąáğęăŸ Ÿąčã e^′ ∈ S_i, ŽăŸ ńđď ęğęåŸ ăľőçęňď ńŸ Ĳěãł: (i) đ Ÿąčã e^′ ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l′ , ąŸă (ii) r_{Ql′} (S_i) = FS_{Ql′} (e^′).

ĹľőçĲă æńă ĲåńĲ l_0 < l^′ < l ã l^′ = l. Ďğęčâďàł, ĲåńĲ Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (ľňď§ãąđ (2)) ã Ÿğæ ńę (2) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď Q_l′ ľĲ ąá§Ĳ ğĲĺåğńàľđ. Ăňńæ ąŸă đ ľňď§ãąđ (i) ňğęŻđćéďęňď, ćæŽà ńęň ŁãččŸńęł 4.1, æńă FS_{Ql′} (e) = FS_{Ql′} (e^′). Ăğæ Ÿňńæ ąŸă ńđ ľňď§ãąđ (ii) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

r_{Ql′} (S_i) = FS_{Ql′} (e) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 4. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 106

Ďŋæľęď l ≥ l^′ ąŸă i ∈ Term(Q_l′) âőęňčĲ

r_{Ql} (S_i) = r_{Ql′} (S_i) .

ĹľőçĲă æńă ĲåńĲ l_0 < l^′ < l ã l^′ = l. Ďğęčâďàł, ĲåńĲ Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (ľňď§ãąđ (1)) ã Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (1) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

FS_{Ql′} (e) = FS_{Ql0} (e) .

êĺŸ,

r_{Ql} (S_i) = FS_{Ql0} (e) ,

ńę ęğęåę ľňčğćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň (3).

4.3.3 ĹŻăæńđńŸ ŚńŸ§ĲĺæńđńŸł ńàď Ăąčéď Ďćáőăľńęň ĹľęčĲĺăŻåęň ĂğęŻĲăąďçęňčĲ čăŸ Ÿğćã ăŻăæńđńŸ ľńŸ§ĲĺæńđńŸł ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã čĲ Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ľĲ ęğęăę- ŻãğęńĲ ľçčğćĲŽčŸ ľňďæŻàď. ŃăćéďńŸł čđ Ÿňľńđĺá, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ Ÿąčã ĲěŸąęćęň§Ĳå ďŸ ĲåďŸă Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ľńę ľçčğćĲŽčŸ, æľę ĲåďŸă ĲďĲĺŽã.

ŔĺæńŸľđ 4.3 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l_0 ≥ 0, §ĲàĺęçčĲ čăŸ Ÿąčã e ∈ MFSE_{Ql0} (S_j) ŽăŸ ąáğęăę ĲďĲĺŽæ ľçčğćĲŽčŸ S_j ľńđď Q_{l0}. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ l_0 ńâńęăę éľńĲ e ∈ AE_{Ql} ăľőçĲă æńă e ∈ MFSE_{Ql} (S_j).

ĂğæŻĲăěđ: ëľńà æńă e^′ ∈ AE_{Ql} (S_j) ĲåďŸă čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã. ŔĺęŋŸďéł, e^′ ∈ AE_{Ql0} (S_j). Ďŋæľęď e ∈ MFSE_{Ql}(S_j) âőęňčĲ FS_{Ql0} (e) ≤ FS_{Ql0} (e^′). Ăğæ ńę ŁãččŸ 4.2, đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď Q_{l0}. Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 4.2 (2) ğĺęąçğńĲă æńă FS_{Ql′} (e) = FS_{Ql0} (e). Šę ŔæĺăľčŸ 4.1 ňğęŻđćéďĲă æńă FS_{Ql0} (e^′) ≤ FS_{Ql′} (e^′). êĺŸ, FS_{Ql′} (e) ≤ FS_{Ql′} (e^′). Ďŋæľęď đ Ÿąčã e^′ âőĲă ĲğăćĲŽĲå Ÿň§ŸåĺĲńŸ, âőęňčĲ æńă e ∈ MFSE_{Ql′} (S_j), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 4. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 107

4.3.4 ĹŻăæńđńĲł ŠĲĺčŸńăľčęç ńàď ĂćŽęĺå§čàď Śňčŋæĺđľđł ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ ğŸĺęňľăáİęňčĲ ăŻăæńđńĲł ńĲĺčŸńăľčęç ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł. Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ęă ŸćŽæĺă§čęă ľňčŋæĺđľđł ĲåďŸă ŻåąŸăęă ąŸă áĺŸ ńę ŻăáďňľčŸ ĲěæŻęň ńęňł ĲåďŸă âďŸ ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

Ę Ÿąæćęň§đ ğĺæńŸľđ âőĲă ŸğęŻĲăő§Ĳå Ÿğæ ńęď Hayden [36] ąŸă ňğŸŽęĺĲçĲă æńă æńŸď âďŸł ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ńĲĺčŸńåİĲă, ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S ğęň ňğáĺőĲă ľńę Żåąńňę, ňğáĺőĲă čăŸ ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđď S. ĎğŸďŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńđď ğĺæńŸľđ ľńđ ľňďâőĲăŸ.

ŔĺæńŸľđ 4.4 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ğĺęľĲŽŽåľăčđ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ Q ńęň Alg, ňğáĺőĲă, ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S, čăŸ ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđď S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĂğæŻĲăěđ: ëľńà čăŸ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ Q ľĲ čăŸ ĲąńâćĲľđ α ńęň Alg ąŸă âľńà S čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻęł. Ďŋæľęď đ Q ĲåďŸă ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ ăľőçĲă æńă S ∈ D_Q. Ďğęčâďàł, ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} ľńđď ĲąńâćĲľđ α ńâńęăŸ éľńĲ Q_0^α−→ Q_{l0}^α−→ Q ąŸă S ∈ Term(⟨G, S⟩, Q_{l0}). ČđćŸŻã, đ ľçďęŻęł S ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} , âńľă éľńĲ S ∈ A_{Ql0} \ A_{Ql0+1} .

Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ňğáĺőĲă čăŸ Ÿąčã e ∈ E, ńđď ęğęåŸ őĺđľăčęğęăĲå đ S, ńâńęăŸ éľńĲ (i) đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0}, ąŸă (ii) r_{Ql0} (S) = FS_{Ql0} (e). ĞŸ ŻĲåěęňčĲ æńă đ Ÿąčã e ăąŸďęğęăĲå ńăł ľňď§ãąĲł (1) ąŸă (2) ńęň ęĺăľčęç čăŸł ąęĺĲľčâďđł Ÿąčãł čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. ŊĲąăďáčĲ ŸğęŻĲăąďçęďńŸł ńđ ľňď§ãąđ (1).

ŁãččŸ 4.3 ëľńà čăŸ ľçďęŻęł i ∈ sessions(e). ŠæńĲ, r_Q(S) ≥ r_Q(S_i).

ĂğæŻĲăěđ: ĎěĲńáİęňčĲ ńăł Ĳěãł Żçę ğĲĺăğńéľĲăł.

1. Şğę§âńęňčĲ ğĺéńŸ æńă i ∈ A_{Ql0} .

ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ Q_l ńđď ğăę ąęďńăďã ľńđď Q ąŸńáľńŸľđ ńđł α ľńđď ęğęåŸ A_{Ql} | e ≠ ∅. ŃăćéďńŸł čđ Ÿňľńđĺá, đ ąŸńáľńŸľđ Q_l ĲåďŸă đ ńĲćĲňńŸåŸ ąŸńáľńŸľđ ľńđď α ľńđď ęğęåŸ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 4. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 108

đ Ÿąčã e ĲåďŸă ŸąæčŸ ĲďĲĺŽã. ŔĺęŋŸďéł, Ĳŋæľęď đ ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă ńĲćăąã, âńľă éľńĲ AQ = ∅, ăľőçĲă æńă Q_l^α−→ Q.

ĎåďŸă ľŸŋâł æńă S ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql+1} ) | e ąŸă i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql+1} ) | e. Ďğęčâďàł, đ ŔĺæńŸľđ 4.2(3) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r_{Ql} (S) = FS_{Ql0} (e) ąŸă r_{Ql} (S_i) = FS_{Ql0} (e), âńľă éľńĲ r_{Ql} (S) = r_{Ql} (S_i).

Ďě ęĺăľčęç ńđł Q_l, ąŸčăá ŸććŸŽã ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď e ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ľňčŹĲå ľńăł ąŸńŸľńáľĲăł ğęň âğęďńŸă ńđł Q_l. Ďŋæľęď Q_l^α−→ Q, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r_Q(S) = r_Q(S_i), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

2. Ăł ňğę§âľęňčĲ ńéĺŸ æńă i ∉ A_{Ql0} .

ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ Q_l′ ńđď ąŸńáľńŸľđ ńđł α ľńđď ęğęåŸ i ∈ Term(⟨G, S⟩, Q_l′). ŔĺęŋŸďéł, Q_l′^α−→ Q_{l0} . Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ňğáĺőĲă čăŸ Ÿąčã e^′ ∈ S_i ńâńęăŸ éľńĲ (i) đ Ÿąčã e^′ ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l′ , ąŸă (ii) r_{Ql′} (S_i) = FS_{Ql′} (e^′).

Ďě ęĺăľčęç ńđł Ÿąčãł ľňčŋæĺđľđł, ĲåďŸă FS_{Ql′} (e^′) = MFS_{Ql′} (S_i). Ďŋæľęď đ ľçďęŻęł i őĺđľăčęğęăĲå ńđď e, âőęňčĲ

FS_{Ql′} (e^′) ≤ FS_{Ql′} (e) .

Ăŋęç S ∈ A_{Ql0} | e, đ Ÿąčã e ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} . ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńę ŔæĺăľčŸ 4.1 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

FS_{Ql′} (e) ≤ FS_{Ql0} (e) .

ĎğĲăŻã i ∈ Term(⟨G, S⟩, Q_l′) ąŸă Q_l′^α−→ Q ăľőçĲă æńă

r_Q(S_i) = r_{Ql′} (S_i) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 4. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 109

Ďğęčâďàł,

r_Q(S_i) ≤ FS_{Ql0} (e) .

Ďŋæľęď S ∈ Term(⟨G, S⟩, Q_{l0}) ąŸă Q_{l0}^α−→ Q ĲåďŸă:

r_Q(S) = r_{Ql0} (S) .

Ďğåľđł, ĲğĲăŻã r_{Ql0} (S) = FS_{Ql0} (e), ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

r_Q(S_i) ≤ r_Q(S) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (2). ŁãččŸ 4.4 Ę Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĂğæŻĲăěđ: ĞĲàĺęçčĲ ńđď ńĲćĲňńŸåŸ ąŸńáľńŸľđ Q_l ľńđď ĲąńâćĲľđ α ľńđď ęğęåŸ đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąæčđ ĲďĲĺŽã. Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 4.2(3), ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql+1} ) | e = A_{Ql0} ăľőçĲă æńă r_{Ql} (S_i) = FS_{Ql0} (e). êĺŸ, ńę ŁãččŸ 3.1(1) ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q_l. Ůľńæľę, Ĳě ęĺăľčęç ńđł Q_l, ŻĲď ŽåďęďńŸă ğĲĺŸăńâĺà ŸććŸŽâł ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď e ľĲ ąŸńŸľńáľĲăł ğęň âğęďńŸă ńđł Q_l. Ďŋæľęď âőęňčĲ æńă Q_l^α−→ Q, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e ĲěŸąęćęň§Ĳå ďŸ ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŠŸ ŁãččŸńŸ 4.3 ąŸă 4.4 ňğęŻđćéďęňď æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Őă ŔĺęńáľĲăł 4.4 ąŸă 3.1 ňğęŻđćéďęňď áčĲľŸ æńă ąá§Ĳ ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ĲåďŸă ŻåąŸăęł ąŸă Ĳğęčâďàł, ńę ŻăáďňľčŸ ĲěæŻęň ąá§Ĳ ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł ĲåďŸă âďŸ ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 4. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 110

ŔĺæńŸľđ 4.5 (Hayden [36]) ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ğĺęľĲŽŽåľăčđ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ Q ńęň Alg, ńę ŻăáďňľčŸ r_Q ĲåďŸă âďŸ ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

Ńâĺęł II

Őğńăčăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă

ĽĲŋáćŸăę 5

Šę Őğńăčăľńăąæ Ńęďńâćę

ŚĲ Ÿňńæ ńę ąĲŋáćŸăę, ĲğăąĲďńĺéďęňčĲ ńđď ğĺęľęőã čŸł ľńę ęğńăčăľńăąæ čęďńâćę. Śńđď ĎďæńđńŸ 5.1 ğĲĺăŽĺáŋęňčĲ ńđď ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł čĲ Źáľđ ńđď ęğęåŸ âőęňď \őńăľńĲå" ęă ęğńăčăľńăąęå ŸćŽæĺă§čęă, Ĳďé đ ĎďæńđńŸ 5.2 ĲăľáŽĲă ńđď ğŸĺáććđćđ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł, đ ęğęåŸ ĲğăńĺâğĲă ńđď ńŸňńæőĺęďđ ĲąńâćĲľđ ğĲĺăľľæńĲĺàď ńđł čăŸł ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł.

5.1 Ę Ŕĺáěđ Ďďđčâĺàľđł Update

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ğŸĺáŽĺŸŋę, ğĲĺăŽĺáŋęňčĲ æćĲł ńăł ćĲğńęčâĺĲăĲł ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł update Ę ĎďæńđńŸ 5.1.1 ğŸĺęňľăáİĲă ńę čđőŸďăľčæ ŸňěãľĲàł ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđď ğĺáěđ, Ĳďé đ ĎďæńđńŸ 5.1.2 ğĲĺăŽĺáŋĲă ńęď Ÿďńåľńęăőę čđőŸďăľčæ čĲăéľĲàď ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň čęăĺáİęďńŸă Ÿąčâł čĲ ńđ ľçďęŻę ńđł ęğęåŸł ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ŸňěáďĲńŸă ľńđď ńĺâőęňľŸ ğĺáěđ. Šâćęł, đ ĎďæńđńŸ 5.1 ĲľńăáİĲńŸă ľńęď ńĺæğę Ĳďľàčáńàľđł ńàď ğŸĺŸğáďà čđőŸďăľčéď ľńđď ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł update.

5.1.1 ĂňěãľĲăł ĆăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S_i, đ Ÿçěđľđ ńęň S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, đ ęğęåŸ ĲğăŹáććĲńŸă Ÿğæ ńđď Ÿąčã e ∈ S_i (ŻĲåńĲ [1, ĎďæńđńŸ 2.1]) ąŸă ľňčŹęćåİĲńŸă ´_Q(i, e), ĲåďŸă ĲåńĲ 0 Ÿď đ ľçďęŻęł S_i ŻĲď ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ã åľđ čĲ ńđď ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ŽăŸ ńę ŻăáďňľčŸ ⟨r_{AQ} |

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 5. ŠŐ ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐ ŃŐŇŠĎŁŐ 113

e, i, cap(e) − allot_Q(e)⟩. ČđćŸŻã, ńę ´_Q(i, e) ĲåďŸă ę ğĺŸŽčŸńăąæł Ÿĺă§čæł ´ > 0 ńâńęăęł éľńĲ

⟨r^′, ´⟩ = iupdate(⟨r_{AQ} | e, i, cap(e) − allot_Q(e)⟩) ,

ŽăŸ ąáğęăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł r^′. (ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă, Ĳě ęĺăľčęç ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł, ńę ŻăáďňľčŸ r^′ ĲåďŸă \ľňčŹŸńæ" čĲ ńę ŻăáďňľčŸ r_{AQ} | e, ąŸă Ĳğęčâďàł, ğĲĺăâőĲă čæďę ľńęăőĲåŸ ğęň Ÿďńăľńęăőęçď ľĲ ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã e.) Ŕăę ćĲğńęčĲĺĲăŸąá, ńę ´_Q(i, e) ĲåďŸă đ čęďŸŻăąã ŻňďŸńã Ÿçěđľđ ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ğęň ĲğăŋâĺĲă ąęĺĲľčæ ľńđď Ÿąčã e, Ĳďé čğęĺĲå ńŸňńæőĺęďŸ ďŸ ŸğŸăńĲåńŸă đ čĲåàľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ąáğęăàď áććàď ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď e ąŸă ę ĺň§čæł čĲńáŻęľãł ńęňł ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺęł Ÿğæ ńđď ńĲćăąã ńăčã ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S_i, ľńđď ęğęåŸ ąŸă čĲăéďęďńŸă. Ő ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ľňďæŻàď čĲ čăąĺæńĲĺęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł, ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď e, ŻĲď ĲğđĺĲáİĲńŸă, ąŸă ŋňľăąá ŻĲď ňğáĺőĲă ąŸčåŸ ŸććŸŽã ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł čđ-ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď ã ľňďæŻàď ğęň ŻĲď čęăĺáİęďńŸă Ÿąčâł čĲ ńđ ľçďęŻę S_i. ČăŸăľ§đńăąá, ńę ´_Q(i, e) ĲåďŸă đ čâŽăľńđ ğęľæńđńŸ ąŸńá ńđď ęğęåŸ ę r_Q(S_i) čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå čĲ ŻåąŸăę ńĺæğę Ÿď đ Ÿąčã e ãńŸď đ čæďđ Ÿąčã \ğĲĺăęĺăľčęç" ńđł ľňďæŻęň S_i.

Ę Ÿçěđľđ ńęň S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q (ŻĲăńĲ [1, ĎďæńđńŸ 2.1]), ľňčŹęćåİĲńŸă ´_Q(i) ąŸă ĲåďŸă ĲåńĲ 0 Ÿď đ S_i ŻĲď ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ã đ Ĳćáőăľńđ, ğáďà ľĲ æćĲł ńăł Ÿąčâł e ∈ S_i, Ÿçěđľđ ńđł S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ğęň ĲğăŹáććĲńŸă Ÿğæ ńđď Ÿąčã e. Ďğęčâďàł,

´_Q(i) = min_{e∈Si} ´_Q(i, e) .

êĺŸ, ňğę§âńęďńŸł æńă đ S_i ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, đ ´_Q(i) ĲåďŸă đ Ĳćáőăľńđ čĲńŸěç æćàď ńàď ŻňďŸńéď ŸňěãľĲàď ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł S_i, ğęň ĲğăŹáććĲńŸă Ÿğæ ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå.

Ďŋæľęď ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S_i čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå âľńà ąŸă ĲćáőăľńŸ, čæďę Ÿď đ Ÿçěđľđ ĲåďŸă ŻňďŸńã őàĺåł ďŸ ğŸĺŸŹăáİĲńŸă đ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł ğáďà ľĲ æćĲł ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ ´_Q(i) ĲåďŸă đ čâŽăľńđ ŻňďŸńã Ÿçěđľđ ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q đ ęğęåŸ ľâŹĲńŸă ńđď ĲŋăąńæńđńŸ. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă đ ´_Q(i) čğęĺĲå ďŸ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 5. ŠŐ ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐ ŃŐŇŠĎŁŐ 114

ňğęćęŽăľńĲå Ÿğæ ğćđĺęŋęĺåŸ ğęň ĲåďŸă \ńęğăąã" ľńđ ľçďęŻę S_i (ŻĲåńĲ, ğ.ő., [41, ĎďæńđńŸ IV]).

5.1.2 ŃĲăéľĲăł ëľńà æńă đ S_i ĲåďŸă đ ľçďęŻęł ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă âľńà æńă ´_Q(i) = ´_Q(i, e^′), ŽăŸ ąáğęăŸ Ÿąčã e^′ ∈ S_i. ĆăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ S_i, ńâńęăŸ éľńĲ e ≠ e^′ ąŸă ´_Q(i) + ∑ S_j ∈A_Q|e rQ(Sj) > cap(e) − allotQ(e), đ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã čĲåàľđ BQ(e) ňğęćęŽåİĲńŸă ŽăŸ ńđď

ńĲńĺáŻŸ ⟨r_{AQ} | e, i, cap(e)−allot_Q(e), ´_Q(i)⟩. ČđćŸŻã, đ B_Q(e) ĲåďŸă âďŸł ğĺŸŽčŸńăąæł Ÿĺă§čæł B ≥ 0 ńâńęăęł éľńĲ

⟨r^′, B⟩ = dupdate(⟨r_{AQ} | e, i, cap(e) − allot_Q(e), ´_Q(i)⟩ ,

ŽăŸ ąáğęăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł r^′. (ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă, Ĳě ęĺăľčęç ńđł ľňďáĺńđľđł čĲăéľĲàł, ńę r^′ ĲåďŸă \ľňčŹŸńæ" čĲ ńę ŻăáďňľčŸ r_{AQ} | e. Ďğęčâďàł, ğĲĺăâőĲă čæďę ľńęăőĲåŸ ğęň Ÿďńăľńęăőęçď ľĲ ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã e.) Ŕăę ćĲğńęčĲĺĲăŸąá, đ B_Q(e) ĲåďŸă đ čęďŸŻăąã čĲăàčâďđ ńăčã ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ąáğęăŸł ľňďæŻęň ğęň őĺđľăčęğęăĲå ńđď e, âńľă éľńĲ ďŸ ĲğăńĲňő§Ĳå čăŸ Ÿçěđľđ ąŸńá ´_Q(i) ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S_i, őàĺåł ďŸ ğŸĺŸŹăŸľńĲå đ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł ğáďà ľńđď Ÿąčã e.

5.1.3 Ŕĺáěđ ŃăćéďńŸł čđ Ÿňľńđĺá, đ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł update ęĺåİĲă čăŸ \ŻăŸŻăąŸľåŸ" ňğęćęŽăľčęç ďâàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ŽăŸ âďŸ ľçďęćę Ÿğæ ľňďæŻęňł, čĲ Źáľđ ńęňł ńĺâőęďńĲł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł. Ŕăę ćĲğńęčĲĺĲăŸąá, čăŸ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ĲåďŸă âďŸ ľçďęćę Ÿğæ ľňŽąĲąĺăččâďŸ ľńăŽčăæńňğŸ ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ĳďđčâĺàľđł ğáďà ľĲ ąáğęăę ľňŽąĲąĺăččâďę ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ąŸă ŽăŸ čăŸ ľňŽąĲąĺăččâďđ ąŸńáľńŸľđ Q. Ďğåľđł, ňğęćęŽåİęďńŸă ďâęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ŽăŸ ąáğęăĲł ľňďæŻęňł. ŃăŸ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğáďà ľĲ čăŸ ľçďęŻę S_i ľňľőĲńåİĲă čĲ ąá§Ĳ Ÿąčã e ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđď S_i âďŸ ľńăŽčăæńňğę ńàď ľňďŸĺńãľĲàď ŸňěãľĲàł ąŸă čĲăéľĲàł. Śńę ľńăŽčăæńňğę ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł ğęň ľňľőĲńåİĲńŸă čĲ ńđď Ÿąčã e, đ Ÿçěđľđ ´_Q(i, e)

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 5. ŠŐ ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐ ŃŐŇŠĎŁŐ 115

ŚőãčŸ 5-1: Čåąńňę čĲ âďŸď ľçďŻĲľčę ąŸă ğâďńĲ ľňďæŻęňł.

ňğęćęŽåİĲńŸă àł

⟨r^′, ´_Q(e, i)⟩ = iupdate(⟨r_{AQ} | e, i, cap(e) − allot_Q(e)⟩) ,

ŽăŸ ąáğęăę ŻăáďňľčŸ r^′.

Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă ´_Q(i) = ´_Q(i, e) ŽăŸ ąáğęăŸ Ÿąčã e ∈ S_i. Őă ďâęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ńæľę ńđł ľňďæŻęň S_i, æľę ąŸă ńàď ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď ğęň čęăĺáİęďńŸă Ÿąčâł čĲ ńđď S_i ňğęćęŽåİęďńŸă àł Ĳěãł:

(1) r_{A−→Q} | e = r^′, æğęň ⟨r^′, ´_Q(i)⟩ = iupdate(⟨r_{AQ} | e, i, cap(e) − allot_Q(e)⟩), (2) ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e^′ ∈ S_i ńâńęăŸ éľńĲ e^′ ≠ e ąŸă ∑ S_j∈sessions(e^′) rQ(Sj) > cap(e

′) âőęňčĲ æńă r_{A−→Q} | e^′ = r^′, æğęň ⟨r^′, B_Q(e^′)⟩ = dupdate(⟨r_{AQ} | e^′, i, cap(e^′) − allot_Q(e^′), ´_Q(i)⟩), (3) ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ńàď ňğęćęåğàď ľňďæŻàď ŻĲď Ÿććáİęňď.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 5.1 ĞĲàĺęçčĲ ńę Ÿğćæ Żåąńňę ńęň ŚőãčŸńęł 5-1, æğęň ğâďńĲ ľçďęŻęă čęăĺáİęďńŸă čăŸ Ÿąčã čĲ őàĺđńăąæńđńŸ 150. Şğę§âńęňčĲ æńă ńę Ÿĺőăąæ ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ĲåďŸă ⟨10, 20, 30, 40, 50⟩, âńľă éľńĲ đ Ÿąčã ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ę ĺň§čæł čĲńá- Żęľđł ńđł ľňďæŻęň S_5 ŻĲ čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå, ľĲ Ÿďńå§Ĳľđ čĲ Ÿňńæď ńđł ľňďæŻęň S_4 ğęň čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå čĲńŸńĺâğęďńŸł ńę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ľĲ ⟨10, 20, 30, 45, 45⟩. ĎąńĲćéďńŸł

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 5. ŠŐ ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐ ŃŐŇŠĎŁŐ 116

ŚőãčŸ 5-2: ŔŸĺáŻĲăŽčŸ Żăąńçęň ľńę ęğęåę đ Update ĲąńĲćĲåńŸă.

Ÿąæčđ čåŸ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğáďà ľńđ ľçďęŻę S_3 ńę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ŽåďĲńŸă ⟨10, 20, 40, 40, 40⟩.

ĞĲàĺęçčĲ ńéĺŸ ńđ ŽĲďăąæńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ, æğęň čăŸ ľçďęŻęł őĺđľăčęğęăĲå ğĲĺăľľæńĲĺĲł Ÿğæ čåŸ Ÿąčâł, æğàł ľńę ŚőãčŸ 5-2. ŔĺęŋŸďéł, ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ąá§Ĳ ľňďæŻęň čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå čæďę Ÿď đ Ÿçěđľđ ĲåďŸă ŻňďŸńã ğáďà ľĲ ąá§Ĳ Ÿąčã. Şğę§âńęňčĲ æńă ńę Ÿĺőăąæ ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ĲåďŸă ⟨40, 45, 10, 80⟩. ŃăŸ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğáďà ľńđ ľçďęŻę S_3 ĲğăŋâĺĲă Ÿçěđľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľãł ńđł ľĲ 35, ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď S_1 ąŸă S_2 čĲăéďęďńŸă ľńđď åŻăŸ ńăčã, Ĳďé ę ďâęł ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S_4 ĲåďŸă 75, âńľă éľńĲ ńę ďâę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ĲåďŸă ⟨35, 35, 35, 75⟩.

Śńđ ľňďâőĲăŸ, §Ÿ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńđ ľňčŹęćęŽĺŸŋåŸ update ŽăŸ ďŸ ŸďŸŋĲĺæčŸľńĲ ľńđď ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł. ŐďęčáİęňčĲ âďŸď ŸćŽæĺă§čę Alg ęğńăčăľńăąæ ŸćŽæĺă§čę, Ÿď operation = update, ŻđćŸŻã âďŸł ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł őĺđľăčęğęăĲå ńđď (ęğńăčăľńăąã) ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł update ŽăŸ ďŸ ŻăŸőĲăĺåİĲńŸă ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď.

5.2 Ę ŔŸĺáććđćđ Ŕĺáěđ Ďďđčâĺàľđł

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ ğĲĺăŽĺáŋęňčĲ ńđď ğĺáěđ cupdate, đ ęğęåŸ ĲåďŸă čăŸ ğŸĺáććđćđ âąŻęľđ ńđł ğĺáěđł update.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 5. ŠŐ ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐ ŃŐŇŠĎŁŐ 117

ŚőãčŸ 5-3: ŔŸĺáŻĲăŽčŸ Żăąńçęň ľńę ęğęåę đ CUpdate ĲąńĲćĲåńŸă.

ĆăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S_i, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ ν_i ńęď Ÿĺă§čæ ńàď ľňďæŻàď ğęň čęăĺáİęďńŸă Ÿąčâł čĲ ńđď S_i. Őă ľçďęŻęă Ÿňńęå ęďęčáİęďńŸă ŽĲåńęďĲł ńđł S_i (ã ŽĲăńęďăąâł ľçďęŻęă ńđł S_i). ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ N_i ńę ľçďęćę ńàď ŽĲăńæďàď ńđł S_i. Ďğęčâďàł, Ni = {S_{i1} , S_{i2}, . . ., S_{iνi} } . Ŕáďà ľńđ ľçďęŻę S_i, ąŸ§éł Ĳğåľđł ąŸă ľĲ ąá§Ĳ ľçďęŻę S ∈ S \ N_i čğęĺĲå ďŸ ğĺŸŽčŸńęğęăđ§Ĳå ğŸĺáććđćŸ čăŸ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł àł Ĳěãł. ëľńà æńă S_j ∈ S \ N_i ĲåďŸă đ ľçďęŻęł ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ. Ăď N_i ∩ N_j = ∅, ŻĲď ňğáĺőĲă ľçŽąĺęňľđ ã ğĺæŹćđčŸ, Ĳŋæľęď đ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğáďà ľĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę ĲğđĺĲáİĲă čæďę ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň Ÿňńãł ąŸă ńàď ŽĲăńæďàď ńđł. Ůľńæľę, Ÿď N_i ∩ N_j ≠ ∅, čğęĺĲå ďŸ ňğáĺőęňď ľňŽąĺęçľĲăł ąŸă âľńà æńă S ĲåďŸă âďŸł Ÿğæ ńęňł ąęăďęçł ŽĲåńęďĲł ńàď ľňďæŻàď S_i ąŸă S_j. Ę ľňŽąĺęçľđ čğęĺĲå ďŸ ğĺęąćđ§Ĳå Ÿğæ ńę ŽĲŽęďæł æńă ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S čğęĺĲå ďŸ ğĺâğĲă ďŸ čĲăà§Ĳå ćæŽà ńđł Ÿçěđľđł ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ąŸă ńàď Żçę ľňďæŻàď. ŚĲ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ, ę ąŸďæďŸł Ĳğåćňľđł ńđł ľçŽąĺęňľđł ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă ĲåďŸă æńă ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S čĲăéďĲńŸă ľńđď Ĳćáőăľńđ Ÿğæ ńăł Żçę ńăčâł. ŔĺęŋŸďéł, čăŸ ńĺåńđ ľçďęŻęł S_l ∈ (S \ N_i) ∩ (S \ N_j ) čğęĺĲå Ĳğåľđł ďŸ ĲďđčĲĺà§Ĳå ńŸňńæőĺęďŸ čĲ ńăł S_i ąŸă S_j, ą.ę.ą.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 5. ŠŐ ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐ ŃŐŇŠĎŁŐ 118

S1 S2 S3 S4 S5 S6 0 0 0 0 0 0 70 0 50 0 30 0 40 30 30 20 15 15 40 30 30 20 15 15 40 30 25 25 15 15 40 30 25 25 15 15 35 35 25 25 15 15

ŚőãčŸ 5-4: ĎąńâćĲľđ ńđł CUpdate ľńę Żåąńňę ńęň ğĺęđŽęçčĲďęň ľőãčŸńęł.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 5.2 ĞĲàĺęçčĲ ńę Żåąńňę ńęň ŚőãčŸńęł 5-3, ľńę ęğęåę ňğáĺőęňď âěă ľçďęŻęă. ŔĺęŋŸďéł, ęă ľçďęŻęă S_1, S_3 ąŸă S_5 čğęĺęçď ďŸ ĲďđčĲĺà§ęçď ğŸĺáććđćŸ. Šę åŻăę čğęĺĲå ďŸ ľňčŹĲå ŽăŸ ńăł ľňďæŻęňł S_2, S_4 ąŸă S_6. Şğę§âńęňčĲ æńă ńę Ÿĺőăąæ ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ĲåďŸă 0^{(6)}. Šę ŚőãčŸ 5-4 ğĲĺăŽĺáŋĲă ńŸ ŹãčŸńŸ Ĳďæł ŸćŽęĺå§čęň ğęň ĲąńĲćĲå čĲ ĲďŸććŸľľæčĲďę ńĺæğę ğŸĺáććđćĲł ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł ľńăł ľňďæŻęňł ńàď Żçę Ÿňńéď ľňďæćàď.

Ę ŻăŸŋęĺá ńđł cupdate Ÿğæ ńđď ąćŸľăąã ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ŽåďĲńŸă Ÿăľ§đńã æńŸď ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł čăŸł ľňďæŻęň ğĺâğĲă ďŸ čĲăà§Ĳå ćæŽà ŸňěãľĲàď ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ğĲĺăľľæńĲĺàď ńđł čăŸł ľňďæŻàď čĲ ńăł ęğęåĲł čęăĺáİĲńŸă Ÿąčâł. ŚĲ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ, ąáğęăĲł Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ åľàł ńĲćăąá Ÿğęąęčåľęňď čăąĺæńĲĺę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł Ÿğæ ĲąĲåďęď ğęň §Ÿ ńęňł ŸğęŻăŻæńŸď Ÿğæ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿň§ŸåĺĲńđ ľĲăĺăŸąã ĲąńâćĲľđ ąćŸľăąéď ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł ğáďà ľńăł åŻăĲł ľňďæŻęňł. Šę ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 5.3 ĲğĲěđŽĲå ąŸćçńĲĺŸ ńę ğŸĺŸğáďà ğĺæŹćđčŸ. Ůľńæľę, ňğáĺőĲă čăŸ ąŸńáććđćđ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ąćŸľăąâł ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł ğęň ęŻđŽĲå ľńęňł åŻăęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł čĲ ĲąĲåďęňł ğęň ňğęćęŽåİęďńŸă Ÿğæ ńđď cupdate. Ăňńã đ Ÿąęćęň§åŸ ŸğęąęčåİĲńŸă čĲ ńđď Ĳďđčâĺàľđ ńàď ľňďæŻàď ğęň ĲğăŹáććęňď ńăł čĲŽŸćçńĲĺĲł čĲăéľĲăł ńĲćĲňńŸåàď. Ďğęčâďàł, đ cupdate ĲåďŸă ľĲăĺăęğęăãľăčđ, âńľă éľńĲ ąá§Ĳ ğŸĺáććđćđ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğáďà ľĲ ęğęăęŻãğęńĲ ľçďęćę Ÿğæ ľňďæŻęňł ęŻđŽĲå ľĲ ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ğęň čğęĺęçď ďŸ Ÿğęąęčăľńęçď ąŸă čĲ ąáğęăŸ ğĺęľĲąńăąá ĲğăćĲŽčâďđ ľĲăĺăŸąã ĲąńâćĲľđ ąćŸľăąéď ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł ğáďà ľńăł ľňďæŻęňł Ÿňńâł.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 5.3 ĞĲàĺęçčĲ ńę Żåąńňę ńęň ŚőãčŸńęł 5-5. ŔĺęŋŸďéł, ęă ľçďęŻęă S_1 ąŸă S_3

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 5. ŠŐ ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐ ŃŐŇŠĎŁŐ 119

ŚőãčŸ 5-5: ŔŸĺáŻĲăŽčŸ Żăąńçęň ľńę ęğęåę đ ĲąńâćĲľđ ńđł CUpdate ĲğăŋâĺĲă ğĺęŹćãčŸńŸ ľňŽőĺęďăľčęç

čğęĺęçď ďŸ ĲďđčĲĺà§ęçď ğŸĺáććđćŸ. Ăĺőăąá, âľńà æńă ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł æćàď ńàď ľňďæŻàď ĲåďŸă 0 ąŸă Ÿł ňğę§âľęňčĲ æńă đ ľçďęŻęł S_2 ĲďđčĲĺéďĲńŸă ğĺéńŸ, ŸğęąńéďńŸł ĺň§čæ čĲńáŻęľđł 80. Ę ńŸňńæőĺęďđ Ĳďđčâĺàľđ ńàď ľňďæŻàď S_1 ąŸă S_3 ŸććáİĲă ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď S_1, S_2 ąŸă S_3 ľĲ 50, 40 ąŸă 40, ŸďńåľńęăőŸ. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă đ ĲąńâćĲľđ ąćŸľăąéď ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł ğáďà ľńăł åŻăĲł ľňďæŻęňł čĲ ńđ ľĲăĺá S_2, S_3 ąŸă S_1 ŻĲď ęŻđŽĲå ľńđď Ÿğęąæčăľđ ńàď åŻăàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńăł ľňďæŻęňł Ÿňńâł. Ůľńæľę, Ÿď ĲďđčĲĺéľęňčĲ ńđ ľçďęŻę S_3, đ ęğęåŸ ĲğăŹáććĲă ńđ čâŽăľńđ čĲåàľđ ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S_2, ńĲćĲňńŸåŸ, ęŻđŽęçčŸľńĲ ľĲ ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł åŻăęňł čĲ ĲąĲåďęňł ğęň ŸğęąęčåİęďńŸă Ÿğæ ńđď ĲąńâćĲľđ ńđł cupdate.

ĽĲŋáćŸăę 6

Őğńăčăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł

ŚĲ Ÿňńæ ńę ąĲŋáćŸăę, ğŸĺęňľăáİęňčĲ ŹŸľăąâł ăŻăæńđńĲł ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł. îćĲł Ÿňńâł ęă ăŻăæńđńĲł ŸďŸŋâĺęďńŸă ľĲ ąáğęăŸ ĲąńâćĲľđ α = Q_0, i_1, Q_1, . . ., i_l, Q_l, . . . Ĳďæł ęğńăčăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł. Ăğæ ĲŻé ąŸă ľńę Ĳěãł ğŸĺŸćĲåğęňčĲ ńđď ŸďŸŋęĺá ľńđď α æńŸď ĲåďŸă ğĺęŋŸďãł Ÿğæ ńŸ ľňčŋĺŸİæčĲďŸ. ĹŻăæńđńĲł ńàď Ÿąčéď Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺă- Żåęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľńđď ĎďæńđńŸ 6.1. Ę ĎďæńđńŸ 6.2 ğĲĺăŽĺáŋĲă ŹŸľăąâł ăŻăæńđńĲł ŽăŸ ńęď ńĲĺčŸńăľčæ ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł.

6.1 ĹŻăæńđńĲł ńàď Ăąčéď Ďćáőăľńęň ĹľęčĲĺăŻåęň

ŊĲąăďáčĲ ŸğęŻĲăąďçęďńŸł ăŻăæńđńĲł ľńŸ§ĲĺæńđńŸł ńàď Ÿąčéď Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, §ĲàĺęçčĲ ąáğęăŸ ľçďęŻę ğęň őĺđľăčęğęăĲå čăŸ Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ąŸă ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă Ÿď ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň Ÿňńãł ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺęł Ÿğæ ńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł Ÿąčãł, ńæńĲ ŻĲď čğęĺĲå ďŸ čĲăà§Ĳå ľĲ ąáğęăŸ ńăčã őŸčđćæńĲĺđ Ÿğæ ńę ăľęčĲĺåŻăę Ÿňńæ. Ŕăę ńňğăąá ŸğęŻĲăąďçęňčĲ:

ŔĺæńŸľđ 6.1 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę

l_0 ≥ 0, ňğę§âńęňčĲ æńă e ∈ MFSE_{Ql0} (S_j) ŽăŸ ąáğęăę ĲďĲĺŽæ ľçčğćĲŽčŸ S_j ľńđď Q_{l0} . ĞĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę S ∈ A_{Ql0} | e ńâńęăŸ éľńĲ r_{Ql0} (S) ≥ FS_{Ql0} (e). ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 6. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 121

l ≥ l_0 ăľőçĲă æńă

r_{Ql} (S) ≥ FS_{Ql0} (e) .

ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ĲğŸŽàŽã ľńę l. ĆăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł, æğęň l = l_0, ę ăľőňĺăľčæł ăľőçĲă Ÿğæ ňğæ§Ĳľđ. Ăł ňğę§âľęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă ŽăŸ ąáğęăę ŸąâĺŸăę l > l_0, r_{Ql−1} (S) ≥ FS_{Ql0} (e). ĆăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă r_{Ql} (S) ≥ FS_{Ql0} (e).

Şğę§âńęňčĲ ğĺéńŸ æńă r_{Ql} (S) ≥ r_{Ql−1} (S). Ăğæ ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ âőęňčĲ ńæńĲ æńă r_{Ql} (S) ≥ FS_{Ql0} (e), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă. Şğę§âńęňčĲ Ĳğęčâďàł æńă r_{Ql} (S) < r_{Ql−1} (S), ŻđćŸŻã ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S čĲăéďĲńŸă Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l−1} ľńđď Q_l. Ăğæ ńęňł ęĺăľčęçł ńđł ĲąńâćĲľđł ąŸă ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, Ÿňńæ ľňďĲğáŽĲńŸă æńă S ∩ S_{il} ≠ ∅ ąŸă r_{Ql} (S) = r_{Ql} (S_{il}). ĞĲàĺęçčĲ čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã e^′ ∈ S ∩ S_{il} . ëľńà æńă e^{′′} ĲåďŸă Ÿąčã ńâńęăŸ éľńĲ ´_{Ql−1} (i_l) = ´_{Ql−1} (i_l, e^{′′}). ŃăćéďńŸł áńňğŸ, đ Ÿąčã e^{′′} \ĲğăŹáććĲă" ńđď čăąĺæńĲĺđ Ÿçěđľđ ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S_{il} ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l−1}, čĲńŸěç æćàď ńàď Ÿąčéď ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę Ÿňńã. Ăğæ ńęňł ęĺăľčęçł ńđł ĲąńâćĲľđł ąŸă ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł đ Ÿąčã e^{′′} ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q_l. ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň Ĳěãł ăľőňĺăľčęç:

ŁãččŸ 6.1 r_{Ql} (S_{il} ) ≥ FS_{Ql} (e^{′′}) ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ŸğŸŽàŽã ľĲ áńęğę. Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă r_{Ql} (S_{il}) < FS_{Ql} (e^{′′}). Ăğæ ńęňł ęĺăľčęçł ńđł ĲąńâćĲľđł ąŸă ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň k ∈ A_{Ql0} | e^{′′} ăľőçĲă æńă r_{Ql} (S_{il}) ≥ r_{Ql} (S_k). Ďğęčâďàł, FS_{Ql} (e^{′′}) > r_{Ql} (S_k). Šę ŁãččŸ 3.1 ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e^{′′} ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q_l. êńęğę.

Ďŋæľęď r_{Ql} (S) = r_{Ql}(S_{il} ), ńę ŁãččŸ 6.1 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r_{Ql} (S) ≥ FS_{Ql} (e^{′′}). Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 4.1 ăľőçĲă æńă FS_{Ql} (e^{′′}) ≥ FS_{Ql0} (e^{′′}), âńľă éľńĲ r_{Ql} (S) ≥ FS_{Ql0} (e^{′′}). Ăŋęç e ∈ MFSE_{Ql0} (S_j) âőęňčĲ æńă FS_{Ql0} (e^{′′}) ≥ FS_{Ql0} (e). Ďğęčâďàł, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r_{Ql} (S) ≥ FS_{Ql0} (e), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Ő ĲğæčĲďęł ăľőňĺăľčæł ľňčğćđĺéďĲă ńđď ŔĺæńŸľđ 6.1 ŸğęŻĲăąďçęďńŸł ăŻăæńđńĲł çğŸĺěđł ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ľĲ ęğęăęŻãğęńĲ ľçčğćĲŽčŸ ľňďæŻàď. ŃăćéďńŸł áńňğŸ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 6. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 122

§ĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę ğęň őĺđľăčęğęăĲå čăŸ Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ąŸă ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă Ÿď æćĲł ęă ľçďęŻęă ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã ĲďđčĲĺà§ęçď âľńà ąŸă čăŸ ŋęĺá, ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľãł ńęňł ŽåďęďńŸă čĲŽŸćçńĲĺęă Ÿğæ ńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł Ÿąčãł, Ĳďé čĲăéľĲăł ąáńà Ÿğæ ńđď ńăčã ńęň ăľęčĲĺăŻåęň Ÿňńęç ŻĲď ĲåďŸă ŻňďŸńâł. Šňğăąá ŸğęŻĲăąďçęňčĲ: ŔĺæńŸľđ 6.2 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę

l_0 ≥ 0, §ĲàĺęçčĲ čăŸ Ÿąčã e ∈ MFSE_{Ql0} (S_j) ąáğęăęň ĲďĲĺŽęç ľňčğćâŽčŸńęł S_j ľńđď Q_{l0} ńâńęăŸ éľńĲ ^l_0 | e < ∞. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ S ∈ A_{Ql0} | e ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ ^l_0 | e ăľőçĲă æńă

r_{Ql} (S) ≥ FS_{Ql0} (e) .

ĂğæŻĲăěđ: ŊĲąăďáčĲ čĲ čăŸ áńňğđ ğĲĺăŽĺŸŋã ńđł ŸğæŻĲăěđł. ĞĲàĺęçčĲ ńę ľđčĲåę ńđł ĲąńâćĲľđł ľńę ęğęåę đ ľçďęŻęł S ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ąŸă ńę ęğęåę ğĺęđŽĲåńŸă ńęň ľđčĲåęň ľńę ęğęåę æćĲł ęă ľçďęŻęă âőęňď ĲąńĲćĲľńĲå ńęňćáőăľńęď čåŸ ŋęĺá. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ľĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę, ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł S ŻĲď ĲåďŸă čăąĺæńĲĺęł Ÿğæ ńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł Ÿąčãł e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} . ĎğăőĲăĺđčŸńęćęŽęçčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă đ Ÿąčã e ğŸĺŸčâďĲă Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğâĺŸď ńđł ąŸńáľńŸľđł Q_{l0}. Ăňńæ čŸł ĲğăńĺâğĲă ďŸ ĲąčĲńŸćĲňńęçčĲ ńđď ăŻăæńđńŸ ľńŸ§ĲĺæńđńŸł ńàď Ÿąčéď Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ĲğăőĲăĺđčŸńęćęŽãľęňčĲ æńă ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S §Ÿ ğŸĺŸčĲåďĲă čĲŽŸćçńĲĺęł ã åľęł ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ńđł Ÿąčãł e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} . ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńăł ćĲğńęčâĺĲăĲł ńđł ńňğăąãł ŸğæŻĲăěđł.

Ďŋæľęď e ∈ MFSE_{Ql0} (S_j), ńę ŁãččŸ 4.2 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď Q_{l0} . Ăŋęç S ∈ A_{Ql0} | e, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ^l_0 | e âőęňčĲ æńă S = Sched(⟨G, S⟩, Q_l′, l^′) ŽăŸ ąáğęăę ŸąâĺŸăę l^′ ńâńęăę éľńĲ l_0 < l^′ ≤ ^l_0 | e. Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 4.2 (1) ăľőçĲă æńă FS_{Ql′} (e) = FS_{Ql0} (e), Ĳďé Ÿğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 4.2(2), đ e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď Q_l′ . Śńđ ľňďâőĲăŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńęď Ÿąæćęň§ę ăľőňĺăľčæ: ŁãččŸ 6.2 r_{Ql′} (S) ≥ FS_{Ql0} (e) ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ŸğŸŽàŽã ľĲ áńęğę. Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă r_{Ql′} (S) < FS_{Ql0} (e). ëľńà æńă đ Ÿąčã e^′ ĲåďŸă ńâńęăŸ éľńĲ ´_{Ql′} (S) = ´_{Ql′} (S, e^′). ČđćŸŻã,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 6. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 123

đ Ÿąčã e^′ \ĲğăŹáććĲă" ńđď Ĳćáőăľńđ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l′ , čĲńŸěç æćàď ńàď Ÿąčéď ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđď S. Ăğæ ńęňł ęĺăľčęçł ńđł ĲąńâćĲľđł ąŸă ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, đ Ÿąčã e^′ ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l′ . Ďŋæľęď đ e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l′ , ąŸă đ ľçďęŻęł S őĺđľăčęğęăĲå ąŸă ńđď e ąŸă ńđď e^′ §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ĲåďŸă FS_{Ql′} (e) ≤ FS_{Ql′} (e^′). ĎğĲăŻã FS_{Ql′} (e) = FS_{Ql0} (e), Ÿňńæ ľňďĲğáŽĲńŸă æńă FS_{Ql0} (e) ≤ FS_{Ql′} (e^′). Ăŋęç r_{Ql′} (S) < FS_{Ql0} (e), âőęňčĲ ğàł r_{Ql′} (S) < FS_{Ql′} (e^′). Ăğæ ńęňł ęĺăľčęçł ńđł ĲąńâćĲľđł ąŸă ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň k ∈ A_{Ql′} | e ĲåďŸă r_{Ql′} (S_k) ≤ r_{Ql′} (S), âńľă éľńĲ r_{Ql′} (S_k) < FS_{Ql′} (e^′). Ăğæ ńę ŁãččŸ 3.1 ľňďĲğáŽĲńŸă Ĳğęčâďàł æńă đ Ÿąčã e^′ ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l′ . êńęğę.

ĞĲàĺęçčĲ âďŸď ęğęăęďŻãğęńĲ ŸąâĺŸăę l ≥ ^l_0 | e. ŔĺęŋŸďéł, l ≥ l^′. ŁæŽà ńđł ŔĺæńŸľđł 6.1, đ ŔĺæńŸľđ 4.3 ąŸă ńę ŁãččŸ 6.2 ňğęŻđćéďęňď æńă r_{Ql} (S) ≥ FS_{Ql0} (e), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

6.2 ĹŻăæńđńĲł ŠĲĺčŸńăľčęç

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ §ĲčĲćăéŻĲăł ăŻăæńđńĲł ńĲĺčŸńăľčęç ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł. Ę ğĺéńđ ăŻăæńđńŸ ŸďŸŋâĺĲńŸă ľĲ ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ğęň őĺđľăčęğęăęçď Ÿąčâł Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ąŸă ŸğęŻĲăąďçĲă æńă æńŸď æćĲł ęă ľçďęŻęă ğęň őĺđľăčęğęăęçď čăŸ ńâńęăŸ Ÿąčã ŻĺęčęćęŽđ§ęçď ŽăŸ Ĳďđčâĺàľđ âľńà ąŸă ŽăŸ čăŸ ŋęĺá, æćĲł Ÿğęąńęçď ńęď ńĲćăąæ ĺň§čæ čĲńáŻęľãł ńęňł. Šňğăąá ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńę Ĳěãł.

ĞĲéĺđčŸ 6.1 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę

l_0 ≥ 0 ńâńęăęď éľńĲ ^l_0 < ∞, §ĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã e ∈ MFSE_{Ql0} (S_j) ąáğęăęň ĲďĲĺŽęç ľňčğćâŽčŸńęł S_j ľńđď Q_{l0} ńâńęăŸ éľńĲ ^l_0 | e < ∞. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ S ∈ A_{Ql0} | e, ăľőçĲă æńă S ∈ D_Q^_{l0|e} . ĂğæŻĲăěđ: Ăĺőăąá, ğŸĺęňľăáİęňčĲ čăŸ áńňğđ ğĲĺăŽĺŸŋã ńđł ŸğæŻĲăěđł. ĞĲàĺęçčĲ čăŸ ęğęăŸ- ŻãğęńĲ ĲďĲĺŽã ľçďęŻę ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} ąŸă ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă Ÿŋæńęň æćĲł ęă ľçďęŻęă §Ÿ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 6. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 124

ŻĺęčęćęŽđ§ęçď âľńà čăŸ ŋęĺá, đ ľçďęŻęł Ÿňńã §Ÿ âőĲă ŸğęąńãľĲă ĺň§čæ čĲńáŻęľđł åľę čĲ ńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł Ÿąčãł e ľńđď Q_{l0} . ĎąčĲńŸćĲňæčŸľńĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď ăŻăæńđńŸ ľňčŋæĺđľđł ńđł Ÿąčãł e ľńđď ąŸńáľńľđ Q_{l0}, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ĲğăőĲăĺđčŸńęćęŽãľęňčĲ æńă đ e ğŸĺŸčâďĲă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđ ľňďâőĲăŸ ąŸă æńă ńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł ŻăŸńđĺĲåńŸă ľńŸ§Ĳĺæ. Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ŻăĲěáŽęňčĲ ńę ľňčğâĺŸľčŸ æńă ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň ĲåďŸă ńĲćăąæł. ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńăł ćĲğńęčâĺĲăĲł ńđł ńňğăąãł ŸğæŻĲăěđł.

ĞĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę S ∈ A_{Ql0} | e. Ăĺőăąá ŸğęŻĲăąďçęňčĲ: ŁãččŸ 6.3 r_{Q^l0|e} (S) = FS_{Ql0} (e) ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ŸğŸŽàŽã ľĲ áńęğę. Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ áńęğę, æńă r_Q^_{l0|e} (S) ≠ FS_{Ql0} (e). Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 6.2 âőęňčĲ æńă r_Q^_{l0|e} (S) ≥ FS_{Ql0} (e). Ďğęčâďàł, r_Q

^l_0^|e(

S) > FS_{Ql0} (e). ŚňďĲğéł, ∑ i∈A_{Ql0} |e r_Q^_{l0|e} (S_i) = r_Q^_{l0|e} (S) + ∑ i∈AQ l0 |e, S_i≠S r_Q^_{l0|e} (S_i)

> FS_{Ql0} (e) + ∑ i∈AQ l0 |e, S_i≠S r_Q^_{l0|e} (S_i)

≥ FS_{Ql0} (e) + ∑ i∈AQ l0 |e, S_i≠S FS_{Ql0} (e) (ćæŽà ńđł ŔĺæńŸľđł 6.2)

= ∑ i∈A_{Ql0} |e FS_{Ql0} (e)

= |A_{Ql0} | e| FS_{Ql0} (e) = cap(e) − allot_{Ql0} (e) ,

ńę ęğęåę ľđčŸåďĲă æńă đ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł ğŸĺŸŹăáİĲńŸă. êńęğę.

Ďŋæľęď e ∈ MFSE_{Ql0} (S_j), ńę ŁãččŸ 4.2 ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď Q_{l0} . Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ^l_0 | e ľňďĲğáŽĲńŸă æńă e ∈ AE_Q^_{l0|e} . ŚňďĲğéł, đ ŔĺæńŸľđ 4.2(2) ňğęŻđćéďĲă æńă đ e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^_{l0|e}. Ůľńæľę, Ÿğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 4.2(1) âőęňčĲ æńă FS_Q^_{l0|e} (e) = FS_{Ql0} (e), âńľă éľńĲ, Ÿğæ ńę ŁãččŸ 6.3 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 6. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ 125

r_Q^_{l0|e} (e) = FS_Q^_{l0|e} (e). ĎğĲăŻã ę Term ĲåďŸă ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł ľňčŋæĺđľđł, Ÿňńæ ňğęŻđćéďĲă æńă S ∈ D_Q^_{l0|e} . Ę ńĲćĲňńŸåŸ ăŻăæńđńŸ ńĲĺčŸńăľčęç ğęň ğŸĺęňľăáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ, ĲåďŸă áčĲľđ ľňďâğĲăŸ ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 6.1. ŃăćéďńŸł čđ Ÿňľńđĺá, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ ŻĺęčęćæŽđľđ ęğęăŸľŻãğęńĲ Ÿąęćęň§åŸł ľňďæŻàď ğęň ľňčğĲĺăćŸčŹáďĲă æćĲł ńăł ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł, ęŻđŽĲå ľńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńęňćáőăľńęď Ĳďæł Ĳě Ÿňńéď.

ĞĲéĺđčŸ 6.2 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę

l_0 ≥ 0, §ĲàĺęçčĲ âďŸ ęğęăęŻãğęńĲ ĲďĲĺŽæ ľçčğćĲŽčŸ S_j ľńđď Q_{l0}. ŠæńĲ, ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ľçďęŻęł S ∈ S_j ∩ A_{Ql0} ńâńęăŸ éľńĲ S ∈ D_Q^_{l0} .

ĂğæŻĲăěđ: ĞĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã e ∈ MFSE_{Ql0} (S_j), ąŸă ňğę§âńęňčĲ æńă S ∈ A_{Ql0} | e ĲåďŸă čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻęł. ŔĺęŋŸďéł, S ∈ S_j ∩ A_{Ql0} . Ăğæ ńę ĞĲéĺđčŸ 6.1 âőęňčĲ æńă S ∈ D_Q^_{l0} , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă æćĲł ęă ŸğęŻĲåěĲăł ńàď ăŻăęńãńàď ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ğęň ğŸĺęňľăáľńđąŸď ľĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ ŻĲď ąáďęňď ąŸčăá ňğæ§Ĳľđ ŽăŸ ńę ĲåŻęł ńęň ŻĺęčęćęŽđńã. Ďğęčâďàł Ÿňńâł ęă ăŻăæńđńĲł ăľőçęňď ŽăŸ æćŸ ńŸ ĲåŻđ ŻĺęčęćęŽđńéď, ďńĲńĲĺčăďăľńăąéď ã čđ.

ĽĲŋáćŸăę 7

Ľáńà ŐĺăŸ

7.1 ŃăŸ ĆĲďăąã ĽŸńŸľąĲňã Čăąńçęň

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ ğŸĺęňľăáİęňčĲ čăŸ ŽĲďăąã ąŸńŸľąĲňã Żăąńçęň ğęň ľňľőĲńåİĲńŸă čĲ ęğęăŸ- ŻãğęńĲ (ğĲğĲĺŸľčâďđ ã áğĲăĺđ) Ÿąęćęň§åŸ Seq = σ_1, σ_2, . . ., æğęň ŽăŸ ąá§Ĳ i ≥ 1 ĲåďŸă σ_i ∈ [n]. ëľńà æńă d ĲåďŸă âďŸł ęğęăęľŻãğęńĲ áĺńăęł ŸąâĺŸăęł ąŸă n âďŸ ęğęăęŻãğęńĲ ğęććŸğćáľăę ńęň d.^1 ĽŸńŸľąĲňáİęňčĲ âďŸ Żåąńňę G = G(Seq) = (V (Seq), E(Seq)), ľŸď ľňďáĺńđľđ ńęň Seq, ğáďà ľńę ęğęåę ĲěŸğćéďĲńŸă âďŸ ľçďęćę Ÿğæ ľňďæŻęňł S = {S_1, S_2, . . ., S_n}.

Śńđď ąŸńŸľąĲňã čŸł őĺđľăčęğęăęçčĲ Żçę (ğĲğĲĺŸľčâďĲł) Ÿąęćęň§åĲł ğĺŸŽčŸńăąéď Ÿĺă§čéď b ąŸă p, ąá§Ĳ čăŸ čĲ čãąęł d/2, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ŸğęŻéľęňčĲ őàĺđńăąæńđńĲł ľńăł Ÿąčâł. Őă Ÿąęćęň§åĲł Ÿňńâł ęĺåİęďńŸă ŸďŸŻĺęčăąá àł Ĳěãł.

• b_1 = 0 ąŸă p_1 = 2^p ŽăŸ ąáğęăę ŸąâĺŸăę p ≥ 2d,

• ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ r, 1 < r ≤ d/2, b_r = b_{r−1} + p_{r−1}/2 ąŸă p_r = p_{r−1}/4.

Ő ĲğæčĲďęł ăľőňĺăľčæł ŸďŸŋâĺĲńŸă ľĲ čăŸ ľňďŻňŸľńăąã ăŻăæńđńŸ ńàď Ÿąęćęň§ăéď b_r ąŸă p_r ğęň §Ÿ ĲåďŸă őĺãľăčđ ŸĺŽæńĲĺŸ ľńăł ŸğęŻĲåěĲăł čŸł .

1Ćďàľńâł ńĲőďăąâł \padding" čğęĺęçď ďŸ őĺđľăčęğęăđ§ęçď ľńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň ńę n ŻĲď ĲåďŸă ğęććŸğćáľăę ńęň d.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 127

ŔĺæńŸľđ 7.1 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ r ≥ 1 ăľőçĲă æńă

b_r + p_r 4 < b_{r−1} + 3 4^· p_{r−1} ĂğæŻĲăěđ: ŔĺęŋŸďéł,

b_r + p_r 4 = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + 1 4^· p_{r−1} 4 (ćæŽà ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńàď b_r ąŸă p_r)

= b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 16 = b_{r−1} + 9 16^· p_{r−1} < b_{r−1} + 3 4^· p_{r−1} , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Šę ňğęćĲăğæčĲďę čâĺęł ńđł ĲďæńđńŸł Ÿňńãł ĲåďŸă ęĺŽŸďàčâďę àł Ĳěãł. Ę ğĲĺăŽĺŸŋã ńđł ąŸńŸľąĲňãł ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńđď ĎďæńđńŸ 7.1.1, Ĳďé đ ĎďæńđńŸ 7.1.2 ğĲĺăŽĺáŋĲă âďŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ. Šâćęł, đ ĎďæńđńŸ 7.1.3 ŸğęŻĲăąďçĲă Ÿğćâł ăŻăæńđńĲł ğęň ľőĲńåİęďńŸă čĲ ńđď ąŸńŸľąĲňã.

7.1.1 ĽŸńŸľąĲňã

ŢàĺåİęňčĲ ńę ľçďęćę ľňďæŻàď S ľĲ n/d ľňčğćâŽčŸńŸ S_1, S_2, . . ., S_{n/d} ńâńęăŸ éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ j, 1 ≤ j ≤ n/d, Sj = {S_{(j−1)d+1}, S_{(j−1)d+2}, . . ., S_{(j−1)d+d}} . ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă |S_j| = d.

ĆăŸ ąá§Ĳ ľçčğćĲŽčŸ S_j, ąŸńŸľąĲňáİęňčĲ âďŸ Żåąńňę

G_j = G_j(Seq | S_j) = (V_j (Seq | S_j), E_j(Seq | S_j)) ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 128

čĲ ńę ľçďęćę ľňďæŻàď S_j ďŸ ĲąńĲćęçďńŸă ľńę G_j(Seq | S_j). ëőęňčĲ: G(Seq) = (∪_{1≤j≤n/d}V_j (Seq | S_j), ∪_{1≤j≤n/d}E_j (Seq | S_j)) . Ďğęčâďàł, ąá§Ĳ ŸďĲěáĺńđńę Żåąńňę G_j ĲåďŸă čăŸ ľňďáĺńđľđ ńđł Ÿąęćęň§åŸł Seq | S_j, Ĳďé ńę Żåąńňę G ĲåďŸă đ \ğŸĺáććđćđ ľçď§Ĳľđ" ńàď ŻăŸŋæĺàď ňğęŻăąńçàď.

Ę ąŸńŸľąĲňã ńęň ňğęŻăąńçęň G_j ğĺŸŽčŸńęğęăĲåńŸă čâľà čăŸł Ÿąęćęň§åŸł ńàď d/2 ńę ğęćç ŋáľĲàď. Śńđ ŋáľđ r, 1 ≤ r ≤ d/2, ńę Żåąńňę G^{(r)}_j = (V^{(r)}_j , E^{(r)}_j ) ąŸńŸľąĲňáİĲńŸă, âńľă éľńĲ

G_j = (∪_{1≤r≤d/2}V^{(r)}_j , ∪_{1≤r≤d/2}E^{(r)}_j ) . Ďğęčâďàł, ńę Żåąńňę G_j ĲåďŸă đ \ğŸĺáććđćđ ľçď§Ĳľđ" ńàď ŻăŸŋæĺàď ňğęŻăąńçàď G^{(r)}_j .

ĆăŸ ąá§Ĳ r, 1 ≤ r ≤ d/2, đ ąŸńŸľąĲňã ńęň Żăąńçęň G^{(r)}_j őĺđľăčęğęăĲå ńęňł b_r ąŸă p_r àł ğŸĺŸčâńĺęňł. Ďğåľđł őĺđľăčęğęăĲå ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ ľçďęćŸ ąŸă Ÿąęćęň§åĲł:

• âďŸ ľçďęćę Ÿğæ ŻĲåąńĲł I^{(r)}_j ⊆ S_j ńâńęăę éľńĲ |I^{(r)}_j | = d − 2(r − 1)

• čăŸ Ÿąęćęň§åŸ Seq^{(r)}_j , đ ęğęåŸ ĲåďŸă ğĺæľŋňčŸ ńđł Seq | S_j,

• âďŸ ľçďęćę {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l } ⊆ I^{(r)}_j . ČăŸăľ§đńăąá, ńŸ i^{(r)}_f ąŸă i^{(r)}_l §Ÿ ęĺăľńęçď ďŸ ĲåďŸă ę ğĺéńęł ąŸă ę ńĲćĲňńŸåęł ŻĲåąńđł ŸďńåľńęăőŸ, ńđł Seq^{(r)}_j ↑ I^{(r)}_j , ã Ÿň§ŸåĺĲńęă ŻĲåąńĲł Ÿğæ ńę ľçďęćę

I^( r) j , ľńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň |Seq^{(r)}_j ↑ I^{(r)}_j | < 2.

Ăňńá ńŸ ľçďęćŸ ąŸă ęă Ÿąęćęň§åĲł ęĺåİęďńŸă àł Ĳěãł.

ĆăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł, æğęň r = 1 ăľőçĲă æńă I^{(1)}_j := S_j, Seq^{(1)}_j := Seq | S_j, Ĳďé ńę ľçďęćę {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l } ęĺåİĲńŸă ĲěĲńáİęďńŸł ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ğĲĺăğńéľĲăł.

1. Şğę§âńęňčĲ ğĺéńŸ æńă Seq^{(1)}_j = λ, âńľă éľńĲ Seq^{(1)}_j ↑ I^{(1)}_j = λ. ŠæńĲ, ńŸ i^{(1)}_f ąŸă i^{(1)}_l ĲåďŸă ęğęăęăŻãğęńĲ ŻĲåąńĲł ľńę I^{(1)}_j .

2. Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă Seq^{(1)}_j ≠ λ, âńľă éľńĲ Seq^{(1)}_j ↑ I^{(1)}_j ≠ λ. ĎěĲńáİęňčĲ ńăł Ĳěãł Żçę ğĲĺăğńéľĲăł:

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 129

Ÿ. âľńà æńă |Seq^{(1)}_j ↑ I^{(1)}_j | < |I^{(1)}_j |. ŠæńĲ, ę i^{(1)}_f ĲåďŸă ę ğĺéńęł ŻĲåąńđł ńđł Ÿąęćęň§åŸł Seq^{(1)}_j ↑ I^{(1)}_j , Ĳďé ę i^{(1)}_l ĲåďŸă ęğęăęľŻãğęńĲ ŻĲåąńđł ńęň I^{(1)}_j ğęň ŻĲď ğĲĺăâőĲńŸă ľńđď Ÿąęćęň§åŸ Seq^{(1)}_j ↑ I^{(1)}_j , Ź. âľńà æńă |Seq^{(1)}_j ↑ I^{(1)}_j | = |I^{(1)}_j |, ąŸă âľńà Seq^{(1)}_j ↑ I^{(1)}_j = i_f . . .i_l. ŠæńĲ, i^{(1)}_f := i_f ąŸă i^{(1)}_l := i_l.

Şğę§âńęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă âőęňčĲ ęĺåľĲă ńę ľçďęćę I^{(r−1)}_j , ńđď Ÿąęćęň§åŸ Seq^{(r−1)}_j ąŸă ńę ľçďęćę {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l }, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r ńâńęăęď éľńĲ 2 ≤ r < d/2. ĆăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ, ğĲĺăŽĺáŋęňčĲ ğàł ąŸńŸľąĲňáİęďńŸă ńŸ I^{(r)}_j , Seq^{(r)}_j ąŸă {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. ŐĺåİęňčĲ I^{(r)}_j :=

I^( r−1) j \ {i (r−1) f , i^{(r−1)}_l }, Seq^{(r)}_j := (Seq^{(r−1)}_j ↓ I^{(r−1)}_j ) | I^{(r)}_j , Ĳďé ńę ľçďęćę {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l } ęĺåİĲńŸă ĲěĲńáİęďńŸł ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ğĲĺăğńéľĲăł.

1. ëľńà æńă Seq^{(r)}_j = λ, âńľă éľńĲ Seq^{(r)}_j ↑ I^{(r)}_j = λ. ŠæńĲ, ńŸ i^{(r)}_f , i^{(r)}_l ĲåďŸă ęğęăęăŻãğęńĲ ŻĲåąńĲł ľńę ľçďęćę I^{(r)}_j .

2. ëľńà ńéĺŸ æńă Seq^{(r)}_j ≠ λ, âńľă éľńĲ Seq^{(r)}_j ↑ I^{(r)}_j ≠ λ. ĎěĲńáİęňčĲ ěŸďá ńăł Ÿąæćęň§Ĳł Żçę ğĲĺăğńéľĲăł:

Ÿ. âľńà æńă |Seq^{(r)}_j ↑ I^{(r)}_j | < |I^{(r)}_j |. ŠæńĲ, ę i^{(r)}_f ĲåďŸă ę ğĺéńęł ŻĲåąńđł ńđł Ÿąęćęň- §åŸł Seq^{(r)}_j ↑ I^{(r)}_j , Ĳďé ę i^{(r)}_l ĲåďŸă ęğęăęľŻãğęńĲ ŻĲåąńđł ńęň ľňďæćęň I^{(r)}_j ğęň ŻĲď ğĲĺăâőĲńŸă ľńđď Ÿąęćęň§åŸ Seq^{(r)}_j ↑ I^{(r)}_j , Ź. âľńà æńă |Seq^{(r)}_j ↑ I^{(r)}_j | = |I^{(r)}_j |, ąŸă âľńà Seq^{(r)}_j ↑ I^{(r)}_j = i_f . . .i_l. ŠæńĲ, i^{(r)}_f := i_f ąŸă i^{(r)}_l := i_l.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ğĲĺăŽĺŸŋã ńđł ąŸńŸľąĲňãł ńęň Żăąńçęň G^{(r)}_j , ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r, 1 ≤ r ≤ d/2. • Őă ľçďęŻęă i^{(r)}_f ąŸă i^{(r)}_l čęăĺáİęďńŸă čăŸ Ÿąčã e^{(r)}_{il} čĲ őàĺđńăąæńđńŸ cap(e^{(r)}_{il} ) = 2b_r +p_r/2,

• ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ I^{(r)}_j \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, ęă ľçďęŻęă i^{(r)}_f ąŸă i čęăĺáİęďńŸă čăŸ Ÿąčã e^{(r)}_i čĲ őàĺđńăąæńđńŸ cap(e^{(r)}_i ) = 2b_r + p_r.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă Ÿŋęç Żçę ľçďęŻęă ĲěáŽęďńŸă Ÿğæ ńę S_j ľĲ ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ ńăł d/2 ŋáľĲăł, æćĲł ęă ľçďęŻęă ńęň S_j §Ÿ ľňččĲńâőęňď ńĲćăąéł ľńđď ąŸńŸľąĲňã.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 130 7.1.2 ŔŸĺáŻĲăŽčŸ ŔĲĺăŽĺáŋęňčĲ âďŸ ŸďŸćňńăąæ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ĲğăŻĲåěęňčĲ ńęď ńĺæğę ąŸńŸľąĲňãł ńęň ŽĲďăąęç Żăąńçęň. ëľńà æńă d = 6 ąŸă n = 12. ĞĲàĺęçčĲ ńđď (áğĲăĺđ) Ÿąęćęň§åŸ Elev = 1, 2, . . ., 11, 12, 12, 11, . . ., 2, 1, 1, 2, . . ., 11, 12, 12, 11, . . ., 2, 1, . . . . ĽŸńŸľąĲňáİęňčĲ ńę Żåąńňę G = G(Elev) = (V (Elev), E(Elev)), ľŸď ľňďáĺńđľđ ńđł Ÿąęćęň- §åŸł Elev čĲ ľçďęćę ľňďæŻàď S = {S_1, . . ., S_{12}} ľńę G. ČăŸăĺęçčĲ ńđď S ľĲ 12/6 = 2 ľňčğćâŽčŸńŸ S_1 ąŸă S_2, ğęň ńę ąŸ§âďŸ ğĲĺăâőĲă âěă ľňďæŻęňł, âńľă éľńĲ S_1 = {S_1, . . ., S_6} ąŸă

S_2 = {S_7, . . ., S_{12}}. ëľńà p = 10, âńľă éľńĲ b_1 = 0 ąŸă p_1 = 2^{10} = 1024.

ĆăŸ ńđď ğĺéńđ ŋáľđ, æğęň r = 1 âőęňčĲ æńă I^{(1)}_1 = S_1, ąŸă

Elev^{(1)}_1 = Elev | S_1 = 1, 2, . . ., 6, 6, 5, . . ., 1, 1, 2, . . ., 6, 6, 5, . . ., 1, . . ., 1, 2, . . ., 6, 6, 5, . . ., 1, . . . . ŚňďĲğéł, Elev^{(1)}_1 ↓ S^{(1)}_1 = 1, 2, . . ., 6, âńľă éľńĲ f^{(1)}_1 = 1 ąŸă l^{(1)}_1 = 6. Śńđ ľňďâőĲăŸ ğĲĺăŽĺáŋęňčĲ ńđď ąŸńŸľąĲňã ńęň ňğęŻăąńçęň G^{(1)}_1 :

• ęă ľçďęŻęă 1 ąŸă 6 čęăĺáİęďńŸă ńđď Ÿąčã e^{(1)}_6 čĲ őàĺđńăąæńđńŸ cap(e^{(1)}_6 ) = 2b_1 + p_1/2 = 512.

• ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ {2, 3, 4, 5}, ęă ľçďęŻęă 1 ąŸă i čęăĺáİęďńŸă ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i čĲ őàĺđńăąæńđńŸ cap(e^{(1)}_i ) = 2b_1 + p_1 = 1024.

Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, I^{(1)}_2 = S_2 ąŸă

Elev^{(1)}_2 = Elev | S_2 = 7, 8, . . ., 12, 12, 11, . . ., 7, 7, 8, . . ., 12, 12, 11, . . ., 7, . . ., 7, 8, . . ., 12, . . . . ŚňďĲğéł, Elev^{(1)}_2 ↓ S^{(1)}_2 = 7, 8, . . ., 12, âńľă éľńĲ f^{(1)}_2 = 7 ąŸă l^{(1)}_2 = 12. Ę ąŸńŸľąĲňã ńęň ňğęŻăąńçęň G^{(1)}_2 ŽåďĲńŸă čĲ ğŸĺæčęăę ńĺæğę:

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 131

• ęă ľçďęŻęă 7 ąŸă 12 čęăĺáİęďńŸă ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{12} čĲ őàĺđńăąæńđńŸ cap(e^{(1)}_{12} ) = 2b_1 + p_1/2 = 512.

• ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ {8, 9, 10, 11}, ęă ľçďęŻęă 7 ąŸă i čęăĺáİęďńŸă ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i čĲ őàĺđńăąæńđńŸ cap(e^{(1)}_i ) = 2b_1 + p_1 = 1024.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ğĲĺăŽĺŸŋã ńđł ŻĲçńĲĺđł ŋáľđł, æğęň r = 2. ŔĺęŋŸďéł, I^{(2)}_1 = I^{(1)}_1 \ {1, 6} = {2, 3, 4, 5} ąŸă

Elev^{(2)}_1 = (Elev^{(1)}_1 ↓ I^{(1)}_1 ) | I^{(2)}_1 = 5, 4, 3, 2, 2, 3, 4, 5, 5, 4, 3, 2, 2, 3, 4, 5, . . ., 5, 4, 3, 2, 2, 3, 4, 5, . . . . ŚňďĲğéł, Elev^{(2)}_1 ↑ I^{(2)}_1 = 5, 4, 3, 2, âńľă éľńĲ f^{(2)}_1 = 5 ąŸă l^{(2)}_1 = 2. ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ğĲĺăŽĺŸŋã ńđł ąŸńŸľąĲňãł ńęň ňğęŻăąńçęň G^{(2)}_1 :

• ęă ľçďęŻęă 5 ąŸă 2 čęăĺáİęďńŸă čăŸ Ÿąčã e^{(2)}_2 čĲ őàĺđńăąæńđńŸ cap(e^{(2)}_2 ) = 2b_2 + p_2/2 = 1152.

• ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ {3, 4}, ęă ľçďęŻęă 5 ąŸă i čęăĺáİęďńŸă čăŸ Ÿąčã e^{(2)}_i čĲ őàĺđńăąæńđńŸ cap(e^{(2)}_i ) = 2b_2 + p_2 = 1280.

Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, I^{(2)}_2 = I^{(1)}_2 \ {7, 12} = {8, 9, 10, 11} ąŸă

Elev^{(2)}_2 = (Elev^{(1)}_2 ↓ I^{(1)}_2 ) | I^{(2)}_2

= 11, 10, 9, 8, 8, 9, 10, 11, 11, 10, 9, 8, 8, 9, 10, 11, . . ., 11, 10, 9, 8, 8, 9, 10, 11, . . . .

ŚňďĲğéł, Elev^{(2)}_2 ↑ I^{(2)}_2 = 11, 10, 9, 8, âńľă éľńĲ f^{(2)}_2 = 11 ąŸă l^{(2)}_2 = 8. ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ğĲĺăŽĺŸŋã ńđł ąŸńŸľąĲňãł ńęň ňğęŻăąńçęň G^{(2)}_2 :

• ęă ľçďęŻęă 11 ąŸă 8 čęăĺáİęďńŸă čăŸ Ÿąčã e^{(2)}_8 čĲ őàĺđńăąæńđńŸ cap(e^{(2)}_8 ) = 2b_2 + p_2/2 = 1152.

• ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ {9, 10}, ęă ľçďęŻęă 11 ąŸă i čęăĺáİęďńŸă čăŸ Ÿąčã e^{(2)}_i čĲ őàĺđńăąæńđńŸ cap(e^{(2)}_i ) = 2b_2 + p_2 = 1280.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 132

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ńĺåńđ ŋáľđ ľńđď ęğęåŸ r = 3. ŔĺęŋŸďéł, I^{(3)}_1 = I^{(2)}_1 \ {2, 5} = {3, 4} ąŸă Elev^{(3)}_1 = (Elev^{(2)}_1 ↓ I^{(2)}_1 ) | I^{(3)}_1 = 3, 4, 4, 3, 3, 4, 4, 3, . . ., 3, 4, 4, 3, . . . . ŚňďĲğéł, Elev^{(3)}_1 ↑ I^{(3)}_1 = 3, 4, âńľă éľńĲ f^{(3)}_1 = 3 ąŸă l^{(3)}_1 = 4. ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ğĲĺăŽĺŸŋã ńđł ąŸńŸľąĲňãł ńęň ňğęŻăąńçęň G^{(3)}_1 :

• ęă ľçďęŻęă 3 ąŸă 4 čęăĺáİęďńŸă čăŸ Ÿąčã e^{(3)}_4 čĲ őàĺđńăąæńđńŸ cap(e^{(3)}_4 ) = 2b_3 + p_3/2 = 2 · 640 + 64/2 = 1312.

Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, I^{(3)}_2 = I^{(2)}_2 \ {8, 11} = {9, 10}, ąŸă

Elev^{(3)}_2 = (Elev^{(2)}_2 ↓ I^{(2)}_2 ) | I^{(3)}_2 = 9, 10, 10, 9, 9, 10, 10, 9, . . ., 9, 10, 10, 9, . . . . ŚňďĲğéł, Elev^{(3)}_2 ↑ I^{(3)}_2 = 9, 10. ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ğĲĺăŽĺŸŋã ńđł ąŸńŸľąĲňãł ńęň ňğęŻăąńçęň G^{(3)}_2 :

• ęă ľçďęŻęă 9 ąŸă 10 čęăĺáİęďńŸă čăŸ Ÿąčã e^{(3)}_{10} čĲ őàĺđńăąæńđńŸ cap(e^{(3)}_{10} ) = 2b_3 + p_3/2 = 2 · 640 + 64/2 = 1312.

Šę Żåąńňę G(Elev) ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńę ŚőãčŸ 7-1.

7.1.3 Ăğćâł ĹŻăæńđńĲł ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ r, 1 < r ≤ d/2, ńę ľçďęćę I^{(r)}_j ŻĲď ğĲĺăâőĲă ęçńĲ ńę i^{(r−1)}_f ęçńĲ ńę i^{(r−1)} l . Ďŋæľęď I^{(d/2)}_j ⊂ I^{(d/2−1)}_j ⊂ . . . ⊂ I^{(1)}_j , ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ r^′, r < r^′ ≤ d/2, ńę ľçďęćę I^{(r′)}_j ŻĲď ğĲĺăâőĲă ęçńĲ ńę i^{(r−1)}_f ęçńĲ ńę i^{(r−1)}_l . Ďğęčâďàł, ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň Żăąńçęň G^{(r′)}_j , r ≤ r^′ ≤ d/2, âőęňčĲ áčĲľŸ:

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 133

ŚőãčŸ 7-1: Šę Żåąńňę G(Elev)

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 134

ŔĺæńŸľđ 7.2 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ r, æğęň 1 < r ≤ d/2, ąŸă ąá§Ĳ ŻĲåąńđ r^′ ńâńęăęď éľńĲ r ≤ r^′ ≤

d/2, ęçńĲ ńę i^{(r−1)}_f ęçńĲ ńę i^{(r−1)}_l őĺđľăčęğęăęçď ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã ńęň ľňďæćęň E^{(r′)}_j .

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă đ őàĺđńăąæńđńŸ ąá§Ĳ Ÿąčãł ľńę E^{(r)}_j ěĲğĲĺďá ńđď őàĺđńăąæńđńŸ ęğęăŸľŻãğęńĲ Ÿąčãł ľńę E^{(r−1)}_j .

ŔĺæńŸľđ 7.3 ëľńà æńă e^{(r)} ąŸă e^{(r−1)} ĲåďŸă ęğęăĲľŻãğęńĲ Ÿąčâł ľńę E^{(r)}_j ąŸă E^{(r−1)}_j , ŸďńåľńęăőŸ. ŠæńĲ,

cap(e^{(r)}) > cap(e^{(r−1)}) .

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň Żăąńçęň, ăľőçĲă æńă cap(e^{(r)}) ≥ 2b_r + p_r/2 ąŸă cap(e^{(r−1)}) ≤ 2b_{r−1} + p_{r−1}. ŚňďĲğéł, ŸĺąĲå ďŸ ŻĲåěęňčĲ æńă 2 b_r + p_r/2 > 2 b_{r−1} + p_{r−1}. ŔĺęŋŸďéł,

2b_r + p_r 2 = 2 ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) + p_r 2 (Ĳě ęĺăľčęç ńęň b_r) = 2b_{r−1} + p_{r−1} + p_r 2 > 2b_{r−1} + p_{r−1} (ĲğĲăŻã p_r ≥ 0) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

7.2 ŇńĲńĲĺčăďăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă Ţàĺåł Ćďéľđ

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ ğŸĺęňľăáİęňčĲ âďŸ ąáńà æĺăę åľę čĲ ˙(dn) ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ąá§Ĳ ďńĲńĲĺčăďăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł ğęň ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ ąŸă ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň. Ę ŸğæŻĲăěđ őĺđľăčęğęăĲå ńę Żåąńňę ńęň ęğęåęň đ ąŸńŸľąĲňã ğĲĺăŽĺáŋńđąĲ ľńđď ĎďæńđńŸ 7.1.

ĞĲéĺđčŸ 7.1 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ďńĲńĲĺčăďăľńăąæł, ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğęň ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ ąŸă ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 135

ĲćŸőåľńęň. ŠæńĲ,

UAlg ≥ dn 4 + n 2 . ĂğæŻĲăěđ: ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă UAlg(⟨G(Sched), S⟩) = dn/4 + n/2 . ĆăŸ ďŸ ńę ŸğęŻĲåěęňčĲ, ňğęćęŽåİęňčĲ ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ UAlg(⟨G(Sched), S_j⟩) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçčğćĲŽčŸ S_j, j ≥ 1, ąŸă Ÿ§ĺęåİęňčĲ ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ŽăŸ æćŸ ńŸ ľňčğćâŽčŸńŸ. ĆăŸ ńę ćæŽę Ÿňńæ, ĲğăąĲďńĺéďęňčĲ ńđď ğĺęľęőã čŸł ľńđď ĲąńâćĲľđ α ńęň Alg ľńę Żåąńňę G_j(Sched | S_j). Ůľńæľę, ŽăŸ ćæŽęňł ŸğćæńđńŸł, ğŸĺŸćĲåğęňčĲ ąŸńá čãąęł ńđł ŸğæŻĲăěãł čŸł, ńę ŻĲåąńđ j ńęň ľňčğćâŽčŸńęł.

ŐĺåİęňčĲ ńđď Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ąŸńŸľńáľĲăł Q^{(0)}, Q^{(1)}, . . . àł Ÿąęćęç§àł. Q^{(0)} = Q_0 ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ r ≥ 1 ńâńęăęď éľńĲ l_r < ∞, Q^{(r)} = Q_{lr} . ŃăćéďńŸł čđ Ÿňľńđĺá, đ Q^{(r)} ĲåďŸă đ ńĲćĲňńŸåŸ ąŸńáľńŸľđ ľńđď ŋáľđ ĲąńâćĲľđł α^{(lr)} ńđł α. ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ r ≥ 1 ńâńęăęď éľńĲ l_r < ∞, ęĺåİęňčĲ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f ďŸ ĲåďŸă đ ğĺéńđ ąŸńáľńŸľđ ľńđ ŋáľđ ĲąńâćĲľđł α^{(lr)} ľńđď ęğęåŸ đ ľçďęŻęł ğęň ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď Q^{(r)}_f ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľçďęŻęł ľńđď ąŸńáľńŸľđ^{−→}Q^{(r−1)}. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ę ńĺæğęł ąŸńŸľąĲňãł ńęň Żąńçęň G(Sched) ňğęŻđćéďĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŋáľđ ĲąńâćĲľđł α^{(lr)}, đ ľçďęŻęł i^{(r)}_f ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f .

Šę ŹŸľăąæńĲĺę čâĺęł ńđł ŸğæŻĲăěđł ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ ńę Ÿąæćęň§ę ńĲőďăąæ ćãččŸ.

ŁãččŸ 7.1 ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r, 1 ≤ r ≤ d/2, ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ:

(1) l_r < ∞,

(2) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r−1)} ,

(Ÿ) Ÿď i ∈ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, ńæńĲ r_Q(r) (S_i) = b_r + p_r/4, ąŸă (Ź) Ÿď i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, ńæńĲ r_Q(r) (S_i) = b_r + p_r/2,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 136

(3) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r−1)} ăľőçĲă æńă i ∈ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l } Ÿď ąŸă čæďę Ÿď

i ∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}) ,

(4) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ ≤ r, ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′)}_i ,

(Ÿ) residual_Q(r) (e^{(r′)}_i ) ≥ p_r/4, ąŸă (Ź) FS −→_{Q(r)} (e^{(r′)}_i ) ≥ b_r + 3p_r/4.

Šę ŁãččŸ 7.1 ŸğęŻĲăąďçĲă æńă đ ąŸńáľńŸľđ^{−→}Q^{(r−1)} ęĺåİĲńŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ r ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r ≤ d/2, Ĳďé ğŸĺáććđćŸ ŸďŸŋâĺĲńŸă ľńăł ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ńđł ąŸńáľńŸľđł^{−→}Q^{(r−1)}. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, đ ľňď§ãąđ (1) ńęďåİĲă æńă æćĲł Ÿňńâł ęă ľçďęŻęă ŻĺęčęćęŽęçďńŸă ŽăŸ Ĳďđčâĺàľđ ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńđł ŋáľđł ĲąńâćĲľđł α^{(lr)}, Ĳďé đ ľňď§ãąđ (2) ąŸ§ęĺåİĲă ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľãł ńęňł ľńę ńâćęł ńđł ŋáľđł α^{(lr)}. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, đ ľňď§ãąđ (3) ĲğăŻĲăąďçĲă ńăł ľňďæŻęňł ğęň ŸğĲďĲĺŽęğęăęçďńŸă ľńđ ŋáľđ ĲąńâćĲľđł α^{(lr)}, Ĳďé đ ľňď§ãąđ (4) ğŸĺâőĲă âďŸ ąáńà æĺăę ľńđď ĲćĲç§Ĳĺđ őàĺđńăąæńđńŸ ąŸă ńę ăľęčĲĺåŻăę ąá§Ĳ Ÿąčãł. ŔŸĺâőęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ŁãččŸńęł 7.1.

ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ĲğŸŽàŽã ľńę r. ŊĲąăďáčĲ čĲ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł, æğęň r = 1.

Ąáľđ ĎğŸŽàŽãł (ŁãččŸ 7.1) ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ğĺéńŸ ńđ ľňď§ãąđ (1). ŃĲ ŸğŸŽàŽã ľĲ áńęğę. Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ áńęğę, æńă l_1 = ∞. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň Żăąńçęň G(Sched), ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ E(Sched) ăľőçĲă æńă cap(e) > 0. Ďě ęĺăľčęç ńęň l_1, ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ľçďęŻęł i ∈ A_{Q0} , ńâńęăŸ éľńĲ ę ŻĲåąńđł i ŻĲď ĲčŋŸďåİĲńŸă ľńđď α. ŚňďĲğéł, đ ľçďęŻęł S_i ŻĲ ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ŽăŸ Ĳďđčâĺàľđ ľńđď α. Ďě ęĺăľčęç ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, Ÿňńæ ňğęŻđćéďĲă æńă ę ńĲćăąæł ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł S_i ğŸĺŸčâďĲă čđŻâď ľńđď α, ńę ęğęåę âĺőĲńŸă ľĲ Ÿďńå§Ĳľđ čĲ ńđď ňğæ§Ĳľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň. ŚňďĲğáŽĲńŸă Ĳğęčâďàł æńă l_1 < ∞, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 137

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńàď ňğæćęăğàď ľňď§đąéď. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ğĺéńŸ ńęď Ÿąæćęň§ę ăľőňĺăľčæ ğęň ŸďŸŋâĺĲńŸă ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f . ŁãččŸ 7.2 ĆăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ: (1) r_Q(1)_f (S_i(1)_f ) = 2b_1 + p_1/2, (2) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f }, r_Q(1)_f (S_i) = 0, (3) FS_Q(1)_f (e^{(1)}_{i(1)l} ) = b_1 + p_1/4, (4) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, FS_Q(1)_f (e^{(1)}_i ) = b_1 + p_1/2, (5) đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď Q^{(1)}_f , (6) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} , i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(1)}_f ).

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ęă ľňď§ãąĲł (1) ąŸă (2) ąŸ§ęĺåİęňď ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f , Ĳďé ęă ľňď§ãąĲł (3) ąŸă (4) ąŸ§ęĺåİęňď ńŸ ŸďńåľńęăőŸ ăľęčĲĺåŻăŸ ńàď Ÿąčéď ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ Ÿňńâł ńăł ľňďæŻęňł ľńđ ŋáľđ 1. Ę ľňď§ãąđ (5) ĲŽŽňáńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)f} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f , Ĳďé đ ľňď§ãąđ (6) ňğęŻđćéďĲă æńă ŻĲ ľňčŹŸåďĲă ąŸčăá ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ľńę ľçďęćę ńàď ľňďæŻàď Ÿňńéď. ŔŸĺŸńđĺãľńĲ æńă Ĳŋæľęď æćĲł ęă ľçďęŻęă ĲåďŸă ĲďĲĺŽâł ľńđď Ÿĺőăąã ąŸńáľńŸľđ Q_0, đ ğĺéńđ ľçďęŻęł ğĺęł ŻĺęčęćæŽđľđ ĲåďŸă ĲďĲĺŽã, âńľă éľńĲ Q^{(1)}_f = Q_1. ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ŁãččŸńęł 7.2. ĂğæŻĲăěđ: Ăĺőăąá ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńđ ľňď§ãąđ (1). ŁæŽà ąŸńŸľąĲňãł ńęň Żăąńçęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(1)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} , Ĳďé, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, őĺđľăčęğęăĲå Ĳğåľđł ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i . Ďğăğćâęď, Ÿğæ ńę ŔæĺăľčŸ 7.2, đ i^{(1)}_f ŻĲ őĺđľăčęğęăĲå ąŸčăá áććđ Ÿąčã ńęň Żăąńçęň. ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńęď ňğęćęŽăľčæ ńàď ŸďŸľőđčŸńăľńăąéď ŸňěãľĲàď ŽăŸ ńđ ľçďęŻę i^{(1)}_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_0, ğęň ĲğăŹáććęďńŸă Ÿğæ ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå.

ŔĺęŋŸďéł,

´_{Q0} (i^{(1)}_f , e^{(1)}_{i(1)l} ) = cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) = 2b_1 + p_1/2 ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 138

Ĳďé ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l } ăľőçĲă æńă

´_{Q0}(i^{(1)}_f , e^{(1)}_i ) = cap(e^{(1)}_i ) = 2b_1 + p_1 .

ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ´_{Q0} (i^{(1)}_f ) âőęňčĲ æńă ´_{Q0} (i^{(1)}_f ) = min{2b_1 + p_1/2, 2b_1 + p_1} = 2b_1 + p_1/2. êĺŸ, ę ęĺăľčæł ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r_Q(1)_f (i^{(1)}_f ) = r_{Q0} (i^{(1)}_f ) + ´_{Q0} (i^{(1)}_f ) = 0 + 2b_1 + p_1/2 = 2b_1 + p_1/2. Ăňńæ ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (1).

ĆăŸ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł (2), §ĲàĺęçčĲ čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f }. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ğĺęąçğńĲă æńă r_Q(1)_f (i) = min{r_{Q0} (i), r_Q(1)_f (i^{(1)}_f )} = min{0, 2b_1 + p_1/2} = 0, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł (3). ŔĺęŋŸďéł,

FS_Q(1)_f (e^{(1)}_{i(1)l} ) = cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) − allot_Q(1)_f (e^{(1)}_{i(1)l} )

|AQ(1)_f | e^{(1)} i^{(1)}_l |

= cap(e^{(1)}_{i(1)l} )

|AQ_0 | e^{(1)}

i^{(1)}_l | (ĲğĲăŻã Term(⟨G(Sched), S⟩, Q_0) = ∅) = 2b_1 + p_1/2 2 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched)) = b_1 + p^1 4 , ńę ęğęåę ŸğęŻĲăąďçĲă ńđď (3).

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď (4). ĞĲàĺęçčĲ čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \

{i^{(1)}f , i^{(1)}l }. ŔĺęŋŸďéł,

FS_Q(1)_f (e^{(1)}_i ) = cap(e^{(1)}_i ) − allot_Q(1)_f (e^{(1)}_i )

|AQ(1)_f | e^{(1)}i |

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 139 = cap(e^{(1)}_i )

|AQ_0 | e^{(1)}i |

(ĲğĲăŻã Term(⟨G(Sched), S⟩, Q_0) = ∅) = 2b_1 + p_1 2 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched)) = b_1 + p_1 2 , ńę ęğęåę ŸğęŻĲăąďçĲă ńđď (4).

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď (5). ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ęă ľçďęŻęă i^{(1)}_f ąŸă i^{(1)}_l őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} . ĎěĲńáİęňčĲ Ÿĺőăąá ńđ ľçďęŻę i^{(1)}_f . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), Ĳąńæł Ÿğæ ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} , đ ľçďęŻęł i^{(1)}_f őĺđľăčęğęăĲå, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i . ŔĺęŋŸďéł,

MFS_Q(1)_f (S_i(1)_f ) = min{FS_Q(1)_f (e^{(1)}_{i(1)l} ), min ⋃ i∈A_{Q0} \{i^{(1)}_f ,i^{(1)}_l }

{FS_Q(1)_f (e^{(1)}_i )}}

= min{b_1 + p^1 4 , b_1 + p_1 2^} (ćæŽà ľňď§đąéď (3) ąŸă (4)) = b_1 + p_1 4 , âńľă éľńĲ MFS_Q(1)_f (S_i(1)_f ) = FS_Q(1)_f (e^{(1)}_{i(1)l} ).

ĎěĲńáİęňčĲ ńéĺŸ ńđ ľçďęŻę i^{(1)}_l . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ i^{(1)}_l őĺđľăčęğęăĲå čæďę ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} , âńľă éľńĲ MFS_Q(1)_f (S_i(1)_l ) = FS_Q(1)_f (e^{(1)}_{i(1)l} ).

Ăŋęç MFS_Q(1)_f (S_i(1)_f ) = FS_Q(1)_f (e^{(1)}_{i(1)l} ) ąŸă MFS_Q(1)_f (S_i(1)_l ) = FS_Q(1)_f (e^{(1)}_{i(1)l} ), ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f , ńę ęğęåę ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (5).

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (6). Ăĺőăąá ĲğŸćđ§ĲçęňčĲ æńă ąŸčăá Ÿąčã Ÿğæ Ÿňńâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå đ ľçďęŻęł i^{(1)}_f ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńęď ńĲĺčŸńăľčæ ńđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f .

ĎěĲńáİęňčĲ Ÿĺőăąá ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} . Ăğæ ńđ ľňď§ãąđ (1) ăľőçĲă æńă r_Q(1)_f (i^{(1)}_f ) = 2b_1 + p_1/2,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 140

Ĳďé Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (3) âőęňčĲ FS_Q(1)_f (e^{(1)}_{i(1)l} ) = b_1 +p_1/4. ŚňďĲğéł, r_Q(1)_f (i^{(1)}_f ) − FS_Q(1)_f (e^{(1)}_{i(1)l} ) = b_1 + p_1/2. Ďŋæľęď b_1 ≠ 0 ąŸă p_1 ≠ 0, ăľőçĲă æńă r_Q(1)_f (i^{(1)}_f ) ≠ FS_Q(1)_f (e^{(1)}_{i(1)l} ). ĎğĲăŻã ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, Ÿňńæ ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň i^{(1)}_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f .

ĎěĲńáİęňčĲ ńéĺŸ ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i , ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }. ĹľőçĲă æńă MFS_Q(1)_f (S_i(1)_f ) = b_1 + p_1/4, Ĳďé Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (4) ĲåďŸă FS_Q(1)_f (e^{(1)}_i ) = b_1 + p_1/2. Ăŋęç p_1 ≠ 0, Ÿňńæ ľňďĲğáŽĲńŸă ğàł MFS_Q(1)_f (S_i(1)_f ) ≠ FS_Q(1)_f (e^{(1)}_i ). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ čăŸł Ÿąčãł ľňčŋæĺđľđł, âőęňčĲ Ĳğęčâďàł æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f . ĎğĲăŻã ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň i^{(1)}_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f .

Ůľńæľę, ńę ŔæĺăľčŸ 7.2 ĲŽŽňáńŸă æńă đ ľçďęŻęł i^{(1)}_f ŻĲď őĺđľăčęğęăĲå ąŸčăá áććđ Ÿąčã. êĺŸ, ăľőçĲă æńă i^{(1)}_f ∉ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(1)}_f ).

Ę ľňď§ãąđ (2) ĲŽŽňáńŸă æńă ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ńàď ňğęćęåğàď ľňďæŻàď ğŸĺŸčâďęňď 0 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f . êĺŸ, ąŸčăá Ÿğæ Ÿňńâł ńăł ľňďæŻęňł ŻĲď ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f , Ÿŋęç ŻăŸŋęĺĲńăąá §Ÿ ŻăŸńđĺęçľĲ ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľãł ńđł åľę čĲ čđŻâď ğęň âĺőĲńŸă ľĲ ŸďńåŋŸľđ čĲ ńęď ęĺăľčæ ńđł ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň. Ăňńæ ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (6).

ĎğăľńĺâŋęňčĲ ľńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ŁãččŸńęł 7.1.

ŐĺåİęňčĲ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} ďŸ ĲåďŸă đ ğĺéńđ ąŸńáľńŸľđ ľńđď ęğęåŸ ąáğęăŸ ĲďĲĺŽã ľçďęŻęł ľńđď Ÿĺőăąã ąŸńáľńŸľđ Q_0, ŻăŸŋęĺĲńăąã Ÿğæ ńđď i^{(1)}_f , ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ŽăŸ Ĳďđčâĺàľđ čğĺęľńá Ÿğæ ńđď Q^{(1)}_{ff} ľńđď ĲąńâćĲľđ α. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă Ĳŋæľęď l_1 < ∞, đ Q^{(1)}_{ff} ğĺęđŽĲåńŸă ńđł Q^{(1)} ľńđ ŋáľđ ĲąńâćĲľđł α^{(l1)}. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, đ Q^{(1)}_f ğĺęđŽĲåńŸă ńđł Q^{(1)}_{ff} ľńđ ŋáľđ ĲąńâćĲľđł α^{(l1)}. Ő ĲğæčĲďęł Ÿğćæł ăľőňĺăľčæł ŸğęŻĲăąďçĲă æńă ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f ąŸă čâőĺă ńđď Q^{(1)}_{ff} , ąŸčăá ŸććŸŽã ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ąŸă ľńđď ąŸńáľńŸľđ ńàď ľňďæŻàď ŻĲď ĲåďŸă ŻňďŸńã.

ŁãččŸ 7.3 ëľńà æńă S_i ĲåďŸă čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻęł. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ Q^{(1)}_f^α−→ Q^α−→ Q^{(1)}_{ff} ăľőçĲă æńă r_Q(S_i) = r_Q(1)_f (S_i), ąŸă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q).

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 141

ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł Q^{(1)}_{ff} , đ ľçďęŻęł ğęň ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă đ S_i(1)_f . ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ĲğŸŽàŽã ľńđď Q.

ĆăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł âőęňčĲ æńă Q = −→ Q^{(1)}_f . Šę ŁãččŸ 7.2(1) ĲŽŽňáńŸă æńă r_Q(1)_f (S_i(1)_f ) = 2b_1 + p_1/2. Ďğăğćâęď, ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched) ĲåďŸă cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) = 2b_1 + p_1/2. Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł (ľňď§ãąĲł (1) ąŸă (2)), ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ´_Q(1)_f (i^{(1)}_f , e^{(1)}_{i(1)l} ) = 0, âńľă éľńĲ ´_Q(1)_f (i^{(1)}_f ) = 0. êĺŸ, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_Q(1)_f , ăľőçĲă æńă r_Q(S_i) = r_Q(1)_f (S_i), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă. Ďğăğćâęď, Ÿŋęç ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ąŸă đ ľňď§ãąđ ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđł ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ĲěŸĺńáńŸă ŸğęąćĲăľńăąá Ÿğæ ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď, ńę ŁãččŸ 7.2(6) ňğęŻđćéďĲă áčĲľŸ æńă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Şğę§âńęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ Q^{(1)}_f^α−→ Q^α−→ ←− Q^{(1)}_{ff} ăľőçĲă æńă r_Q(S_i) = r_Q(1)_f (S_i) ąŸă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q). ĆăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ §ĲàĺęçčĲ ńđď ąŸńáľńŸľđ^{−→}Q .

Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ąŸă ńę ŁãččŸ 7.2 (1) âőęňčĲ æńă r_Q(S_i(1)_f ) = r_Q(1)_f (S_i(1)_f ) = 2b_1 + p_1/2. Ďğăğćâęď, ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ĲåďŸă cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) = 2b_1 + p_1/2. Ďğęčâďàł, ę ęĺăľčæł ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł (ľňď§ãąĲł (1) ąŸă (2)), ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ´_Q(i^{(1)}_f , e^{(1)}_{i(1)l} ) = 0, âńľă éľńĲ ´_Q(i^{(1)}_f ) = 0. Ďğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_Q ĲåďŸă r−→_Q (S_i) = r_Q(S_i). Ůľńæľę, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ăľőçĲă æńă A_Q = A_Q(1)_f ąŸă r_Q(S_i) = r_Q(1)_f (S_i). êĺŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_Q(1)_f âőęňčĲ r−→_Q (S_i) = r_Q(1)_f (S_i), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ÿŋęç ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ąŸă đ ľňď§ãąđ ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđł ńàď ŸćŽęĺå§čàď Ÿňńéď ĲěŸĺńáńŸă ŸğęąćĲăľńăąá Ÿğæ ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď, ńę ŁãččŸ 7.2 (6) ňğęŻđćéďĲă áčĲľŸ æńă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩,^{−→}Q ), ńę ęğęåę ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ĲğŸŽàŽăąęç ŹãčŸńęł.

êńňğŸ, ę ĲğæčĲďęł ăľőňĺăľčæł ğĲĺăŽĺáŋĲă ńę ąćáľčŸ ńđł ŋáľđł ĲąńâćĲľđł α^{(l1)} ńę ęğęåę ěĲąăďá čĲ ńę ŻĲåąńđ ńđł ľňďæŻęň ğęň ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} ąŸă ńĲćĲăéďĲă čĲ ńđď Ÿčâľàł ğĺęđŽęçčĲďđ ąŸńáľńŸľđ Ÿğæ ńđď Q^{(1)}.

ŁãččŸ 7.4 ëľńà æńă đ ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă ńâńęăŸ éľńĲ ←− Q^{(1)}_{ff}^α−→ Q^α−→ Q^{(1)}. ŠæńĲ, ńŸ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 142

Ÿąæćęň§Ÿ ăľőçęňď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q:

(1) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ S |_α (Q_0, Q), r_Q(S_i) = b_1 + p_1/2, (2) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \ S |_α (Q_0, Q), r_Q(S_i) = 0, (3) đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď Q, (4) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď Q, (5) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ > 1 ąŸă Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)}, đ e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď Q, ąŸă (6) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} , i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q).

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ęă ľňď§ãąĲł (1) ąŸă (2) ąŸ§ęĺåİęňď ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Őă ľňď§ãąĲł (3), (4) ąŸă (5) ĲŽŽňéďńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ĲåďŸă đ čæďđ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, Ĳďé đ ľňď§ãąđ (6) ňğęŻđćéďĲă æńă ŻĲď ğĺŸŽčŸńęğęăęçďńŸă ŸğĲďĲĺŽęğęăãľĲăł ńàď ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď. ŔŸĺŸ§âńęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ŁãččŸńęł 7.4.

ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ĲğŸŽàŽã ľńđď Q. ĆăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł âőęňčĲ æńă Q = Q^{(1)}_{ff} .

Ąáľđ ĎğŸŽàŽãł (ŁãččŸ 7.4) Ăĺőăąá, ąŸ§ęĺåİęňčĲ ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ąŸă ńđď ąŸńáľńŸđ ąá§Ĳ ľňďæŻęň ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} .

ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ i^{(1)}_{ff} ńđ ľçďęŻę ğęň ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} . Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ąŸńáľńŸľđł Q^{(1)}_{ff} ľňďĲğáŽĲńŸă æńă i^{(1)}_{ff} ≠ i^{(1)}_f , Ĳďé Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ąŸńáľńŸľđł Q^{(1)}, ĲåďŸă i^{(1)}_{ff} ≠ i^{(1)}_l .

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ i^{(1)}_{ff} őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)ff} , đ ęğęåŸ őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ĳğåľđł Ÿğæ ńđ ľçďęŻę i^{(1)}_f . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched) ĲåďŸă cap(e^{(1)}_{i(1)ff} ) = 2b_1 + p_1. Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.3, ăľőçĲă æńă r ←−_{Q(1)} ff (S_i(1)_f ) = r_Q(1)_f (S_i(1)_f ) ąŸă r ←−_{Q(1)} ff (S_i(1)_{ff} ) =

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 143

r_Q(1)_f (S_i(1)_{ff} ). Šę ŁãččŸ 7.2 (1) ąŸă (2) ňğęŻđćéďĲă æńă r ←−_{Q(1)} ff (S_i(1)_f ) = 2b_1 +p_1/2 ąŸă r ←−_{Q(1)} ff (S_i(1)_{ff} ) = 0. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł âőęňčĲ

´ ←−_{Q(1)} ff (i^{(1)}_{ff} , e^{(1)}_{i(1)ff} ) = 1 2 cap(e_i(1)_{ff} ) − r ←−_{Q(1)} ff (S_i(1)_{ff} ) = 1 2 cap(e_i(1)_{ff} ) − 0 = 1 2 (2 b_1 + p_1) (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched)) = b_1 + p_1 2 . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ S_i(1)_{ff} őĺđľăčęğęăĲå Ĳğåľđł, ľĲ ąáğęăŸ ŋáľđ r^′, ńđď Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)}, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ > 1. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ĳğåľđł Ÿğæ ąáğęăŸ áććđ ľçďęŻę i /∈ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }. Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.3 ăľőçĲă æńă r ←−_{Q(1)} ff (S_i) = r_Q(1)_f (S_i), Ĳďé Ÿğæ ńęď ŁãččŸ 7.2 (2) âőęňčĲ r_Q(1)_f (S_i) = 0.

ŚňďĲğáŽĲńŸă æńă r ←−_{Q(1)} ff (S_i) = 0. Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ŸďŸľőđčŸńăľńăąãł Ÿçěđľđł

ŽăŸ ńđď S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ ←− Q^{(1)}_{ff} , ğęň ĲğăŹáććĲńŸă Ÿğæ ńđď Ÿąčã e^{(r′)} ąŸă Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ´ ←−_{Q(1)} ff (i^{(1)}_{ff} , e^{(r′)}) = cap(e^{(r′)}) − r ←−_{Q(1)} ff (S_i(1)_{ff} ) = cap(e^{(r′)}).

Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 7.3 ĲåďŸă cap(e^{(r′)}) > cap(e^{(1)}_{i(1)ff} ) = 2b_1 + p_1. ŚňďĲğéł, ´ ←−_{Q(1)} ff (i^{(1)}_{ff} , e^{(r′)}) > 2b_1 + p_1. êĺŸ,

´ ←−_{Q(1)} ff (i^{(1)}_{ff} , e^{(r′)}) − ´ ←−_{Q(1)} ff (i^{(1)}_{ff} , e^{(1)}_{i(1)ff} ) > 2b_1 + p_1 − (b_1 + p_1 2 ) = b_1 + p_1 2 = 2^{p−1} (Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńàď b_1 ąŸă p_1) > 0 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 144

ŚňďĲğéł, ´ ←−_{Q(1)} ff (i^{(1)}_{ff} ) = ´ ←−_{Q(1)} ff (i^{(1)}_{ff} , e^{(1)}_{i(1)ff} ) = b_1 + p_1/2. êĺŸ, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł,

r_Q(1)_{ff} (S_i(1)_{ff} ) = r ←−_{Q(1)} ff (S_i(1)_{ff} ) + ´ ←−_{Q(1)} ff (i^{(1)}_{ff} )

= 0 + b_1 + p_1 2 = b_1 + p_1 2 . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł âőęňčĲ

r ←−_{Q(1)} ff (S_i(1)_f ) = r_Q(1)_{ff} (S_i(1)_{ff} ) ,

âńľă éľńĲ,

r_Q(1)_{ff} (S_i(1)_f ) = b_1 + p_1 2 . ŔĺęŋŸďéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńàď ąŸńŸľńáľĲàď Q^{(1)}_f ąŸă Q^{(1)}_{ff} ğĺęąçğńĲă æńă S |_α (Q^{(1)}_f , Q^{(1)}_{ff} ) =

{i^{(1)}f , i^{(1)}ff }, âńľă éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ S |α (Q^{(1)}f , Q^{(1)}ff ) ăľőçĲă æńă rQ(1)_{ff} (Si) = b_1 + p_1/2,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (1).

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (2). ĞĲàĺęçčĲ čåŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę i ∈

AQ_0 \ S |α (Q^{(1)}f , Q^{(1)}ff ) = AQ_0 \ {i^{(1)}f , i^{(1)}ff }. ŔĺęŋŸďéł,

r ←−_{Q(1)} ff (S_i) = r_Q(1)_f (S_i) (ćæŽà ńęň ŁãččŸńęł 7.3) = 0 (ćæŽà ńęň ŁãččŸńęł 7.2) .

Ďŋæľęď i ≠ i^{(1)}_{ff} , ę ęĺăľčæł ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ňğęŻđćéďĲă áčĲľŸ æńă r_Q(1)_{ff} (S_i) = 0, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńđď (2).

Śńđ ľňďâőĲăŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńđď (3).

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 145

Ĺľőňĺăľčæł 7.1 Ę Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} .

ĂğæŻĲăěđ: Šę ŁãččŸ 7.2 (6) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă A −→_{Q(1)} f = A_{Q0} . ŁæŽà ńęň ŁãččŸńęł 7.3, ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ Q^{(1)}_f^α−→ Q^α−→ Q^{(1)}_{ff} , ąŸă ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} ăľőçĲă æńă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q). Ăňńæ ľňďĲğáŽĲńŸă æńă A_Q(1)_{ff} = A −→_{Q(1)} f = A_{Q0} . Ďğęčâďàł, i^{(1)}_l ∈ A_Q(1)_{ff} .

Ăŋęç, ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ i^{(1)}_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} , ğĺęąçğńĲă æńă e_i(1)_l ∈ AE_Q(1)_{ff} . Ůľńæľę, ćæŽà ńęň ŁãččŸńęł 7.2, đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f . ŚňďĲğéł, đ ŔĺæńŸľđ 4.2(2) ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńđď (3).

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľňď§ãąđ (4).

Ĺľőňĺăľčæł 7.2 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} .

ĂğæŻĲăěđ: Šę ŁãččŸ 7.2 (6) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă A −→_{Q(1)} f = A_{Q0} . ŁæŽà ńęň ŁãččŸńęł 7.3, ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ Q^{(1)}_f^α−→ Q^α−→ Q^{(1)}_{ff} ąŸă ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} ăľőçĲă æńă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q). Ăňńæ ľňďĲğáŽĲńŸă æńă A_Q(1)_{ff} = A −→_{Q(1)} f = A_{Q0} . Ďğęčâďàł, ăľőçĲă æńă i ∈ A_Q(1)_{ff} ąŸă i^{(1)}_f ∈ A_Q(1)_{ff} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(1)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i ąŸă S_i(1)_f . ŚňďĲğéł, A_Q(1)_{ff} | e^{(1)}_i = {i, i^{(1)}_f }, âńľă éľńĲ

FS_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_i ) = cap(e^{(1)}_i ) − allot_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_i ) |AQ(1)_{ff} | e^{(1)}i | = cap(e^{(1)}_i ) − 0 2 (ĲğĲăŻã A_Q(1)_{ff} = A_{Q0} ) = b_1 + p_1 2 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched)) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 146

Ďŋæľęď A_Q(1)_{ff} = A_{Q0} , âőęňčĲ æńă i^{(1)}_f ∈ A_Q(1)_{ff} ąŸă i^{(1)}_l ∈ A_Q(1)_{ff} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸ-

ńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i(1)_f ąŸă S_i(1)_l . Ăňńæ

ľňďĲğáŽĲńŸă æńă A_Q(1)_{ff} | e^{(1)}_{i(1)l} = {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, âńľă éľńĲ

FS_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_{i(1)l} ) = cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) − allot_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_{i(1)l} ) |AQ(1)_{ff} | e^{(1)} i^{(1)}_l |

= cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) − 0 2 (ĲğĲăŻã A_Q(1)_{ff} = A_{Q0} )

= b_1 + p_1 4 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched)) .

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(1)}_f őĺđľăčęğęăĲå ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(1)}_i , ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l } ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã. ŚňďĲğéł,

MFS_Q(1)_{ff} (S_i(1)_f ) = min{FS_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_{i(1)l} ), ⋃ i∈A_{Q0} \{i^{(1)}_f ,i^{(1)}_l }

FS_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_i )}

= min{b_1 + p^1 4 , b_1 + p_1 2^} = b_1 + p_1 4 . Ďğęčâďàł, S_i(1)_f ∈ A_Q(1)_{ff} | e^{(1)}_i Ĳďé

FS_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_i ) − MFS_Q(1)_{ff} (S_i(1)_f ) = b_1 + p_1 2^−

(b_1 + p_1 4 ) = p_1 4 = 2^{p−2} (ćæŽà ńęň ęĺăľčęç ńęň p_1) ≠ 0 , ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} , æğàł

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 147

ŸğŸăńĲåńŸă.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľňď§ãąđ (5).

Ĺľőňĺăľčæł 7.3 ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ > 1 ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)}, đ e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} .

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ąáğęăŸ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, đ ęğęåŸ őĺđľăčęğęăĲå Ĳğåľđł ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i . ŞğęćęŽåİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńŸ ăľęčĲĺåŻăŸ ńàď Ÿąčéď e^{(1)}_i ąŸă e^{(r′)}.

Šę ŁãččŸ 7.2 (6) ňğęŻđćéďĲă æńă A −→_{Q(1)} f = A_{Q0} . Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.3, ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ Q^{(1)}_f^α−→ Q^α−→ Q^{(1)}_{ff} ąŸă ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} ăľőçĲă æńă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q) . Ďğęčâďàł, A_Q(1)_{ff} = A −→_{Q(1)} f = A_{Q0} . êĺŸ ăľőçĲă æńă i ∈ A_Q(1)_{ff} ąŸă i^{(1)}_f ∈ A_Q(1)_{ff} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(1)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i ąŸă S_i(1)_f . ŚňďĲğéł,

AQ(1)_{ff} | e^{(1)}i = {i, i^{(1)}f }, âńľă éľńĲ

FS_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_i ) = cap(e^{(1)}_i ) − allot_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_i ) |AQ(1)_{ff} | e^{(1)}i | = cap(e^{(1)}_i ) − 0 2 (ĲğĲăŻã A_Q(1)_{ff} = A_{Q0} ) = cap(e^{(1)}_i ) 2 . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i ąŸă S_i′ , ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i^′. ŔĺęŋŸďéł, i ∈ A_Q(1)_{ff} ąŸă i^′ ∈ A_Q(1)_{ff} , âńľă éľńĲ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 148

AQ(1)_{ff} | e^(r^{′)} = {i, i^′}. ŚňďĲğéł,

FS_Q(1)_{ff} (e^′) = cap(e^′) − allot_Q(1)_{ff} (e^′) |AQ(1)_{ff} | e^{(′)}| = cap(e^′ − 0 2 (ĲğĲăŻã A_Q(1)_{ff} = A_{Q0} ) = cap(e^′) 2 . ŁæŽà ńđł ŔĺæńŸľđł 7.3 ĲåďŸă cap(e^{(1)}_i ) < cap(e^{(r′)}). Ďğęčâďàł,

FS_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_i ) < FS_Q(1)_{ff} (e^{(r′)}) .

Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă MFS_Q(1)_{ff} (S_i) < FS_Q(1)_{ff} (e^{(r′)}), âńľă éľńĲ đ Ÿąčã e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (5).

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł (6). ĎěĲńáİęňčĲ ěĲőàĺăľńá ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ ńăł ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ľńđď Q_0. ŊĲąăďáčĲ čĲ ńđ ľçďęŻę S_i(1)_f .

Ĺľőňĺăľčæł 7.4 i^{(1)}_f /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(1)}_{ff} ).

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(1)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã

e^{(1)}_{i(1)l} . Ďğăğćâęď, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, đ ľçďęŻęł i^{(1)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã. ĎěĲńáİęňčĲ ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł ěĲőàĺăľńá.

ĎěĲńáİęňčĲ ğĺéńŸ ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} . Ďŋæľęď A_Q(1)_{ff} = A_{Q0} âőęňčĲ i^{(1)}_f ∈ A_Q(1)_{ff} ąŸă i^{(1)}_l ∈

AQ(1)_{ff} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(1)} i^{(1)}_l őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł

ľňďæŻęňł S_i(1)_f ąŸă S_i(1)_l . Ďğęčâďàł, A_Q(1)_{ff} | e^{(1)}_{i(1)l} = {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, âńľă éľńĲ

FS_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_{i(1)l} ) = cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) − allot_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_{i(1)l} ) |AQ(1)_{ff} | e^{(1)} i^{(1)}_l |

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 149

= cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) − 0 2 (ĲğĲăŻã A_Q(1)_{ff} = A_{Q0} ) = b_1 + p_1 4 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched)) .

Ůľńæľę, ćæŽà ńđł (1), ĲåďŸă r_Q(1)_{ff} (S_i(1)_f ) = b_1 + p_1/2, âńľă éľńĲ

r_Q(1)_{ff} (S_i(1)_f ) − FS_Q(1)_{ff} (e^{(1)}_{i(1)l} ) = b_1 + p_1 2^−

(b_1 + p_1 4 ) = p_1 4 = 2^{p−2} (Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň p_1) ≠ 0 . Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(1)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} .

ĎěĲńáİęňčĲ ńéĺŸ ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }. Šę ŔæĺăľčŸ 7.2 ĲŽŽňáńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} . Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(1)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} .

Ăŋęç ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå đ ľçďęŻęł S_i(1)_f ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľã ńđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} , ľňďĲğáŽĲńŸă æńă i^{(1)}_f /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(1)}_{ff} ), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđ ľçďęŻę S_i(1)_l .

Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł S_i(1)_l ľňďĲğáŽĲńŸă æńă i^{(1)}_l ∉ S |_α (Q^{(1)}_f , Q^{(1)}_{ff} ), âńľă éľńĲ Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (2) âőęňčĲ r_Q(1)_{ff} (S_i(1)_l ) = 0. ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđ čâ§ęŻę ńđł ŸğŸŽàŽãł ľĲ áńęğę. Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă i^{(1)}_l ∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(1)}_{ff} ). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ę ńĲćăąæł ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł S_i(1)_l ğŸĺŸčâďĲă

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 150

čđŻâď ľńđď α, ńę ęğęåę ĲåďŸă ŸďńăŋŸńăąæ ľńđď ňğæ§Ĳľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň. ŚňďĲğéł, i^{(1)}_l /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(1)}_{ff} ), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æćĲł ńăł ňğæćęăğĲł ľňďæŻęňł. ĞĲàĺęçčĲ ęğęăęďŻãğęńĲ ŻĲåąńđ i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i ąŸ§éł Ĳğåľđł ąáğęăŸ Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)}, æğęň r^′ > 1 ĲåďŸă ŸąâĺŸăęł. Ăğæ ńęňł Ĺľőňĺăľčęçł 7.2 ąŸă 7.3 ŸďńåľńęăőŸ, ęçńĲ đ Ÿąčã e^{(1)}_i ęçńĲ đ e^{(r′)} ĲåďŸă Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} . Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, Ÿňńæ ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ęçńĲ đ e^{(1)}_i ęçńĲ đ e^{(r′)} ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} . Ďŋæľęď ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå đ ľçďęŻęł S_i ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľã ńđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_{ff} , ăľőçĲă æńă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(1)}_{ff} ).

Ę ŸğæŻĲăěđ ńđł Źáľđł ńđł ĲğŸŽàŽãł ŽăŸ ńę ŁãččŸ 7.4 ĲåďŸă ľĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę ğćãĺđł.

ĎğŸŽàŽăąã Şğæ§Ĳľđ (ŁãččŸ 7.4) Şğę§âńęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă ŽăŸ ąáğęăŸ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ Q^{(1)}_{ff}^α−→ Q^α−→ Q^{(1)} ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q^′ ńâńęăŸ éľńĲ ←− Q^{(1)}_{ff}^α−→ Q^{′ α}−→ Q: (1) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ S |_α (Q_0, Q^′), r_Q′ (S_i) = b_1 + p_1/2,

(2) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \ S |_α (Q_0, Q^′), r_Q′ (S_i) = 0,

(3) đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^′,

(4) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^′,

(5) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ > 1 ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)}, đ e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^′,

(6) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} , i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^′).

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ňğę§âńęňčĲ æńă ęă ăľőňĺăľčęå ăľőçęňď ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ, ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď Q^{(1)}_{ff} ąŸă ąŸńŸćãŽęďńŸł ľńđď ğĺęđŽęçčĲďđ Ÿğæ ąáğęăŸ ľňŽąĲąĺăččâďđ ąŸńáľńŸľđ Q ≠ Q^{(1)}_{ff} .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 151

ĎğŸŽàŽăąæ ĄãčŸ (ŁãččŸ 7.4) ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ęă ăľőňĺăľčęå ăľőçęňď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q: (1) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ S |_α (Q_0, Q), r_Q(S_i) = b_1 + p_1/2, (2) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \ S |_α (Q_0, Q), r_Q(S_i) = 0, (3) đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď Q, (4) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď Q, (5) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ > 1 ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)}, đ e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď Q, (6) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} , i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q).

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ğŸĺáććđćŸ ńăł ľňď§ãąĲł (1) ąŸă (2). Ĺľőňĺăľčæł 7.5 Ĺľőçęňď ńŸ Ĳěãł:

(1) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ S |_α (Q_0, Q), r_Q(S_i) = b_1 + p_1/2, (2) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \ S |_α (Q_0, Q), r_Q(S_i) = 0.

ĂğæŻĲăěđ: ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ i_Q ńđ ľçďęŻę ğęň ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ

Q. ĎěĲńáİęňčĲ ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ğĲĺăğńéľĲăł ŽăŸ ńđď i_Q.

1. Şğę§âńęňčĲ Ÿĺőăąá æńă i_Q = i^{(1)}_f .

Ďŋæľęď đ i^{(1)}_f ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}_f ąŸă Q^{(1)}_f^α−→ Q, ľňďĲğá- ŽĲńŸă æńă S |_α (Q_0, Q) = S |_α (Q_0,^{←−}Q ), âńľă éľńĲ ăľőçĲă Ĳğåľđł A_{Q0} \ S |_α (Q_0, Q) = AQ_0 \ S |α (Q_0, ←− Q ). ĞĲàĺęçčĲ ńđ ľçďęŻę i^{(1)}_{ff} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ i^{(1)}_{ff} ąŸă đ i^{(1)}_f čęăĺáİęďńŸă ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)ff} čĲ cap(e^{(1)}_{i(1)ff} ) = 2b_1 + p_1. ŔĺęŋŸďéł, i^{(1)}_{ff} ∈ S |_α (Q_0,^{←−}Q ) ąŸă i^{(1)}_f ∈ S |_α (Q_0,^{←−}Q ). Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1), âőęňčĲ æńă r_Q(S_i(1)_{ff} ) = b_1 + p_1/2 ąŸă r_Q(S_i(1)_f ) = b_1 + p_1/2, âńľă éľńĲ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 152

r_Q(S_i(1)_{ff} ) + r_Q(S_i(1)_f ) = 2b_1 + p_1 = cap(e^{(1)}_{i(1)ff} ). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ´←−_Q (i^{(1)}_{ff} , e^{(1)}_{i(1)ff} ) = 0, âńľă éľńĲ ăľőçĲă Ĳğåľđł ğàł ´←−_Q (i^{(1)}_{ff} ) = 0. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, Ÿňńæ ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} , r_Q(S_i) = r←−_Q (S_i). ŚňďĲğéł, đ ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1) ąŸă (2) ňğęŻđćéďĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} ĲåďŸă r_Q(S_i) = b_1 + p_1/2 Ÿď i ∈ S |_α (Q_0,^{←−}Q ) = S |_α (Q_0, Q), ã ĲåďŸă 0 Ÿď i ∈ A_{Q0} \ S |_α (Q_0,^{←−}Q ) = A_{Q0} \ S |_α (Q_0, Q), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňď§ãąĲł (1) ąŸă (2).

2. ëľńà ńéĺŸ æńă i_Q ≠ i^{(1)}_f .

Ďŋæľęď Q^α−→ Q^{(1)}, ľňďĲğáŽĲńŸă, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł Q^{(1)}, æńă i_Q ≠ i^{(1)}_l . ĎěĲńáİęňčĲ ńăł Ĳěãł Żçę ğĲĺăğńéľĲăł.

ëľńà æńă i_Q ∈ S |_α (Q_0,^{←−}Q ) (Ĳďé ăľőçĲă Ĳğåľđł i_Q ≠ i^{(1)}_f ). ČđćŸŻã, ňğáĺőĲă ńęňćáőăľńęď čåŸ ąŸńáľńŸľđ ğęň ğĺęđŽĲåńŸă ńđł^{←−}Q , čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ęğęåŸ đ i_Q ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ. Ďğęčâďàł, S |_α (Q_0, Q) = S |_α (Q_0,^{←−}Q ), âńľă éľńĲ âőęňčĲ Ĳğåľđł A_{Q0} \ S |_α (Q_0, Q) = A_{Q0} \ S |_α (Q_0,^{←−}Q ).

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ęă ľçďęŻęă i_Q ąŸă i^{(1)}_f čęăĺáİęďńŸă ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{iQ} čĲ cap(e^{(1)}_{iQ} ) = 2b_1 + p_1. ŔĺęŋŸďéł, i_Q ∈ S |_α (Q_0,^{←−}Q ) ąŸă i^{(1)}_f ∈ S |_α (Q_0,^{←−}Q ). ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1) ăľőçĲă æńă r_Q(S_{iQ} ) = b_1 + p_1/2 ąŸă r_Q(S_i(1)_f ) = b_1 + p_1/2, âńľă éľńĲ r_Q(S_{iQ} ) + r_Q(S_i(1)_f ) = 2b_1 + p_1 = cap(e^{(1)}_{iQ} ). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ´←−_Q (i_Q, e^{(1)}_{iQ} ) = 0, âńľă éľńĲ ´←−_Q (i_Q) = 0. Ďğåľđł, Ÿňńæ ňğęŻđćéďĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} ăľőçĲă æńă r_Q(S_i) = r←−_Q (S_i). ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1) ąŸă (2) ğĺęąçğńĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} ĲåďŸă r_Q(S_i) = b_1 + p_1/2 Ÿď i ∈ S |_α (Q_0,^{←−}Q ) = S |_α (Q_0, Q), ã ĲåďŸă 0 Ÿď i ∈ A_{Q0} \ S |_α (Q_0,^{←−}Q ) = A_{Q0} \ S |_α (Q_0, Q), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňď§ãąĲł (1) ąŸă (2).

3. ëľńà ńâćęł æńă i_Q ∉ S |_α (Q_0,^{←−}Q ). ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ęă ľçďęŻęă i_Q ąŸă i^{(1)}_f čęăĺáİęďńŸă ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{iQ} čĲ cap(e^{(1)}_{iQ} ) = 2b_1 + p_1. Ďŋæľęď i_Q ∉ S |_α

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 153

(Q_0,^{←−}Q ) Ĳďé i^{(1)}_f ∈ S |_α (Q_0,^{←−}Q ), Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1) ąŸă (2) ğĺęąçğńĲă æńă r_Q(S_{iQ}) = 0 ąŸă r_Q(S_i(1)_f ) = b_1 + p_1/2, ŸďńåľńęăőŸ. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł âőęňčĲ:

´←−_Q (i_Q, e_i(1)_Q ) = cap(e^{(1)}_{iQ} ) − r←−_Q (S_i(1)_f ) − r←−_Q (S_{iQ}) = 2b_1 + p_1 − (b_1 + p_1 2 ) − 0 = b_1 + p_1 2 .

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_{iQ} őĺđľăčęğęăĲå Ĳğåľđł ľĲ ąáğęăŸ ŋáľđ r^′ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}, æğęň r^′ > 1 ĲåďŸă ąáğęăęł ŸąâĺŸăęł. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ĳğåľđł Ÿğæ ąáğęăŸ áććđ ľçďęŻę i /∈ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1) ąŸă (2), ăľőçĲă ğàł ĲåńĲ r←−_Q (S_i) = b_1 + p_1/2 ã r←−_Q (S_i) = 0. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł âőęňčĲ

´←−_Q (i_Q, e^{(r′)}) = cap(e^{(r′)}) − r←−_Q (S_{iQ}) − r←−_Q (S_i) ≥ cap(e^{(r′)}) − 0 − (b_1 + p_1 2 ) (ćæŽà ńđł ĲğŸŽàŽăąãł ňğæ§Ĳľđł (1) ąŸă (2)) > cap(e^{(1)}_{iQ} ) − (b_1 + p_1 2 ) (ćæŽà ńđł ŔĺæńŸľđł 7.3) = 2b_1 + p_1 − (b_1 + p^1 2 ) (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched)) = b_1 + p_1 2 . ŚňďĲğéł, ´←−_Q (i_Q) = ´←−_Q (i_Q, e^{(1)}_{iQ} ) = b_1 + p_1/2. êĺŸ, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł âőęňčĲ

r_Q(S_{iQ}) = r←−_Q (S_{iQ} ) + ´←−_Q (S_{iQ})

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 154

= 0 + b_1 + p_1 2 = b_1 + p_1 2 .

Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1) ąŸă (2), ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} ăľőçĲă æńă r←−_Q (S_i) ≤ b_1 + p_1/2. Ďğęčâďàł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} âőęňčĲ r←−_Q (S_i) ≤ r_Q(S_i), âńľă éľńĲ, ćæŽà ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ĲåďŸă r_Q(S_i) = r←−_Q (S_i). ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1) ąŸă (2) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} , r_Q(S_i) = b_1 + p_1/2 Ÿď i ∈ S |_α (Q_0,^{←−}Q ), ã ĲåďŸă 0 Ÿď i ∈ A_{Q0} \ S |_α (Q_0,^{←−}Q ). Ďŋæľęď

S |α (Q_0, Q) = S |α (Q_0,^{←−}Q ) ∪ {iQ} ąŸă rQ(Si_Q ) = b_1 + p_1/2, ăľőçĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ

ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} , r_Q(S_i) = b_1 + p_1/2 Ÿď i ∈ S |_α (Q_0, Q), ã ĲåďŸă 0 Ÿď i ∈ A_{Q0} \ S |_α (Q_0, Q), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňď§ãąĲł (1) ąŸă (2).

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľňď§ãąđ (3).

Ĺľőňĺăľčæł 7.6 Ę Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(1)}_f ąŸă i^{(1)}_l . Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (6), ğĺęąçğńĲă æńă A_Q = A_{Q0} , âńľă éľńĲ i^{(1)}_f ∈ A_Q ąŸă i^{(1)}_l ∈ A_Q. Ďğęčâďàł, e^{(1)}_{i(1)l} ∈ AE_Q.

Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (3), đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ^{←−}Q . ŚňďĲğéł, đ ŔĺæńŸľđ 4.2 (2) ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŞğęćęŽåİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł Ÿąčãł e^{(1)}_{il} ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ŁãččŸ 7.5 FS_Q(e^{(1)}_{i(1)l} ) = b_1 + p_1/4.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 155

ĂğæŻĲăěđ: Ę ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (7) ĲŽŽňáńŸă æńă A_Q = A_{Q0} . ŚňďĲğéł, i^{(1)}_f ∈ A_Q ąŸă

i^{(r)}_l ∈ A_Q. Ďğęčâďàł, A_Q | e^{(1)}_{i(1)l} = {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, âńľă éľńĲ

FS_Q(e^{(1)}_{i(1)l} ) = cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) − allot_Q(e^{(1)}_{i(1)l} ) |AQ | e^{(1)} i^{(1)}_l |

= cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) 2 = b_1 + p_1 4 ( ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńęď ňğęćęŽăľčæ ńàď ăľęčĲĺăŻåàď ńàď ňğęćęåğàď Ÿąčéď ńđł ğĺéńđł ŋáľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ŁãččŸ 7.6 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l } ăľőçĲă æńă

FS_Q(e^{(1)}_i ) = b_1 + p_1 2 . ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (7) ğĺęąçğńĲă æńă A_Q = A_{Q0} . ŚňďĲğéł, i ∈ A_Q ąŸă

i^{(1)}_f ∈ A_Q. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(1)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i ąŸă S_i(1)_f . Ďğęčâďàł, A_Q | e^{(1)}_i = {i, i^{(1)}_f }, âńľă éľńĲ

FS_Q(e^{(1)}_i ) = cap(e^{(1)}_i ) − allot_Q(e^{(1)}_i ) |AQ | e^{(1)}i | = cap(e^{(1)}_i ) 2 = b_1 + p^1 2 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (4).

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 156

Ĺľőňĺăľčæł 7.7 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď Q.

ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.6 ğĺęąçğńĲă æńă FS_Q(e^{(1)}_i ) = b_1+p_1/2, Ĳďé ńę ŁãččŸ 7.5 ĲŽŽňáńŸă æńă FS_Q(e^{(1)}_{i(1)l} ) = b_1 + p_1/4.

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(1)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i , ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f } ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã čĲŽŸćçńĲĺàď ŋáľĲàď. ŚňďĲğéł,

MFS_Q(S_i(1)_f ) ≤ min{FS_Q(e^{(1)}_{i(1)l} ), ⋃ i∈A_{Q0} \{i^{(1)}_f ,i^{(1)}_l }

{FS_Q(e^{(1)}_i )}}

= min{b_1 + p_1 4 , b_1 + p_1 2^} = b_1 + p_1 4 . Ďğęčâďàł, S_i(1)_f ∈ A_Q | e^{(1)}_i Ĳďé

FS_Q(e^{(1)}_i ) − MFS_Q(S_i(1)_f ) = b_1 + p_1 2^−

(b_1 + p_1 4 ) = p_1 4 ≠ 0 , ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľňď§ãąđ (5).

Ĺľőňĺăľčæł 7.8 ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 < r^′ ≤ d/2, đ Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ąáğęăŸ ľçďęŻę i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, đ ęğęåŸ Ĳğåľđł őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 157

ŞğęćęŽåİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńŸ ăľęčĲĺåŻăŸ ńàď Ÿąčéď e^{(1)}_i ąŸă e^{(r′)}. Šę ŁãččŸ 7.6 ňğęŻđćéďĲă æńă

FS_Q(e^{(1)}_i ) = b_1 + p_1/2 = cap(e^{(1)}_i ) 2 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched)) .

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i ąŸă S_i′ , ŽăŸ ąáğęăęď ŸąâĺŸăę i^′ ∈ A_{Q0} \{i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (7) ğĺęąçğńĲă æńă A_Q = A_{Q0} . êĺŸ, i ∈ A_Q ąŸă i^′ ∈ A_Q, âńľă éľńĲ A_Q | e^{(r′)} = {i, i^′}. Ďğęčâďàł,

FS_Q(e^{(r′)}) = cap(e^{r′)}) − allot_Q(e^{(r′)}) |AQ | e^(r^{′)}| = cap(e^{(r′)}) 2 . Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 7.3 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă cap(e^{(1)}_i ) < cap(e^{(r′)}). Ďğęčâďàł, FS_Q(e^{(1)}_i ) < FS_Q(e^{(r′)}). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň, Ÿňńæ ňğęŻđćéďĲă ğàł MFS_Q(S_i) < FS_Q(e^{(r′)}), âńľă éľńĲ đ Ÿąčã e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (7). ĎěĲńáİęňčĲ ąá§Ĳ čăŸ ĲďĲĺŽã ľçďęŻę ľńđď Q_0 ěĲőàĺăľńá, ŸĺőåİęďńŸł Ÿğæ ńđď S_{if} (1) .

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(1)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} , ąŸ- §éł Ĳğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, đ i^{(1)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i . ĎěĲńáİęňčĲ ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł.

Ăĺőăąá §ĲàĺęçčĲ ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i(1)_f ąŸă S_i(1)_l . Šę ŁãččŸ 7.5 ňğęŻđćéďĲă æńă FS_Q(e^{(1)}_{i(1)l} ) = b_1 + p_1/4.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 158

Ăğæ ńđ ľňď§ãąđ (1) ğĺęąçğńĲă æńă r_Q(S_i(1)_f ) = b_1 + p_1/2, âńľă éľńĲ

r_Q(S_i(1)_f ) − FS_Q(e^{(1)}_{i(1)l} ) = b_1 + p_1 2^−

(b_1 + p^1 4 ) = p_1 4 ≠ 0 (Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň p_1) .

Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(1)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĞĲàĺęçčĲ ńéĺŸ ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i , ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }. Ő Ĺľőňĺăľčæł 7.7 ĲŽŽňáńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, đ Ÿąčã e^{(1)}_i ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(1)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

Ďŋæľęď ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå đ ľçďęŻęł S_i(1)_f ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľã ńđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă i^{(1)}_f /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĎěĲńáİęňčĲ ńéĺŸ ńđ ľçďęŻę S_i(1)_l . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďę- Żęł S_i(1)_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã. Šę ŁãččŸ 7.5 ňğęŻđćéďĲă æńă FS_Q(e^{(1)}_{i(1)l} ) = b_1 + p_1/4 > 0. Ăğæ ńđ ľňď§ãąđ (2) âőęňčĲ æńă r_Q(S_i(1)_l ) = 0. ŚňďĲğéł,

FS_Q(e^{(1)}_{i(1)l} ) ≠ r_Q(S_i(1)_l ) .

Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(1)_l ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

Ďŋæľęď đ ľçďęŻęł S_i(1)_l ŻĲ őĺđľăčęğęăĲå ąŸčăá áććđ Ÿąčã, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

i^{(1)}_l /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Śńđ ľňďâőĲăŸ ĲěĲńáİęňčĲ æćĲł ńăł ňğæćęăğĲł ľňďæŻęňł. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(1)}_i , ąŸ§éł Ĳğåľđł ąŸă ńęňćáőăľńęď čåŸ Ÿąčã

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 159

e^{(r′)} ∈ E^{(r′)}, ŽăŸ ąáğęăę ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 < r^′ ≤ d/2.

Ăğæ ńęňł Ĺľőňĺăľčęçł 7.7 ąŸă 7.8, ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł e^{(1)}_i ąŸă e^{(r′)} ŸďńåľńęăőŸ, ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł Ÿňńâł ŻĲď ğĺęąŸćĲå Ĳğęčâďàł, ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Ę ŸğæŻĲăěđ ńęň ŁãččŸńęł 7.4 âőĲă ľńę ľđčĲåę Ÿňńæ ęćęąćđĺà§Ĳå.

Ńâőĺă ńéĺŸ âőęňčĲ ąŸ§ęĺåľĲă ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ąŸă ńđď ąŸńáľńŸľđ ąá§Ĳ ľňďæŻęň čâőĺă ńđď ąŸńáľńŸľđ^←Q^{(1)}. ĎěĲńáİęňčĲ ńâćęł ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}. ŔĺęŋŸďéł, đ ľçďęŻęł S_i(1)_l ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ŽăŸ Ĳďđčâĺàľđ čğĺęľńá Ÿğæ ńđď Q^{(1)}. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G, đ S_i(1)_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e_i(1)_l čĲ cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) = 2b_1 + p_1/2, đ ęğęåŸ őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ĳğåľđł Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S_i(1)_f . Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.4 (1) ąŸă (2) ğĺęąçğńĲă æńă r ←_{Q(1)} (S_i(1)_f ) = b_1 + p_1/2 ąŸă r ←_{Q(1)} (S_i(1)_l ) = 0. Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł, âőęňčĲ:

´ ←_{Q(1)}(e^{(1)}_{i(1)l} , i^{(1)}_l ) = ´ ←_{Q(1)} (i^{(1)}_l ) = 1 2 cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) − r ←_{Q(1)} (S_i(1)_l ) = 1 2^·

(2b_1 + p_1 4 ) − 0 = b_1 + p_1 4 , âńľă éľńĲ

r_Q(1) (S_i(1)_l ) = r ←_{Q(1)} (S_i(1)_l ) + ´ ←_{Q(1)} = 0 + b_1 + p_1 4 (ćæŽà ńđł ĲğŸŽàŽăąãł ňğæ§Ĳľđł) = b_1 + p_1 4 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 160

Ďğăğćâęď, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

r_Q(1) (S_i(1)_f ) = r_Q(1) (S_i(1)_l ) = b_1 + p^1 4 , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (2Ÿ).

Ďğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, đ ľçďęŻęł S_i ŻĲ čęăĺáİĲńŸă ąŸčăá Ÿąčã čĲ ńđ ľçďęŻę S^{(1)}_{il} , ńę ęğęåę, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ňğęŻđćéďĲă æńă

r_Q(1) (S_i) = r ←_{Q(1)} (S_i) = b_1 + p_1 2 , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (2Ź).

ĽŸ§ęĺåİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ ąá§Ĳ ľňďæŻęň ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}.

Ĺľőňĺăľčæł 7.9 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} ăľőçĲă æńă i ∈ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l } Ÿď ąŸă čæďę Ÿď

i ∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(1)}) .

ĂğæŻĲăěđ: Šę ŁãččŸ 7.4 (3), (4) ąŸă (5) ňğęŻđćéďĲă æńă đ čæďđ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ^{←−}Q^{(1)} ĲåďŸă đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} ). Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.4 (6) ğĺęąçğńĲă æńă A ←−_{Q(1)} = A_Q(1) . Ďğęčâďàł, đ čęďŸŻăąã Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)} ĲåďŸă đ e^{(1)}_{i(1)l} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(1)}_{i(1)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(1)}_f ąŸă i^{(1)}_l . Šę ŁãččŸ 7.4(6) ňğęŻđćéďĲă æńă i^{(1)}_f ∈ A_Q(1) ąŸă i^{(1)}_l ∈ A_Q(1) . ŚňďĲğéł,

FS_Q(1) (e^{(1)}_{i(1)l} ) = cap(e^{(1)}_{i(1)l} ) − allot −→_{Q(1)} (e^{(1)}_{i(1)l} ) |AQ(1) | e^{(1)} i^{(1)}_l | = 2b_1 + p_1/2 2 = b_1 + p_1 4 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 161

Ďğåľđł, Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (1) ğĺęąçğńĲă æńă r_Q(1) (S_i(1)_f ) = r_Q(1) (S_i(1)_l ) = b_1 + p_1/4, âńľă éľńĲ r_Q(1) (S_i(1)_f ) = r_Q(1) (S_i(1)_l ) = FS_Q(1) (e^{(1)}_{i(1)l} ). Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ľňďĲğá- ŽĲńŸă æńă i^{(1)}_f ∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(1)}) ąŸă i^{(1)}_l ∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(1)}). Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, đ ľçďęŻęł S_i ŻĲď őĺđľăčęğęăĲå ąŸčăá Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł. Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, đ ľçďęŻęł S_i ŻĲď ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(1)}. ŚňďĲğéł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} ăľőçĲă æńă i ∈ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, Ÿď ąŸă čæďę Ÿď i ∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(1)}), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ëőęňčĲ ŸğęŻĲåěĲă æńă ęă ľňď§ãąĲł (1), (2) ąŸă (3) ńęň ŁãččŸńęł 7.1 ăľőçęňď ŽăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł, æğęň r = 1. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľňď§ãąđ (4).

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, đ Ÿąčã e^{(1)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i(1)_f ąŸă S_i. ŞğĲď§ňčåİňčĲ æńă r_Q(1) (S_i(1)_f ) = b_1 + p_1/4, Ĳďé r_Q(1) (S_i) = b_1 + p_1/2. Ďğęčâďàł,

residual_Q(1) (e^{(1)}_i ) = cap(e^{(1)}_i ) − ∑ S∈A_{Q(1)} |e r_Q(1) (S)

= cap(e) − r_Q(1) (S_i(1)_f ) − r_Q(1) (S_i) = 2b_1 + p_1 − (b_1 + p_1 4 ) − (b_1 + p_1 2 ) = p_1 4 , æğàł őĺĲăáİĲńŸă Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (4Ÿ).

Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.9 ğĺęąçğńĲă æńă i^{(1)}_f /∈ A →_{Q(1)} , Ĳďé ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l }, i ∈ A →_{Q(1)} . ŚňďĲğéł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ i ∈ A_{Q0} \ {i^{(1)}_f , i^{(1)}_l } ăľőçĲă æńă

FS →_{Q(1)} (e^{(1)}_i ) = cap(e^{(1)}_i ) − allot →_{Q(1)} (e^{(1)}_i ) |A → Q^{(1)}

| e^{(1)}i | = 2b_1 + p_1 − (b_1 + p_1/4) 1 = b_1 + 3 4 p_1 ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 162

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńđď (4Ź).

Ę ŸğæŻĲăěđ ńđł Źáľđł ńđł ĲğŸŽàŽãł ŽăŸ ńę ŁãččŸ 7.1 âőĲă ľĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę ęćęąćđĺà§Ĳå. ĎğŸŽàŽăąã Şğæ§Ĳľđ (ŁãččŸ 7.1) Şğę§âńęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r ńâńęăęď éľńĲ 1 < r ≤ d/2, ęă Ÿąæćęň§ęă ăľőňĺăľčęå ăľőçęňď ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^{′′} ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^{′′} < r: (1) l_r′′ < ∞; (2) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r′′−1)} ,

(Ÿ) Ÿď i ∈ {i^{(r′′)}_f , i^{(r′′)}_l }, ńæńĲ r_Q(r′′) (S_i) = b_r′′ + p_r′′ /4, (Ź) Ÿď i ∈ A −→_{Q(r′′−1)} \ {i^{(r′′)}_f , i^{(r′′)}_l }, ńæńĲ r_Q(r′′) (S_i) = b_r′′ + p_r′′ /2, (3) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r′′−1)} ăľőçĲă æńă i ∈ {i^{(r′′)}_f , i^{(r′′)}_l }, Ÿď ąŸă čæďę Ÿď i ∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r′′)}) ,

(4) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r′′−1)} \ {i^{(r′′)}_f , i^{(r′′)}_l }, ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ ≤ r^{′′} ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′)}_i , (Ÿ) residual_Q(r′′) (e^{(r′)}_i ) ≥ p_r′′ /4, (Ź) FS −→_{Q(r′′)} (e^{(r′)}_i ) ≥ b_r′′ + 3 p_r′′/4.

ĎğŸŽàŽăąæ ĄãčŸ (ŁãččŸ 7.1) ĆăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńŸ Ĳěãł: (1) l_r < ∞, (2) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r−1)} ,

(Ÿ) Ÿď i ∈ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, ńæńĲ r_Q(r) (S_i) = b_r + p_r/4,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 163

(Ź) Ÿď i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, ńæńĲ r_Q(r) (S_i) = b_r + p_r/2,

(3) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r−1)} ăľőçĲă æńă i ∈ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, Ÿď ąŸă čæďę Ÿď

i ∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}) ,

(4) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ ≤ r ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′)}_i ,

(Ÿ) residual_Q(r) (e^{(r′)}_i ) ≥ p_r/4, (Ź) FS −→_{Q(r)} (e^{(r′)}_i ) ≥ b_r + 3p_r/4.

Ăĺőăąá, ğŸĺęňľăáİęňčĲ âďŸ ńĲőďăąæ ćãččŸ ğęň ŸğęŻĲăąďçĲă æńă đ ŻăŸ§âľăčđ őàĺđńăąæńđńŸ ľĲ ąá§Ĳ Ÿąčã ğęň ŸďãąĲă ľĲ čĲŽŸćçńĲĺđ ŋáľđ Ÿğæ ńđď ńĺâőęňľŸ ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺđ ńęň čđŻĲďæł.

ŁãččŸ 7.7 ëľńà æńă r^′ ĲåďŸă ŸąâĺŸăęł ńâńęăęł éľńĲ r ≤ r^′ ≤ d/2 ąŸă e^{(r′)} ∈ E^{(r′)} ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã. ŠæńĲ,

residual_Q(r−1) (e^{(r′)}) ≥ p_{r−1} 8 . ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ĲğŸŽàŽã ľńę r^′. ĆăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł âőęňčĲ r^′ = r.

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ Żçę ľňďæŻęňł i ąŸă j ńâńęăĲł éľńĲ {i, j} ⊆ A −→_{Q(r−1)} . ŔĺęŋŸďéł,

residual_Q(r−1) (e^{(r′)}) = cap(e^{(r′)}) − r_Q(r−1) (S_i) − r_Q(r−1) (S_j) .

Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 7.3 ğĺęąçğńĲă æńă cap(e^{(r′)}) ≥ cap(e^{(r)}) ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r)} ∈ E^{(r)}. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ĲåńĲ cap(e^{(r)}) = 2 b_r + p_r/2 ã cap(e^{(r)}) = 2 b_r + p_r, âńľă éľńĲ cap(e^{(r)}) ≥ 2 b_r + p_r/2. ŚňďĲğéł, cap(e^{(r′)}) ≥ 2 b_r + p_r/2. êĺŸ,

residual_Q(r−1) (e^{(r′)}) ≥ 2 b_r + p_r 2^− r_Q(r−1) (S_i) − r_Q(r−1) (S_j)

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 164

= 2 b_r + p_r 2^− ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) − ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) (ćæŽà ńđł ĲğŸŽàŽăąãł ňğæ§Ĳľđł (2Ź)) = 2 · ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) + 1 2^· p_{r−1} 4^− 2 b_{r−1} − p_{r−1} (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńàď b_r ąŸă p_r) = p_{r−1} 8 , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Şğę§âńęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă ŽăŸ ąáğęăęď ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ r ≤ r^′ ≤ d/2 ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^{′′} ńâńęăęď éľńĲ r ≤ r^{′′} < r^′ ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′′)} ∈ E^{(r′′)}:

residual_Q(r−1) (e^{(r′′)}) ≥ p_{r−1} 8 . ĆăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă

residual_Q(r−1) (e^{(r′)}) ≥ p_{r−1} 8 . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ Żçę ľňďæŻęňł S_i ąŸă S_j ńâńęăĲł éľńĲ S_i ∈ A −→_{Q(r−1)} ąŸă S_j ∈ A −→_{Q(r−1)} . ŔĺęŋŸďéł, residual_Q(r−1) (e^{(r′)}) = cap(e^{(r′)}) − r_Q(r−1) (S_i) − r_Q(r−1) (S_j). Ďğăğćâęď, ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′−1)}_i , đ ęğęåŸ őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ĳğåľđł Ÿğæ ńđ ľçďęŻę i^{(r′−1)}_f . Ďŋæľęď r^′ > r, ăľőçĲă æńă r^′ −1 ≥ r, âńľă éľńĲ đ ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (3) ňğęŻđćéďĲă æńă i^{(r′−1)}_f ∈ A −→ Q^{(r−1)} . Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2Ź) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r_Q(r−1) (S_i(r′−1)_f ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. Ďğåľđł, ćæŽà ńđł ĲğŸŽàŽăąãł ňğæ§Ĳľđł (2Ź), ğĺęąçğńĲă æńă r_Q(r−1) (S_j) = b_{r−1}+p_{r−1}/2, âńľă éľńĲ r_Q(r−1) (S_i(r′−1)_f ) = r_Q(r−1) (S_i). ŚňďĲğéł,

residual_Q(r−1) (e^{(r′−1)}) = cap(e^{(r′−1)}) − r_Q(r−1) (S_i) − r_Q(r−1) (S_i(r′−1)_f ) = cap(e^{(r′−1)}) − r_Q(r−1) (S_i) − r_Q(r−1) (S_j) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 165

êĺŸ,

residual_Q(r−1) (e^{(r′)}) − residual_Q(r−1) (e^{(r′−1)}) = (cap(e^{(r′)}) − r_Q(r−1) (S_i) − r_Q(r−1) (S_j)) − (cap(e^{(r′−1)}) − r_Q(r−1) (S_i) − r_Q(r−1) (S_j)) = cap(e^{(r′)}) − cap(e^{(r′−1)}) .

Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 7.3 âőęňčĲ æńă cap(e^{(r′)}) > cap(e^{(r′−1)}). ŚňďĲğéł,

residual_Q(r−1) (e^{(r′)}) > residual_Q(r−1) (e^{(r′−1)}) .

Ę ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ÿ) ňğęŻđćéďĲă æńă residual_Q(r−1) (e^{(r′−1)}_i ) ≥ p_{r−1}/8, âńľă éľńĲ

residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_i ) ≥ p_{r−1}/8 ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (1). ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ńđ čâ§ęŻę ńđł ŸğŸŽàŽãł ľĲ áńęğę. Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă l_r = ∞. ĎěĲńáİęňčĲ ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ğĲĺăğńéľĲăł.

Şğę§âńęňčĲ Ÿĺőăąá æńă S |_α (Q^{(r−1)}, ∞) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l } = ∅. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (3), ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_Q(r−1) čæďę ęă ľçďęŻęă i^{(r−1)}_f ąŸă i^{(r−1)}_l ŸğĲďĲĺŽęğęăęçďńŸă ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r−1)}. îćĲł ęă ňğæćęăğĲł ľçďęŻęă ğŸĺŸčâďęňď ĲďĲĺŽâł. Ůľńæľę, ąŸčăá Ÿğæ Ÿňńâł ŻĲ §Ÿ ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ŽăŸ Ĳďđčâĺàľđ ěŸďá. Ďğęčâďàł, ŸĺąĲå ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă |A_Q(r−1) \ {i^( r−1) f , i^{(r−1)}_l }| > 0, Ĳďé ńŸňńæőĺęďŸ ńęňćáőăľńęď čåŸ ľçďęŻęł i ∈ A_Q(r−1) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l } ŻĲď âőĲă Ÿąæčđ ŸğęąńãľĲă ńęď ńĲćăąæ ŻåąŸăę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (3) ğĺęąçğńĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ≤ r − 1, čæďę ęă Żçę ľçďęŻęă i^{(r′)}_f ąŸă i^{(r′)}_l ŸğĲďĲĺŽęğęăęçďńŸă ľĲ ąáğęăŸ ąŸńáľńŸľđ čĲńŸěç ńàď Q^{(r′)} ąŸă Q^{(r′+1)}. Ăňńâł ęă Żçę ľçďęŻęă ĲåďŸă ŸğĲďĲĺŽęğęăđčâďĲł ľĲ æćĲł ńăł ąŸńŸľńáľĲăł ğęň âğęďńŸă ńđł ąŸńáľńŸľđł^{−→}Q^{(r′)}. Ďğęčâďàł, |A_Q(r−1) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l }| = d − 2 (r − 1). Ďŋæľęď r ≤ d/2, âőęňčĲ æńă |A_Q(r−1) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l }| ≥ d − 2 (d/2 − 1), âńľă éľńĲ |A_Q(r−1) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l }| ≥ 2. êĺŸ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 166

ńę ľçďęćę A_Q(r−1) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l } ğĲĺăâőĲă ńęňćáőăľńęď Żçę ľńęăőĲåŸ.

ĞĲàĺęçčĲ âďŸď ęğęăęďŻãğęńĲ Ÿň§ŸåĺĲńę ŸąâĺŸăę i ∈ A_Q(r−1) \{i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l }. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_i ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ÿ) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_i ) ≥ p_{r−1}/4. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęąçğńĲă æńă ´_Q(r−1) (i, e^{(r′)}_i ) > 0.

Ďğåľđł, ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńęňćáőăľńęď čåŸ Ÿąčã e^{(r′′)} ∈ E^{(r′′)}, æğęň r^{′′} ĲåďŸă âďŸł ŸąâĺŸăęł ńâńęăęł éľńĲ r ≤ r^{′′} ≤ d/2. Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.7 âőęňčĲ residual_Q(r−1) (e^{(r′′)}) ≥ p_{r−1}/8. Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęąçğńĲă æńă ´_Q(r−1) (i, e^{(r′′)}_i ) > 0. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ S_i ŻĲď őĺđľăčęğęăĲå áććĲł Ÿąčâł, âńľă éľńĲ ´_Q(r−1) (i) > 0. Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ę r_Q(r−1) (S_i) čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå őàĺåł ďŸ ğĺęąŸćâľĲă čĲåàľđ ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ęğęăŸľŻãğęńĲ áććđł ľňďæŻęň, Ĳďé ğŸĺáććđćŸ ŻĲď ğŸĺŸŹăáİĲńŸă đ ĲŋăąńæńđńŸ. ĂďńåŋŸľđ ćæŽà ńđł ňğæ§Ĳľđł ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă S |_α (Q^{(r−1)}, ∞) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l } ≠ ∅. ŔĺęŋŸďéł, ńęňćáőăľńęď čåŸ ľçďęŻęł i^{(r)}_f ∈ A −→_{Qr−1} ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńđł ŋáľđł ĲąńâćĲľđł α^{(lr)}. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(r)}_f čęăĺáİĲńŸă čĲ ąáğęăŸ áććđ ľçďęŻę i^{(r)}_l ∈ A −→_{Qr−1} ńđď Ÿąčã e_i(r)_l čĲ cap(e_i(r)_l ) = 2 b_r + p_r/2. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, đ ľçďęŻęł S_i(r)_f čęăĺáİĲńŸă ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i čĲ ńđ ľçďęŻę S_i, æğęň i ĲåďŸă ęğęăęľŻãğęńĲ ŻĲåąńđł ńâńęăęł éľńĲ i ∈ A −→_{Qr−1} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł Q^{(r)}_f ŻĲď ňğáĺőĲă ĲďĲĺŽã ľçďęŻęł ľńđď^{−→}Q^{(r−1)} ğęň ďŸ ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ŽăŸ Ĳďđčâĺàľđ čĲńŸěç ńàď ąŸńŸľńáľĲàď Q^{(r−1)} ąŸă ←− Q^{(r)}_f . ŃăŸ áčĲľđ ľňďâğĲăŸ Ÿňńęç ĲåďŸă æńă ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ąŸă đ ąŸńáľńŸľđ ńàď ľňďæŻàď ŻĲď ŸććáİĲă čĲńŸěç ńàď Żçę Ÿňńéď ąŸńŸľńáľĲàď.

ŔŸĺŸńãĺđľđ 7.1 ĆăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ ←− Q^{(r)}_f ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ:

(1) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} , r ←−_{Q(r)} f (S_i) = r −→_{Q(r−1)} (S_i);

(2) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} , i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, ←− Q^{(r)}_f )

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 167

(3) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f }, residual ←−_{Q(r)} f (e^{(r)}_i ) = residual_Q(r−1) (e^{(r)}_i ).

êńňğŸ čăćéďńŸł, ę ăľőňĺăľčæł (1) ňğęŻđćéďĲă æńă ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ńàď ĲďĲĺŽéď ľňďæ- Żàď ŻĲď Ÿććáİęňď čĲńŸěç ńàď ąŸńŸľńáľĲàď^{−→}Q^{(r−1)} ąŸă ←− Q^{(r)}_f , Ĳďé ę ăľőňĺăľčæł (2) ĲŽŽňáńŸă æńă ąŸčăá ľçďęŻęł ŻĲď ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă ľĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ąŸńáľńŸľđ čĲńŸěç ńàď Żçę Ÿňńéď ąŸńŸľńáľĲàď. Ďğåľđł, đ ĲćĲç§Ĳĺđ őàĺđńăąæńđńŸ ńàď Ÿąčéď ğęň Ÿďãąęňď ľńđ ŋáľđ r ğŸĺŸčâďĲă ŸďŸććęåàńđ čĲńŸěç ńàď ąŸńŸľńáľĲàď^{−→}Q^{(r−1)} ąŸă ←− Q^{(r)}_f .

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńęď Ÿąæćęň§ę ăľőňĺăľčæ ğęň ğĲĺăŽĺáŋĲă ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f . ŁãččŸ 7.8 ĆăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f ăľőçęňď ńŸ Ĳěãł: (1) r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) = b_{r−1} + 5p_{r−1}/8, (2) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f }, r_Q(r)_f (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, (3) FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4, (4) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, FS_Q(r)_f (e^{(r)}_i ) = b_r + p_r/2, (5) đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f , (6) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f , (7) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′, ńâńęăęď éľńĲ r < r^′ ≤ d/2 ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)}, đ e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f , (8) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} ąŸă ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ Ÿąčã e^{(r′)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f , (9) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} ăľőçĲă æńă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}_f ).

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ęă ăľőňĺăľčęå (1) ąŸă (2) ąŸ§ęĺåİęňď ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f , Ĳďé ęă ăľőňĺăľčęå (3) ąŸă (4) ąŸ§ęĺåİęňď ńŸ ăľęčĲĺåŻăŸ ńàď

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 168

Ÿąčéď ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ Ÿňńâł ńăł ľňďæŻęňł ľńđď Q^{(r)}_f . Ő ăľőňĺăľčæł (5) ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f , Ĳďé ęă ăľőňĺăľčęå (6), (7) ąŸă (8) ĲŽŽňęçďńŸă æńă ąŸčăá áććđ ĲďĲĺŽã Ÿąčã ńęň Żăąńçęň ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď Q^{(r)}_f . ŠĲćăąá, ę ăľőňĺăľčæł (10) ŸğęŻĲăąďçĲă æńă ąŸčăá ľçďęŻęł ŻĲď ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă. ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ŁãččŸńęł 7.8.

ĂğæŻĲăěđ: ŊĲąăďáčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň (1). ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} . Ďğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^( r) f , i^{(r)}_l }, đ S_i(r)_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i , Ĳďé đ S_i(r)_f őĺđľăčęğęăĲå ńăł Ÿąčâł e^{(r′)}_{i(r)f} ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã. ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńęď ňğęćęŽăľčæ ńàď ŸďŸľőđčŸńăľńăąéď ŸňěãľĲàď ŽăŸ ńđ ľçďęŻę i^{(r)}_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ ←− Q^{(r)}_f . ĎěĲńáİęňčĲ ěĲőàĺăľńá ąá§Ĳ čåŸ Ÿąčã ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđď i^{(r)}_f .

ĎěĲńáİęňčĲ Ÿĺőăąá ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i(r)_f ąŸă S_i(r)_l , Ĳďé cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) = 2b_r + p_r/2. Ăğæ ńę ŔæĺăľčŸ 7.1, ğĺęąçğńĲă æńă r ←−_{Q(r)} f (S_i(r)_f ) = r −→_{Q(r−1)} (S_i(r)_f ) ąŸă r ←−_{Q(r)} f (S_i(r)_l ) = r −→_{Q(r−1)} (S_i(r)_l ). Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2Ź) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

r −→_{Q(r−1)} (S_i(r)_f ) = r −→_{Q(r−1)} (S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2 ,

âńľă éľńĲ r ←−_{Q(r)} f (S_i(r)_f ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2 ąŸă r ←−_{Q(r)} f (S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2.

ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł âőęňčĲ ´ ←−_{Q(r)} f (i^{(r)}_f , e^{(r)}_{i(r)l} ) = cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) − r ←−_{Q(r)} f (S_i(r)_f ) − r ←−_{Q(r)} f (S_i(r)_f )

= 2b_r + p_r 2^−

2 (b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) (ćæŽà ńęň ŔęĺåľčŸńęł 7.1 ąŸă ńđł ĲğŸŽàŽăąãł ňğæ§Ĳľđł (2Ź)) = 2 (b_r − b_{r−1}) + p_r 2^− p_{r−1} = 2 p_{r−1} 2 + 1 2^· p_{r−1} 4^− p_{r−1}

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 169

(ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńàď b_r ąŸă p_r) = p^{r−1} 8 . ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã e^{(r)}_i , æğęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i(r)_f ąŸă S_i. Ăğæ ńę ŔæĺăľčŸ 7.1 âőęňčĲ r ←−_{Q(r)} f (S_i(r)_f ) = r −→_{Q(r−1)} (S_i(r)_f ) ąŸă r ←−_{Q(r)} f (S_i) = r −→_{Q(r−1)} (S_i). Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2Ź) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r −→_{Q(r−1)} (S_i(r)_f ) = r −→_{Q(r−1)} (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, âńľă éľńĲ r ←−_{Q(r)} f (S_i(r)_f ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2 ąŸă r ←−_{Q(r)} f (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, âőęňčĲ ´ ←−_{Q(r)} f (i^{(r)}_f , e^{(r)}_i ) = cap(e^{(r)}_i ) − r ←−_{Q(r)} f (S_i(r)_f ) − r ←−_{Q(r)} f (S_i) = 2b_r + p_r − 2 (b_{r−1} + p^{r−1} 2 ) (ćæŽà ńęň ŔęĺåľčŸńęł 7.1 ąŸă ńđł ĲğŸŽàŽăąãł ňğæ§Ĳľđł (2Ź)) = 2 (b_r − b_{r−1}) + p_r − p_{r−1} = 2 p_{r−1} 2 + p_{r−1} 4^− p_{r−1} (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńàď b_r ąŸă p_r) = p_{r−1} 4 . ĎěĲńáİęňčĲ ńéĺŸ ńăł Ÿąčâł e^{(r′)}_{i(r)f} , ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′, ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r. Šę ŔæĺăľčŸ 7.1 (3) ňğęŻđćéďĲă æńă residual ←−_{Q(r)} f (e^{(r′)}_{i(r)f} ) = residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_{i(r)f} ), âńľă éľńĲ Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ÿ) ğĺęąçğńĲă æńă residual ←−_{Q(r)} f (e^{(r′)}_{i(r)f} ) ≥ p_{r−1}/4. Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł âőęňčĲ ´ ←−_{Q(r)} f (i^{(r)}_f ) = min{p_{r−1}/8, p_{r−1}/4} = p_{r−1}/8 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 170

Ďğåľđł,

r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) = r ←−_{Q(r)} f (S_i(r)_f ) + ´ ←−_{Q(r)} f (i^{(r)}_f )

b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 8 (ćæŽà ńđł ŔŸĺŸńãĺđľđł 7.1 ąŸă ńđł ĲğŸŽàŽăąãł ňğæ§Ĳľđł (2Ź)) = b_{r−1} + 5p_{r−1} 8 . ŚĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę âőęňčĲ ęćęąćđĺéľĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł (1).

ĆăŸ ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ ńđ ľňď§ãąđ (2), §ĲàĺęçčĲ čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f }. Ăğæ ńę ŔæĺăľčŸ 7.8 ăľőçĲă æńă r ←−_{Q(r)} f (S_i) = r_Q(r−1) (S_i). Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2Ź) ğĺęąçğńĲă æńă r_Q(r−1) (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. ŔĺęŋŸďéł,

r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) − r_Q(r)_f (S_i) = b_{r−1} + 5p_{r−1} 8^− b_{r−1} − p_{r−1} 2 = p^{r−1} 8 > 0 . Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł âőęňčĲ r_Q(r)_f (S_i) = r_Q(r−1) (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł (3). Ĺľőňĺăľčæł 7.10 FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4.

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(r)}_f ąŸă i^{(r)}_l . Šę ŔæĺăľčŸ 7.1 (2) ňğęŻđćéďĲă æńă A −→_{Q(r−1)} = A_Q(r)_f . ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (3) ğĺęąçğńĲă æńă i^{(r)}_f ∈ A_Q(r)_f ąŸă i^{(r)}_l ∈ A_Q(r)_f , âńľă éľńĲ A_Q(r)_f | e^{(r)}_{i(r)l} = {i^( r) f , i^{(r)}_l }. Ďğęčâďàł,

FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) = cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) − allot_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) |AQ(r)_f | e^( r) i^{(r)}_l |

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 171

= cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) 2 (ćæŽà ńęň ŔęĺåľčŸńęł 7.1 ąŸă ńđł ĲğŸŽàŽăąãł ňğæ§Ĳľđł (3)) = 2b_r + p_r/2 2 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched)) = b_r + p_r 4 , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę đ ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (3) âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď (4).

Ĺľőňĺăľčæł 7.11 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l } ăľőçĲă æńă

FS_Q(r)_f (e^{(r)}_i ) = b_r + p_r 2 . ĂğæŻĲăěđ: ëľńà âďŸł ęğęăęľŻãğęńĲ ŻĲåąńđł ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(r)}_f ąŸă i. Šę ŔæĺăľčŸ 7.1 (2) ňğęŻđćéďĲă æńă A −→_{Q(r−1)} = A_Q(r)_f . Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (3) ğĺęąçğńĲă æńă i^{(r)}_f ∈ A_Q(r)_f ąŸă i ∈ A_Q(r)_f , âńľă éľńĲ A_Q(r)_f | e^{(r)}_i = {i^{(r)}_f , i}. Ďğęčâďàł,

FS_Q(r)_f (e^{(r)}_i ) = cap(e^{(r)}_i ) − allot_Q(r)_f (e^{(r)}_i ) |AQ(r)_f | e^( r) i | = cap(e^{(r)}_i ) 2 (ćæŽà ńęň ŔęĺåľčŸńęł 7.1 ąŸă ńđł ĲğŸŽàŽăąãł ňğæ§Ĳľđł (3)) = 2b_r + p_r 2 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched)) = b_r + p^r 2 ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 172

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľňď§ãąđ (5). ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(r)}_f ąŸă i^{(r)}_l . ĎěĲńáİęňčĲ ńăł Żçę Ÿňńâł ľňďæŻęňł ěĲőàĺăľńá.

ŊĲąăďáčĲ čĲ ńđ ľçďęŻę i^{(r)}_f . Ő ĲğæčĲďęł ńĲőďăąæł ăľőňĺăľčæł ŸğęŻĲăąďçĲă æńă đ ľçďęŻęł i^{(r)}_f ŸğęćŸčŹáďĲă ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăæ ńđł ğáďà ľńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f .

ŁãččŸ 7.9 MFS_Q(r)_f (S_i(r)_f ) = FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ).

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), Ĳğăğĺæľ§ĲńŸ ńđł Ÿąčãł e^{(r)}_{i(r)l} , đ ľçďę- Żęł i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i . Ďğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ ľçďęŻęł i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} .

Ăğæ ńęď Ĺľőňĺăľčæ 7.10, ăľőçĲă æńă FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4, Ĳďé ę Ĺľőňĺăľčæł 7.11 ňğęŻđćéďĲă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, ăľőçĲă æńă FS_Q(r)_f (e^{(r)}_i ) = b_r + p_r/2.

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} , ŽăŸ ąáğęăę Ÿň§ŸåĺĲńę ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r. Šę ŔæĺăľčŸ 7.1 (2) ňğęŻđćéďĲă æńă A_Q(r)_f = A −→_{Q(r−1)} . Ďğęčâďàł, FS_Q(r)_f (e^{(r′)}_{i(r)f} ) = FS −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_{i(r)f} ). Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ź) âőęňčĲ FS −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_{i(r)f} ) ≥ p_{r−1} + 3p_{r−1}/4, âńľă éľńĲ FS_Q(r)_f (e^{(r′)}_{i(r)f} ) ≥ p_{r−1} +3p_{r−1}/4. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ŽăŸ ąáğęăŸ ľçďęŻę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

MFS_Q(r)_f (S_i(r)_f ) = min{b_r + p_r 4 , b_r + p_r 2 , b_{r−1} + 3 4 p_{r−1}} = b_r + p_r 4 , âńľă éľńĲ MFS_Q(r)_f (S_i(r)_f ) = FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľçďęŻę i^{(r)}_l . Ő ĲğæčĲďęł ńĲőďăąæł ăľőňĺăľčæł ŸğęŻĲăąďçĲă æńă đ ľçďęŻęł i^{(r)}_l ćŸčŹáďĲă ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł ğáďà ľńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 173

ŁãččŸ 7.10 MFS_Q(r)_f (S_i(r)_l ) = FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ).

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(r)}_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} . Ďğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ i^{(r)}_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} . ĎěĲńáİęňčĲ ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł ěĲőàĺăľńá, ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď e^{(r)}_{i(r)l} . Ăğæ ńęď Ĺľőňĺăľčæ 7.10 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4.

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} , ŽăŸ ąáğęăę ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r. Ę ŔŸĺŸńãĺđľđ 7.1 (2) ňğęŻđćéďĲă æńă æćĲł ęă ĲďĲĺŽâł ľçďęŻęă ńęň ľňďæćęň A −→_{Q(r−1)} ĲåďŸă Ĳğåľđł ĲďĲĺŽâł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f , âńľă éľńĲ A_Q(r)_f = A −→_{Q(r−1)} . Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ăľęčĲĺăŻåęň âőęňčĲ FS_Q(r)_f (e^{(r′)}_{i(r)l} ) = FS −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_{i(r)l} ). Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ź) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă FS −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_{i(r)l} ) ≥ p_{r−1} + 3p_{r−1}/4, âńľă éľńĲ FS_Q(r)_f (e^{(r′)}_{i(r)l} ) ≥ p_{r−1} + 3p_{r−1}/4. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň čăŸł ľňďæŻęň âőęňčĲ

MFS_Q(r)_f (S_i(r)_l ) = min{b_r + p_r 4 , b_{r−1} + 3 4 p_{r−1}} = b_r + p_r 4 , âńľă éľńĲ MFS_Q(r)_f (S_i(r)_l ) = FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŠŸ ŁãččŸńŸ 7.9 ąŸă 7.10 ňğęŻđćéďęňď æńă ąŸă ęă Żçę ľçďęŻęă i^{(r)}_f ąŸă i^{(r)}_l , ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} , ćŸčŹáďęňď ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăæ ńęňł ľńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} . Ő ęĺăľčæł ńàď Ÿąčéď ľňčŋæĺđľđł ľňďĲğáŽĲńŸă Ĳğęčâďàł ğàł đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f , ńę ęğęåę ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (5).

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł (6). ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ Ÿąčã e^{(r)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(r)}_f ąŸă i. Ăğæ ńęď Ĺľőňĺăľčæ 7.11 âőęňčĲ FS_Q(r)_f (e^{(r)}_i ) = b_r + p_r/2. Ő Ĺľőňĺăľčæł 7.9 ňğęŻđćéďĲă æńă MFS_Q(r)_f (S_i(r)_f ) = FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ), Ĳďé Ÿğæ ńęď Ĺľőňĺăľčæ 7.10 ĲåďŸă FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4. Ďŋæľęď b_r ≠ 0 ąŸă p_r ≠ 0, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă b_r + p_r/4 < b_r + p_r/2, âńľă éľńĲ MFS_Q(r)_f (S_i(r)_f ) < FS_Q(r)_f (e^{(r)}_i ). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ čăŸł Ÿąčãł ľňčŋæĺđľđł ğĺęąçğńĲă Ĳğęčâďàł æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 174

ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f . Śńę ľđčĲåę Ÿňńæ đ ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (6) âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł (7). ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ r < r^′ ≤ d/2, ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ Żçę ľňďæŻęňł S_i ąŸă S_j, ŽăŸ ńăł ęğęåĲł ăľőçĲă {i, j} ⊆ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. Ăğæ ńę ŔæĺăľčŸ 7.1 (2) ĲåďŸă {i, j} ⊆ AQ(r)_f . ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ăľęčĲĺăŻåęň âőęňčĲ, FS Q(r)_f (e^(r^{′)}) = cap(e^(r^{′)})/2.

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå Ĳğåľđł ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i čĲ cap(e^{(r)}_i ) = 2b_r +p_r. ŁæŽà ńęň Ĺľőňĺăľčęç 7.11 ăľőçĲă æńă FS_Q(r)_f (e^{(r)}_i ) = b_r +p_r/2. ŔĺęŋŸďéł, FS_Q(r)_f (e^{(r)}_i ) = cap(e^{(r)}_i )/2. Ę ŔĺæńŸľđ 7.3 ňğęŻđćéďĲă æńă cap(e^{(r)}_i ) < cap(e^{(r′)}), âńľă éľńĲ

cap(e^{(r)}_i )/2 < cap(e^{(r′)})/2 .

ŚňďĲğéł, FS_Q(r)_f (e^{(r)}_i ) < FS_Q(r)_f (e^{(r′)}), âńľă éľńĲ, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ăľęčĲĺăŻåęň, ăľőçĲă æńă

MFS_Q(r)_f (S_i) < FS_Q(r)_f (e^{(r′)}) .

êĺŸ, đ Ÿąčã e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńđď (7).

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (8). ĞĲàĺęçčĲ âďŸď ęğęăęďŻãğęńĲ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_i . Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ź) âőęňčĲ FS −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_i ) ≥ b_{r−1} +3p_{r−1}/4. ŁæŽà ńęň ŔęĺåľčŸńęł 7.1 ăľőçĲă æńă A_Q(r)_f = A −→_{Q(r−1)} âńľă éľńĲ ę ęĺăľčæł ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ľňďĲğáŽĲńŸă æńă FS_Q(r)_f (e^{(r′)}_i ) = FS_Q(r−1) (e^{(r′)}_i ). ŚňďĲğéł, FS_Q(r)_f (e^{(r′)}_i ) ≥ b_{r−1} + 3p_{r−1}/4.

ĎěĲńáİęňčĲ ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ğĲĺăğńéľĲăł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę i. Şğę§âńęňčĲ Ÿĺőăąá æńă i ∉ {i^( r) f , i^{(r)}_l }. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 175

e^{(r)}_i . Šę ŔæĺăľčŸ 7.11 ňğęŻđćéďĲă æńă

FS_Q(r)_f (e^{(r)}_i ) = b_r + p_r 2 = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 8 (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńàď b_r ąŸă p_r) = b_{r−1} + 5 8 p_{r−1} . ĎğĲăŻã b_{r−1} +5p_{r−1}/8 < b_{r−1} +3p_{r−1}/4, ğĺęąçğńĲă æńă FS_Q(r)_f (e^{(r)}_i ) < FS_Q(r)_f (e^{(r′)}_i ). Ďě ęĺăľčęç ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň čăŸł ľňďæŻęň âőęňčĲ Ĳğęčâďàł, MFS_Q(r)_f (S_i) < FS_Q(r)_f (e^{(r′)}_i ), âńľă éľńĲ đ Ÿąčã e^{(r′)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f .

Şğę§âńęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă i ∈ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} . Šę ŔæĺăľčŸ 7.10 ňğęŻđćéďĲă æńă

FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r 4 = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 16 (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńàď b_r ąŸă p_r) = b_{r−1} + 9 16 p_{r−1} . Ďŋæľęď b_{r−1} + 9p_{r−1}/16 < b_{r−1} + 3p_{r−1}/4, ğĺęąçğńĲă æńă FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) < FS_Q(r)_f (e^{(r′)}_i ). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň čăŸł ľňďæŻęň âőęňčĲ MFS_Q(r)_f (S_i) < FS_Q(r)_f (e^{(r′)}_i ), âńľă éľńĲ e^{(r′)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f .

Śńę ľđčĲåę Ÿňńæ âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå đ ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (8). ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď Ÿğæ- ŻĲăěđ ńđł (9). ĎěĲńáİęňčĲ ěĲőàĺăľńá ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ ńăł ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ľńđď Q^{(r)}_f , ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S_i(r)_f .

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} . Ďğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ ľçďęŻęł i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i , Ĳďé ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå Ĳğăğĺæľ§ĲńŸ ńđď Ÿąčã

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 176 e^{(r′)}_{i(r)f} . ĎěĲńáİęňčĲ ěĲőàĺăľńá ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł, ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď e^{(r)}_{i(r)l} . ŁæŽà ńđł ľňď§ãąđł (3) ĲåďŸă

FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r 4 = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + 1 4^· p_{r−1} 4 = b_{r−1} + 9p_{r−1} 16 . Ůľńæľę, Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (1) ğĺęąçğńĲă æńă r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) = b_{r−1} + 5p_{r−1}/8, âńľă éľńĲ

r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) − FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_{r−1} + 5p_{r−1} 8^−

(b_{r−1} + 9p_{r−1} 16 ) = 1 16 p_{r−1} (ĲğĲăŻã p_r ≠ 0) ≠ 0 . Ďğęčâďàł, r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) ≠ FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ).

Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f .

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i , æğęň i ĲåďŸă ęğęăęľŻãğęńĲ ŻĲåąńđł ľňďæŻęň i ∈ A −→ Q^{(r−1)} \ {i^( r) f , i^{(r)}_l }. Ăğæ ńęď ăľőňĺăľčæ (6) âőęňčĲ æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f . Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f .

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} ŽăŸ ąáğęăę ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r. Ăğæ ńđ ľňď§ãąđ (8), đ Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f . Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł S_i(r)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 177

Ďŋæľęď ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå đ ľçďęŻęł S_i(r)_f ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľã ńđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f ğĺęąçğńĲă æńă i^{(r)}_f /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}_f ), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľçďęŻę S_i(r)_l . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i(r)_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} , ąŸ§éł Ĳğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ i^{(r)}_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã. ĎěĲńáİęňčĲ ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł ěĲőàĺăľńá, ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď e^{(r)}_{i(r)l} . Ăğæ ńęď ăľőňĺăľčæ (3) âőęňčĲ æńă

FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4 = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 16 = b_{r−1} + 9p_{r−1} 16 . Ůľńæľę, ę ăľőňĺăľčæł (2) ňğęŻđćéďĲă æńă r_Q(r)_f (S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, âńľă éľńĲ

FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ) − r_Q(r)_f (S_i(r)_l ) = b_{r−1} + 9p_{r−1} 16^−

(b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) . = p_{r−1} 16 (ĲğĲăŻã p_{r−1} ≠ 0) ≠ 0 . Ďğęčâďàł, r_Q(r)_f (S_i(r)_l ) ≠ FS_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} ).

Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_l ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f .

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r. Ăğæ ńđ ľňď§ãąđ (8) âőęňčĲ æńă đ Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f . Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_l ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f .

Ďŋæľęď ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå đ ľçďęŻęł S_i(r)_l ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľã ńđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f , ğĺęąçğńĲă æńă i^{(r)}_l /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}_f ), æğàł ŸğŸăńĲå-

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 178

ńŸă.

Śńđ ľňďâőĲăŸ ĲğăąĲďńĺéďęňčĲ ńđď ğĺęľęőã čŸł ľńăł ňğæćęăğĲł ľňďæŻęňł. ĞĲàĺęçčĲ čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i , ąŸ§éł Ĳğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_i . Ďğåľđł, đ S_i őĺđľăčęğęăĲå ńęňćáőăľńęď čăŸ Ÿąčã e^{(r′′)} ∈ E^{(r′′)}, ŽăŸ ąáğęăęď ŸąâĺŸăę r^{′′}, ńâńęăęď éľńĲ r < r^{′′} ≤ d/2.

Ăğæ ńăł ľňď§ãąĲł (6), (7) ąŸă (8), ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł e^{(r)}_i , e^{(r′)}_i ąŸă e^{(r′′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f . Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ğĺęąçğńĲă æńă ąŸčăá Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_0 , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę, đ ŸğæŻĲăěđ ńęň ŁãččŸńęł 7.8 âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă æćĲł ęă Ÿąčâł ğęň Ÿďãąęňď ľĲ čăąĺæńĲĺđ Ÿğæ ńđď r-ęľńã ŋáľđ âőęňď ĲćĲç§Ĳĺđ őàĺđńăąæńđńŸ ľńđď Q^{(r)}_f .

ŁãččŸ 7.11 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} ąŸă ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′, 1 ≤ r^′ < r, ăľőçĲă æńă

residual_Q(r)_f (e^{(r′)}_i ) ≥ p_{r−1} 8 . ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i ąŸă S_i(r′)_f . Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (3) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă i^{(r′)}_f /∈ A −→_{Q(r−1)} , âńľă éľńĲ r_Q(r)_f (S_i(r′)_f ) = r_Q(r−1) (S_i(r′)_f ). ĎěĲńáİęňčĲ ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ğĲĺăğńéľĲăł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę i.

Şğę§âńęňčĲ Ÿĺőăąá æńă i ≠ i^{(r)}_f . Šę ŁãččŸ 7.8 (2) ňğęŻđćéďĲă æńă r_Q(r)_f (S_i) = b_{r−1} +p_{r−1}/2. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2Ź) âőęňčĲ r_Q(r−1) (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, âńľă éľńĲ r_Q(r)_f (S_i) = r −→_{Q(r−1)} (S_i). Ďě ęĺăľčęç ńđł ĲćĲç§Ĳĺđł őàĺđńăąæńđńŸł ĲåďŸă

residual_Q(r)_f (e^{(r′)}_i ) = = cap(e^{(r′)}_i ) − r_Q(r)_f (S_i) − r_Q(r)_f (S_i(r′)_f ) = cap(e^{(r′)}_i ) − r_Q(r−1) (S_i) − r_Q(r−1) (S_i(r′)_f ) = residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_i ) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 179

Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ÿ) ğĺęąçğńĲă æńă residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_i ) ≥ p_{r−1}/4, âńľă éľńĲ

residual_Q(r)_f (e^{(r′)}_i ) ≥ p_{r−1}/4 > p_{r−1}/8 , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Şğę§âńęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă i = i^{(r)}_f . Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2Ź) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r_Q(r−1) (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.8 (1) ğĺęąçğńĲă æńă

r_Q(r)_f (S_i) = b_{r−1} + 5p_{r−1} 8 = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 8 = r_Q(r−1) (S_i) + p^{r−1} 8 , âńľă éľńĲ

residual_Q(r)_f (e^{(r′)}_i ) = cap(e^{(r′)}_i ) − r_Q(r)_f (S_i) − r_Q(r)_f (S_i(r′)_f ) = cap(e^{(r′)}_i ) − r_Q(r−1) (S_i) − p_{r−1} 8^− r_Q(r−1) (S_i(r′)_f ) = residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_i ) − p^{r−1} 8 . Ę ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ÿ) ňğęŻđćéďĲă æńă residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_i ) ≥ p_{r−1}/4, âńľă éľńĲ

residual_Q(r)_f (e^{(r′)}_i ) ≥ p_{r−1}/4 − p_{r−1}/8 = p_{r−1}/8 , ńę ęğęåę ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ăľőňĺăľčęç.

ĎŋŸĺčæİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ čâ§ęŻę ńđł ŸğŸŽàŽãł ľĲ áńęğę. Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă |S |_α (Q^{(r−1)}, ∞) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l }| = 1. ŔĺęŋŸďéł, ŻĲď ňğáĺőĲă ŻĲåąńđł ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f } ńâńęăęł éľńĲ đ ľçďęŻęł S_i ďŸ ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ğĺęł

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 180

Ĳďđčâĺàľđ ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńđł ŋáľđł ĲąńâćĲľđł α^{(lr)}.

Ďŋæľęď |S |_α (Q^{(r−1)}, ∞) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l }| = 1 ąŸă i^{(r)}_f ∈ S |_α (Q^{(r−1)}, ∞) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l }, ğĺęąçğńĲă æńă S |_α (Q^{(r−1)}, ∞) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l } = {i^{(r)}_f }. Ďğęčâďàł, đ čæďđ ĲďĲĺŽã ľçďęŻęł ğęň ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ čĲńá ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f ĲåďŸă đ S_i(r)_f . ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ŻĺęčęćęŽéďńŸł ńđď S_i(r)_f ľĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ Q^{(r)}_f^α−→ Q, ŻĲď ğĺęąŸćęçďńŸă ŸććŸŽâł ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ąŸă ńđď ąŸńáľńŸľđ ńàď ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď ľńđď −→ Q^{(r−1)}. Şğę§âńęňčĲ æńă đ Q, čĲ Q^{(r)}_f^α−→ Q, ĲåďŸă đ ğĺéńđ ąŸńáľńŸľđ ľńđď ęğęåŸ đ ľçďęŻęł i^{(r)}_f ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ęă ľçďęŻęă i^{(r)}_f ąŸă i^{(r)}_l čęăĺáİęďńŸă ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} čĲ cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) = 2 b_r + p_r/2. ŁæŽà ńęň ŁãččŸńęł 7.8(1) ĲåďŸă r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) = b_{r−1} + 5p_{r−1}/8, Ĳďé Ÿğæ ńę ŁãččŸ 7.8 (2) ğĺęąçğńĲă æńă r_Q(r)_f (S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. ŔĺęŋŸďéł, r_Q(S_i(r)_f ) = b_{r−1} + 5p_{r−1}/8 ąŸă r_Q(S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. Ůľńæľę,

r_Q(S_i(r)_f ) − r_Q(S_i(r)_l ) = b_{r−1} + 5 p_{r−1} 8^− (b_{r−1} + p^{r−1} 2 ) = p^{r−1} 8 (ĲğĲăŻã p_{r−1} ≠ 0) > 0 , âńľă éľńĲ r_Q(S_i(r)_l ) < r_Q(S_i(r)_f ). ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł, ğĺęąçğńĲă æńă ´_Q(e^{(r)}_{i(r)l} , i^{(r)}_l ) = cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) − r_Q(S_i(r)_f ) − r_Q(S_i(r)_l )

= 2b_r + p_r 2^− ( b_{r−1} + 5 8 p_{r−1} ) − ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 )

= 2 ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) + 1 2^· p_{r−1} 4^− 2b_{r−1} − p_{r−1} − p_{r−1} 8 = 2b_{r−1} + p_{r−1} + p_{r−1} 8^− 2b_{r−1} − p_{r−1} − p_{r−1} 8 = 0 ,

ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ´_Q(i^{(r)}_l ) = 0. êĺŸ, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł âőęňčĲ r→_Q(S_i(r)_f ) = r_Q(S_i(r)_f ).

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 181

ŠŸ åŻăŸ ĲğăőĲăĺãčŸńŸ ĲŋŸĺčæİęďńŸă ĲğŸŽàŽăąá ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q^′ ŽăŸ ńđď ęğęåŸ ăľőçĲă Q^α−→ Q^′ ąŸă đ ľçďęŻęł i^{(r)}_f ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ ľńđď Q^′. ŚňďĲğéł, ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ąŸă đ ąŸńáľńŸľđ ęğęăŸľŻãğęńĲ ľňďæŻęň ğŸĺŸčâďĲă ŸďŸććęåàńđ čĲńá ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f ąŸă ŽăŸ ńę ňğæćęăğę ńđł ĲąńâćĲľđł.

ĞĲàĺęçčĲ âďŸď Ÿň§ŸåĺĲńę ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S_i čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f őàĺåł ďŸ ğĺęąćđ§ęçď čĲăéľĲăł ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ňğęćęåğàď ľňďæŻàď.

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i , ąŸ§éł Ĳğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ ≤ r, đ S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_i . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, đ S_i őĺđľăčęğęăĲå ńęňćáőăľńęď čăŸ Ÿąčã e^{(r′′)} ∈ E^{(r′′)} ŽăŸ ąáğęăęď ŸąâĺŸăę r^{′′} ńâńęăęď éľńĲ r < r^{′′} ≤ d/2. ĎěĲńáİęňčĲ ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ ńăł Ÿąčâł Ÿňńâł ěĲőàĺăľńá, ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď e^{(r)}_i . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched) âőęňčĲ cap(e^{(r)}_i ) = 2b_r + p_r. Ăğæ ńę ŔæĺăľčŸ 7.8 (2) ğĺęąçğńĲă æńă r_Q(r)_f (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, Ĳďé, Ÿğæ ńę ŁãččŸ 7.8 (1), ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) = b_{r−1} + 5p_{r−1}/8, âńľă éľńĲ

residual_Q(r)_f (e^{(r)}_i ) = cap(e^{(r)}_i ) − r_Q(r)_f (S_i) − r_Q(r)_f (S_i(r)_f )

= 2b_r + p_r − ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) − ( b_{r−1} + 5p_{r−1} 8 )

= 2 · ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) + p_{r−1} 4^− 2b_{r−1} − p_{r−1} − p_{r−1} 8 (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńàď b_r ąŸă p_r) = p^{r−1} 8 . ŚňďĲğéł, Ĳě ęĺăľčęç ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ĲåďŸă ´_Q(r)_f (e^{(r)}_i , i) ≥ p_{r−1}/8.

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_i ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ ≤ r. Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.11 âőęňčĲ residual_Q(r)_f (e^{(r′)}_i ) ≥ p_{r−1}/8. Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ĲåďŸă ´_Q(r)_f (e^{(r′)}_i , i) ≥ p_{r−1}/8.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 182

ŠĲćăąá, ĲěĲńáİęňčĲ ńđď Ÿąčã e^{(r′′)} ∈ E^{(r′′)} ŽăŸ ąáğęăęď ŸąâĺŸăę r^{′′} ńâńęăęď éľńĲ r < r^{′′} ≤ d/2. Šę ŁãččŸ 7.7 ňğęŻđćéďĲă æńă

residual_Q(r−1) (e^{(r′′)}) ≥ p_{r−1} 8 . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S_i, ąŸ§éł Ĳğåľđł ąŸă Ÿğæ ąáğęăŸ áććđ ľçďęŻę S_j ńâńęăŸ éľńĲ j ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.8 (2) âőęňčĲ r_Q(r)_f (S_i) = r_Q(r)_f (S_j) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, Ĳďé Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2Ź) ĲåďŸă r_Q(r−1) (S_i) = r_Q(r−1) (S_j) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, âńľă éľńĲ r_Q(r)_f (S_i) = r_Q(r−1) (S_i) ąŸă r_Q(r)_f (S_j) = r_Q(r−1) (S_j). ŚňďĲğéł, residual_Q(r)_f (e^{(r′′)}_i ) = residual_Q(r−1) (e^{(r′′)}_i ), âńľă éľńĲ residual_Q(r)_f (e^{(r′′)}_i ) ≥^{pr−1}_8 . êĺŸ, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęąçğńĲă æńă

´_Q(r)_f (e^{(r′′)}_i , i) ≥ p_{r−1}/8 .

Ďě ęĺăľčęç ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ĲåďŸă ´_Q(r)_f (i) ≥ p_{r−1}/8, âńľă éľńĲ ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł S_i čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå őàĺåł ďŸ ğĺęąŸćâľĲă ąŸčăá čĲåàľđ ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ęğęăŸľŻãğęńĲ áććđł ľňďæŻęň. ŚňďĲğéł, đ ľçďęŻęł S_i ŻĲď âőĲă ŸğęąńãľĲă Ÿąæčđ ńđď ńĲćăąã ŻåąŸăđ ńăčã ńđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň. ĂďńåŋŸľđ ľńđď ňğæ§Ĳľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ęćęąćđĺéľęňčĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (1) ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă ńę ľçďęćę S |_α (Q^{(r−1)}, ∞) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l } ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă Žďãľăę ňğęľçďęćę ńęň ľňďæćęň A_Q(r−1) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l }. Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă S |_α (Q^{(r−1)}, ∞) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l } ⊂ A_Q(r−1) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l }. ĞĲàĺęçčĲ ńđ ľçďęŻę S_i(r)_l . ŔĺęŋŸďéł, đ S_i(r)_l ŻĲ ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ čĲńá ńđď ąŸńáľńŸľđ A_Q(r−1) . ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ ľçďęŻęł S_i(r)_l ŻĲď âőĲă ŸğęąńãľĲă Ÿąæčđ ńęď ńĲćăąæ ŻåąŸăę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i(r)_l čęăĺáİĲńŸă ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} čĲ ńđ ľçďęŻę i^{(r)}_f , ąŸ§éł Ĳğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ S_i(r)_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 183

ĎěĲńáİęňčĲ ěĲőàĺăľńá ąá§Ĳ čåŸ Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł, ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď e^{(r)}_{i(r)l} . ŁæŽà ńęň

ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched) ĲåďŸă cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) = 2b_r + p_r/2. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ńę ŁãččŸ 7.8

(2) ňğęŻđćéďĲă æńă r_Q(r)_f (S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł

ŸňěãľĲàł ğĺęąçğńĲă æńă

´_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} , i^{(r)}_l ) = 1 2^· cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) − r_Q(r)_f (S_i(r)_l ) = 1 2^· ( 2 b_r + p^r 2 ) − ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 )

= b_r + p_r 4^− b_{r−1} − p_{r−1} 2 = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 16^− b_{r−1} − p_{r−1} 2 = p_{r−1} 16 . ĞĲàĺęçčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ŽăŸ ęğęăęďŻãğęńĲ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r.

Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.11 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă residual_Q(r)_f (e^{(r′)}_{i(r)l} ) ≥ p_{r−1}/8. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł

ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł, ğĺęąçğńĲă æńă

´_Q(r)_f (e^{(r)}_{i(r)l} , i^{(r)}_l ) ≥ p_{r−1}/8 .

Ďğåľđł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ĲåďŸă

´_Q(r)_f (i^{(r)}_l ) = min{ p_{r−1} 8 , p_{r−1} 16^} = p_{r−1} 16 , âńľă éľńĲ

r_Q(r)_f (S_i(r)_l ) + ´_Q(r)_f (i^{(r)}_l ) = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 16 = b_{r−1} + 9p_{r−1} 16 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 184

ŁæŽà ńęň ŁãčŸńęł 7.8 (1) ăľőçĲă æńă r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) = b_{r−1} + 5p_{r−1}/8. ŔĺęŋŸďéł,

r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) − r_Q(r)_f (S_i(r)_l ) = b_{r−1} + 5p_{r−1} 8^−

(b_{r−1} + 9p_{r−1} 16 ) = p_{r−1} 16 (ĲğĲăŻã p_{r−1} > 0) > 0 . ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, đ Ÿçěđľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_l §Ÿ ğĺęąŸćęçľĲ ńđ čĲåàľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_f ľńđď ńăčã b_{r−1} + 9p_{r−1}/16, Ĳďé ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł æćàď ńàď ňğęćęåğàď ľňďæŻàď ğŸĺŸčâďęňď ŸďŸććęåàńęă. êĺŸ, ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł S_i(r)_l čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå ąŸńá p_{r−1}/16, őàĺåł ďŸ ğĺęąŸćâľĲă čĲåàľđ ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ęğęăŸľŻãğęńĲ áććđł ľňďæŻęň čĲ åľę ã čăąĺæńĲĺę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł, âńľă éľńĲ ę r_Q(r)_f (S_i(r)_l ) ŻĲď ĲåďŸă ę ńĲćăąæł ŻåąŸăęł ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_i(r)_l . ĂďńåŋŸľđ ľńđď ňğæ§Ĳľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

ĽŸńŸćãŽęňčĲ Ĳğęčâďàł æńă S |_α (Q^{(r−1)}, ∞) \ {i^{(r−1)}_f , i^{(r−1)}_l } = A −→_{Q(r−1)} , ńę ęğęåę ľđčŸåďĲă æńă l_r < ∞. Ăňńæ ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň (1).

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńăł ŸğęŻĲåěĲăł ńàď ňğæćęăğàď ăľőňĺăľčéď. Ďŋæľęď l_r < ∞, ęĺåİęňčĲ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} ďŸ ĲåďŸă đ ğĺéńđ ąŸńáľńŸľđ ľńđď ęğęåŸ čăŸ ĲďĲĺŽã ľçďęŻęł ľńđď^{−→}Q^{(r−1)}, ŻăŸŋęĺĲńăąã Ÿğæ ńđď i^{(r)}_f ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ čğĺęľńá Ÿğæ ńđď Q^{(r)}_{ff} ľńđď ĲąńâćĲľđ α. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă, Ĳŋæľęď l_r < ∞, đ Q^{(r)}_{ff} ğĺęđŽĲåńŸă ńđł −→ Q^{(r)} ľńđ ŋáľđ ĲąńâćĲľđł α^{(lr)}.

Ďğåľđł, đ Q^{(r)}_f ğĺęđŽĲåńŸă ńđł Q^{(r)}_{ff} ľńđ ŋáľđ ĲąńâćĲľđł α^{(lr)}.

Ő Ÿąæćęň§ęł Ÿğćæł ăľőňĺăľčæł ŸğęŻĲăąďçĲă æńă čĲńá ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f ľńđď ĲąńâćĲľđ α, ąŸčăá ŸććŸŽã ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ã ľńđď ąŸńáľńŸľđ ęğęăŸľŻãğęńĲ ĲďĲĺŽãł ľňďæŻęň ŻĲď ğĺŸŽčŸńęğęăĲåńŸă ğĺăď Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} .

ŁãččŸ 7.12 ëľńà čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻęł S_i ∈ A −→_{Q(r−1)} . ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q

ńâńęăŸ éľńĲ ←− Q^{(r)}_f^α−→ Q^α−→ Q^{(r)}_{ff} ăľőçĲă æńă r_Q(S_i) = r_Q(r)_f (S_i), ąŸă i /∈ Term(⟨G(Sched, S⟩, Q).

ĂğæŻĲăěđ: Ďě ęĺăľčęç ńđł ąŸńáľńŸľđł Q^{(r)}_{ff} , đ čæďđ ĲďĲĺŽã ľçďęŻęł ğęň čğęĺĲå ďŸ Żĺęčęćę- Žđ§Ĳå čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă đ S_i(r)_f .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 185

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ĲğŸŽàŽã ľńđď Q. ĆăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł, æğęň Q = Q^{(r)}_f , ăľőçĲă ğĺęŋŸďéł æńă r_Q(S_i) = r_Q(r)_f (S_i). Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ńę ŁãččŸ 7.8 (9) ňğęŻđćéďĲă æńă i /∈ Term(⟨G(Sched, S⟩, Q) , ńę ęğęåę ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ĲğŸŽàŽăąãł Źáľđł.

Şğę§âńęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ^←Q ńâńęăŸ éľńĲ Q^{(r)}_f^α−→^←Q^α−→ Q^{(r)}_{ff} ăľőçĲă æńă r←_Q(S_i) = r_Q(r)_f (S_i) ąŸă i /∈ Term(⟨G(Sched, S⟩,^←Q). ĆăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ęă ăľőňĺăľčęå ăľőçęňď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ŔĺęŋŸďéł, đ čæďđ ĲďĲĺŽã ľçďęŻęł ğęň čğęĺĲå ďŸ ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă đ S_i(r)_f . ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă Ÿď čăŸ ŸğĲďĲĺŽęğęăđčâďđ ľçďęŻęł ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå čğĺęľńá Ÿğæ ńđď Q, đ ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ňğęŻđćéďĲă áčĲľŸ æńă ęă ăľőňĺăľčęå ăľőçęňď. ŚňďĲğéł, ĲěĲńáİęňčĲ ńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň đ ľçďęŻęł S_i(r)_f ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i(r)_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} . Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ğĺęąçğńĲă æńă r←_Q(S_i(r)_f ) = r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) ąŸă r←_Q(S_i(r)_l ) = r_Q(r)_f (S_i(r)_l ). Šę ŁãččŸ 7.8 (1) ąŸă (2) ňğęŻđćéďĲă æńă r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) = b_{r−1} + 5p_{r−1}/8 ąŸă r_Q(r)_f (S_i(r)_l ) = b_{r−1}+p_{r−1}/2 ŸďńåľńęăőŸ, âńľă éľńĲ r←_Q(S_i(r)_l ) = b_{r−1}+5p_{r−1}/8 ąŸă r←_Q(S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. ŚňďĲğéł,

r←_Q(S_i(r)_f ) + r←_Q(S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1} 8 + b_{r−1} + p_{r−1} 2 = 2b_{r−1} + 9 8 p_{r−1} = 2 ( b_{r−1} + p − r − 1 2 ) + 1 2 p_{r−1} 4 = 2b_r + p^r 2 . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched) ĲåďŸă cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) = 2b_r +p_2/2, âńľă éľńĲ r←_Q(S_i(r)_f )+ r←_Q(S_i(r)_l ) = cap(e^{(r)}_{i(r)l} ). Ďğęčâďàł, ğĺęąçğńĲă Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł æńă ´←_Q(i^{(r)}_f , e^{(r)}_{i(r)l} ) = 0, âńľă éľńĲ ´←_Q(i^{(r)}_f ) = 0. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł âőęňčĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_Q, æńă r_Q(S_i) = r←_Q(S_i).

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 186

Ůľńæľę, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ĲåďŸă A←_Q = A_Q(r)_f ąŸă r←_Q(S_i) = r_Q(r)_f (S_i), âńľă éľńĲ r_Q(S_i) = r_Q(r)_f (S_i). Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ĳŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ąŸă đ ľňď- §ãąđ ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđł ľňďæŻàď ŹŸľåİĲńŸă čæďę ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď, ńę ŁãččŸ 7.8 (9) ňğęŻđćéďĲă áčĲľŸ æńă i /∈ Term(⟨G(Sched, S⟩, Q). Śńę ľđčĲåę Ÿňńæ đ ŸğæŻĲăěđ ńęň ĲğŸŽàŽăąęç ŹãčŸńęł âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå.

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ę ĲğæčĲďęł ńĲőďăąæł ăľőňĺăľčæł ğĲĺăŽĺáŋĲă ńę ąćáľčŸ ńđł ŋáľđł ĲąńâćĲľđł α^{(lr)}, ěĲąăďéďńŸł čĲ ńđ ľçďęŻę ğęň ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} ąŸă ąŸńŸćãŽęďńŸł ľńđď Ÿčâľàł ğĺęđŽęçčĲďđ ąŸńáľńŸľđ ńđł Q^{(r)}. ŁãččŸ 7.13 ëľńà æńă Q ĲåďŸă čăŸ ąŸńáľńŸľđ ńâńęăŸ éľńĲ ←− Q^{(r)}_{ff}^α−→ Q^α−→ Q^{(r)}. ŠæńĲ, ŽăŸ ńđď Q ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ:

(1) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ S |_α (Q^{(r)}_f , Q) ∪ {i^{(r)}_f }, r_Q(S_i) = b_r + p_r/2, (2) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ S |_α (Q^{(r)}_f , Q) \ {i^{(r)}_f }, r_Q(S_i) = r_Q(r)_f (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, (3) đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď Q, (4) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď Q, (5) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} ąŸă ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ Ÿąčã e^{(r′)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď Q, (6) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ r < r^′ ≤ d/2 ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)}, đ e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď Q, (7) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} , i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q).

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ęă ľňď§ãąĲł (1) ąŸă (2) ąŸ§ęĺåİęňď ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Őă ľňď§ãąĲł (3), (4), (5) ąŸă (6) ĲŽŽňéďńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă đ čęďŸŻăąã Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, Ĳďé đ ľňď§ãąđ (7) ňğęŻđćéďĲă æńă ąŸčăá ľçďęŻęł ŻĲď ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă. ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď ńňğăąã ŸğæŻĲăěđ ńęň ŁãččŸńęł 7.13.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 187

ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ĲğŸŽàŽã ľńđď Q. ĆăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł ĲåďŸă Q = Q^{(r)}_{ff} .

Ąáľđ ĎğŸŽàŽãł (ŁãččŸ 7.13) ĽŸ§ęĺåİęňčĲ Ÿĺőăąá ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ąŸă ńđď ąŸńáľńŸľđ ąá§Ĳ ľňďæŻęň ľńđď Q^{(r)}_{ff} .

ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ i^{(r)}_{ff} ńđ ľçďęŻę ğęň ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} . Ďě ęĺăľčęç ńđł ąŸńáľńŸľđł Q^{(r)}_{ff} ăľőçĲă æńă i^{(r)}_{ff} ≠ i^{(r)}_f , Ĳďé Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ąŸńáľńŸľđł Q^{(r)} ğĺęąçğńĲă æńă i^{(r)}_{ff} ≠ i^{(r)}_l .

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(r)}_{ff} őĺđľăčęğęăĲå ľńđ ŋáľđ r ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)ff} , đ ęğęåŸ őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ĳğåľđł Ÿğæ ńđ ľçďęŻę i^{(r)}_f . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched) ĲåďŸă cap(e^{(r)}_{i(r)ff} ) = 2b_r + p_r. Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.12 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r ←−_{Q(r)} ff (S_i(r)_f ) = r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) ąŸă r ←−_{Q(r)} ff (S_i(r)_{ff} ) = r_Q(r)_f (S_i(r)_{ff} ). ŚňďĲğéł, ńę ŁãččŸ 7.8 (1) ąŸă (2) ňğęŻđćéďĲă æńă r ←−_{Q(r)} ff (S_i(r)_f ) = b_{r−1} + 5p_{r−1}/8 ąŸă r ←−_{Q(r)} ff (S_i(r)_{ff} ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. êĺŸ, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł ĲåďŸă ´ ←−_{Q(r)} ff (e^{(r)}_{i(r)ff} , i^{(r)}_{ff} ) = 1 2 cap(e^{(r)}_{i(r)ff} ) − r ←−_{Q(r)} ff (S_i(r)_{ff} ) (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched) = b_r + p_r 2^− ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) ( ćæŽà ńęň ęĺăľčęç ńàď b_r ąŸă p_r) = b_{r−1} + p^{r−1} 2 + p^{r−1} 8^− b_{r−1} − p_{r−1} 2 = p^{r−1} 8 . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i(r)_{ff} őĺđľăčęğęăĲå Ĳğåľđł ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)ff} , ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r. Šę ŁãččŸ 7.12 ąŸă ę ęĺăľčæł ńđł ĲćĲç§Ĳĺđł őàĺđńăąæńđńŸł čăŸł Ÿąčãł ňğęŻđćéďęňď æńă

residual ←−_{Q(r)} ff (e^{(r′)}_{i(r)ff} ) = residual_Q(r)_f (e^{(r′)}_{i(r)ff} ) ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 188

âńľă éľńĲ Ÿğæ ńę ŁãččŸ 7.11 ğĺęąçğńĲă æńă residual ←−_{Q(r)} ff (e^{(r′)}_{i(r)ff} ) ≥ p_{r−1}/8. Ďğęčâďàł,

´ ←−_{Q(r)} ff (i^{(r)}_{ff} , e^{(r′)}_{i(r)ff} ) ≥ p_{r−1}/8 .

Ę ľçďęŻęł S_i(r)_{ff} őĺđľăčęğęăĲå Ĳğăğćâęď ľńđ ŋáľđ r^{′′} ńđď Ÿąčã e^{(r′′)} ∈ E^{(r′′)}, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^{′′} ńâńęăęď éľńĲ r < r^{′′} ≤ d/2. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ e^{(r′′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ĳğåľđł Ÿğæ ąáğęăŸ ľçďęŻę S_i ŽăŸ ńđď ęğęåŸ i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l , i^{(r)}_{ff} }. Šę ŁãččŸ 7.12 ňğęŻđćéďĲă æńă r ←−_{Q(r)} ff (S_i) = r_Q(r)_f (S_i) ąŸă r ←−_{Q(r)} ff (S_i(r)_{ff} ) = r_Q(r)_f (S_i(r)_{ff} ). Ďŋæľęď

i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l , i^{(r)}_{ff} }, Ÿğæ ńę ŁãččŸ 7.8(2) ąŸă ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2Ź) (ńęň ŁãččŸńęł 7.1), ğĺęąçğńĲă æńă r ←−_{Q(r)} ff (S_i(r)_{ff} ) = r_Q(r−1) (S_i(r)_{ff} ) ąŸă r ←−_{Q(r)} ff (S_i) = r_Q(r−1) (S_i), âńľă éľńĲ

residual ←−_{Q(r)} ff (e^{(r′′)}) = residual_Q(r−1) (e^{(r′′)}) .

Ůľńæľę, ńę ŁãččŸ 7.11 ňğęŻđćéďĲă æńă

residual −→_{Q(r−1)} (e^{(r′′)}) ≥ p_{r−1} 8 . Ďğęčâďàł,

residual ←−_{Q(r)} ff (e^{(r′′)}) ≥ p_{r−1} 8 ,

âńľă éľńĲ, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł, ĲåďŸă ´ ←−_{Q(r)} ff (i^{(r)}_{ff} , e^{(r′′)}) ≥ p_{r−1}/8. êĺŸ, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, âőęňčĲ ´ ←−_{Q(r)} ff (i^{(r)}_{ff} ) = p^{r−1} 8 ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 189

âńľă éľńĲ

r_Q(r)_{ff} (S_i(r)_{ff} ) = r ←−_{Q(r)} ff (S_i(r)_{ff} ) + ´ ←−_{Q(r)} ff (i^{(r)}_{ff} )

= b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 8 (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńęň b_r)

= b_r + 1 2^· p_{r−1} 4 = b_r + p_r 2 . ŁæŽà ńęň ŁãččŸńęł 7.8(1), ăľőçĲă æńă r_Q(r)_f (S_i(r)_f ) = b_{r−1} + 5p_{r−1}/8. Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.12 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r ←−_{Q(r)} ff (S_i(r)_f ) = r_Q(r)_f (S_i(r)_f ), âńľă éľńĲ r ←−_{Q(r)} ff (S_i(r)_f ) = b_{r−1} + 5p_{r−1}/8. ŔĺęŋŸďéł,

r ←−_{Q(r)} ff (S_i(r)_f ) − r_Q(r)_{ff} (S_i(r)_{ff} ) = b_{r−1} + 5p_{r−1} 8^−

(b_r + p_r 2 ) (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńàď b_r ąŸă p_r)

= b_{r−1} + 5p_{r−1} 8^−

(b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 8 ) = 5p_{r−1} 8^− 5p_{r−1} 8 = 0 ,

âńľă éľńĲ

r_Q(r)_{ff} (S_i(r)_f ) = b_r + p_r 2 . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ A_Q(r−1 \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_{ff} }, ę ęĺăľčæł ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ňğęŻđćéďĲă æńă r_Q(r)_{ff} (S_i) = r ←−_{Q(r)} ff (S_i). Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.12 ğĺęąçğńĲă æńă r ←−_{Q(r)} ff (S_i) = r_Q(r)_f (S_i). ŁæŽà ńęň

ŁãččŸńęł 7.8 (2) ĲåďŸă r_Q(r)_f (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. ŔĺęŋŸďéł, S |_α (Q^{(r)}_f , Q) ⊆ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_{ff} }, ńę ęğęåę ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńàď (1) ąŸă (2).

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľňď§ãąđ (3).

Ĺľőňĺăľčæł 7.12 Ę Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 190

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(r)}_f ąŸă i^{(r)}_l . ŁæŽà ńęň ŁãččŸńęł 7.8 (9) âőęňčĲ i^{(r)}_f ∈ A_Q(r)_f ąŸă i^{(r)}_l ∈ A_Q(r)_f . Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.12 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă A_Q(r)_{ff} = A_Q(r)_f , âńľă éľńĲ i^{(r)}_f ∈ A_Q(r)_{ff} ąŸă i^{(r)}_l ∈ A_Q(r)_{ff} . ŔĺęąçğńĲă æńă A_Q(r)_{ff} | e^{(r)}_{i(r)l} = {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l } ≠ ∅. Šę ŁãččŸ 7.8 (5) ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f . ŚňďĲğéł, đ ŔĺæńŸľđ 4.2 ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľňď§ãąđ (4). Ăĺőăąá, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ńę ľçďęćę ńàď ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď ğŸĺŸčâďĲă ŸďŸććęåàńę čĲńŸěç ńàď ąŸńŸľńáľĲàď^{−→}Q^{(r−1)} ąŸă Q^{(r)}_{ff} . ŁãččŸ 7.14 A_Q(r)_{ff} = A_Q(r)_f = A −→_{Q(r−1)} .

ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.8 (6) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă A_Q(r)_f = A −→_{Q(r−1)} . Šę ŁãččŸ 7.12 ňğęŻđćéďĲă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ ←− Q^{(r)}_f^α−→ Q^α−→ Q^{(r)}_{ff} ąŸă ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_Q(r)_f , ăľőçĲă æńă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q). Ďğęčâďàł, A_Q(r)_{ff} = A_Q(r)_f = A −→_{Q(r−1)} , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŞğęćęŽåİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł Ÿąčãł e^{(r)}_{ilr} . ŁãččŸ 7.15 FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4.

ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.14 âőęňčĲ A_Q(r)_{ff} = A −→_{Q(r−1)} . ŚňďĲğéł, i^{(r)}_f ∈ A_Q(r)_{ff} ąŸă i^{(r)}_l ∈

AQ(r)_{ff} . Ďğęčâďàł, AQ(r)_{ff} | e^( r) i^{(r)}_{lr} = {i^( r) f , i^{(r)}_l }, âńľă éľńĲ

FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_{i(r)l} ) = cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) − allot_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_{i(r)l} ) |AQ(r)_{ff} | e^( r) i^{(r)}_l |

= cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) 2 = b_r + p_r 4 ( ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 191

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńęď ňğęćęŽăľčæ ńęň ăľęčĲĺăŻåęň áććàď Ÿąčéď ńđł ŋáľđł r.

ŁãččŸ 7.16 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l } ăľőçĲă æńă

FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_i ) = b_r + p_r 2 . ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.14 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă A_Q(r)_{ff} = A −→_{Q(r−1)} . Ďğęčâďàł, i ∈ A_Q(r)_{ff} ąŸă

i^{(r)}_f ∈ A_Q(r)_{ff} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł

ľňďæŻęňł S_i ąŸă S_i(r)_f . Ďğęčâďàł, A_Q(r)_{ff} | e^{(r)}_i = {i, i^{(r)}_f }, âńľă éľńĲ

FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_i ) = cap(e^{(r)}_i ) − allot_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_i ) |AQ(r)_{ff} | e^( r) i | = cap(e^{(r)}_i ) 2 = b_r + p^r 2 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Ĺľőňĺăľčæł 7.13 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \{i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã

ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} .

ĂğæŻĲăěđ: Šę ŁãččŸ 7.16 ňğęŻđćéďĲă æńă FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_i ) = b_r + p_r/2. Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.15 âőęňčĲ FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4.

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r)}_i , ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f }. ŚňďĲğéł,

MFS_Q(r)_{ff} (S_i(r)_f ) ≤ min{FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_{i(r)l} ), ⋃ i∈A −→ Q(r−1) \{i^{(r)}_f ,i^{(r)}_l } {FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_i )}}

= min{b_r + p_r 4 , b_r + p_r 2^} = b_r + p_r 4 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 192

êĺŸ, S_i(r)_f ∈ A_Q(r)_{ff} | e^{(r)}_i , Ĳďé

FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_i ) − MFS_Q(r)_{ff} (S_i(r)_f ) ≥ b_r + p_r 2^−

(b_r + p_r 4 ) = p_r 4 ≠ 0 , Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Śńđ ľňďâőĲăŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńđ ľňď§ãąđ (5).

Ĺľőňĺăľčæł 7.14 ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r ąŸă ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň

i ∈ A −→_{Q(r−1)} ăľőçĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r′)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} .

ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ź) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

FS −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_i )(e^{(r′)}_i ) ≥ b_{r−1} + 3p_{r−1}/4 .

ŁæŽà ńęň ŁãččŸńęł 7.14, âőęňčĲ A_Q(r)_{ff} = A −→_{Q(r−1)} . ŚňďĲğéł, Ĳě ęĺăľčęç ńęň ăľęčĲĺăŻåęň, ĲåďŸă

FS_Q(r)_{ff} = FS −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_i ), âńľă éľńĲ

FS_Q(r)_{ff} (e^{(r′)}_i ) ≥ b_{r−1} + 3p_{r−1}/4 .

Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ÿğæ ńę ŁãččŸ 7.16 ğĺęąçğńĲă æńă

FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_i ) = b_r + p_r 2 = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 8 (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńàď b_r ąŸă p_r)

= b_{r−1} + 5p_{r−1} 8 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 193

ŔĺęŋŸďéł,

FS_Q(r)_{ff} (e^{(r′)}_i ) − FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_i ) ≥ b_{r−1} + 3p_{r−1} 4^−

(b_{r−1} + 5p_{r−1} 8 ) = p^{r−1} 8 > 0 . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ąŸă ńăł Żçę Ÿąčâł e^{(r)}_i ąŸă e^{(r′)}_i . Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺåŻăęň čăŸł ľňďæŻęň, Ÿňńæ ňğęŻđćéďĲă æńă MFS_Q(r)_{ff} (S_i) < FS_Q(r)_{ff} (e^{(r′)}_i ), âńľă éľńĲ đ Ÿąčã e^{(r′)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (6).

Ĺľőňĺăľčæł 7.15 ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ r < r^′ ≤ d/2 ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)}, đ e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} .

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ e^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ąáğęăŸ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ ęğęåŸ őĺđľăčęğęăĲå Ĳğåľđł ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i .

ŞğęćęŽåİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńŸ ăľęčĲĺåŻăŸ ńàď Ÿąčéď e^{(r)}_i ąŸă e^{(r′)}. Šę ŁãččŸ 7.16 ňğęŻđćéďĲă æńă

FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_i ) = b_r + p_r/2 = cap(e^{(r)}_i ) 2 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched)) .

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i ąŸă S_i′ , ŽăŸ ąáğęăę ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i^′ ∈ A_Q −→_{(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. Šę ŁãččŸ 7.14 ňğęŻđćéďĲă æńă A_Q(r)_{ff} = A −→_{Q(r−1)} . ŚňďĲğéł, i ∈ A_Q(r)_{ff} ąŸă i^′ ∈ A_Q(r)_{ff} , âńľă éľńĲ A_Q(r)_{ff} | e^{(r′)} = {i, i^′}.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 194

Ďğęčâďàł, ăľőçĲă æńă

FS_Q(r)_{ff} (e^{(r′)}) = cap(e^{r′)}) − allot_Q(r)_{ff} (e^{(r′)}) |AQ(r)_{ff} | e^(r^{′)}| = cap(e^{(r′)}) 2 . Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 7.3 ğĺęąçğńĲă æńă cap(e^{(r)}_i ) < cap(e^{(r′)}). Ďğęčâďàł, FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_i ) < FS_Q(r)_{ff} (e^{(r′)}). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ŽăŸ čăŸ ľçďęŻę ğĺęąçğńĲă æńă MFS_Q(r)_{ff} (S_i) < FS_Q(r)_{ff} (e^{(r′)}), âńľă éľńĲ đ Ÿąčã e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł (7). ĎěĲńáİęňčĲ ěĲőàĺăľńá ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ ńăł ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ľńđď ąŸńáľńŸľđ^{−→}Q^{(r−1)}, ěĲąăďéďńŸł čĲ ńđ ľçďęŻę S_{if} (r) . Ĺľőňĺăľčæł 7.16 i^{(r)}_f /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}_{ff} ).

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} . Ďğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i , ąŸ§éł Ĳğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã.

ĎěĲńáİęňčĲ ěĲőàĺăľńá ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł, ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď e^{(r)}_{i(r)l} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i(r)_f ąŸă S_i(r)_l . Šę ŁãččŸ 7.15 ňğęŻđćéďĲă æńă FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4.

ŞğĲď§ňčåİęňčĲ (ľňď§ãąđ (1)) æńă r_Q(r)_{ff} (S_i(r)_f ) = b_r + p_r/2, âńľă éľńĲ

r_Q(r)_{ff} (S_i(r)_f ) − FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r 2^−

(b_r + p_r 4 ) = p_r 4 ≠ 0 (ćæŽà ńęň ęĺăľčęç ńęň p_r) .

Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 195

ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} .

ĎěĲńáİęňčĲ ńéĺŸ ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i , ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. Ő Ĺľőňĺăľčæł 7.13 ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} . Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} .

ĎěĲńáİęňčĲ ńĲćăąá ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} . Ő Ĺľőňĺăľčæł 7.13 ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} . Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} .

Ďŋæľęď ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S_i(r)_f ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľã ńđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} , ľňďĲğáŽĲńŸă æńă i^{(r)}_f /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}_{ff} , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľçďęŻę S_i(r)_l . ŁãččŸ 7.17 i^{(r)}_l /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}_{ff} ).

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i(r)_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ i^{(r)}_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã.

ĎěĲńáİęňčĲ ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł ěĲőàĺăľńá, ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď e^{(r)}_{i(r)l} . Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.15 ğĺęąçğńĲă æńă FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4. ŞğĲď§ňčåİęňčĲ æńă r_Q(r)_{ff} (S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. ŚňďĲğéł,

FS_Q(r)_{ff} (e^{(r)}_{i(r)l} ) − r_Q(r)_{ff} (S_i(r)_l ) = b_r + p_r 4^− (b_{r−1} + p^{r−1} 4 ) = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 8^−

(b_{r−1} + p_{r−1} 4 ) (Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńàď b_r ąŸă p_r) = 3p^{r−1} 8 ≠ 0 (ćæŽà ńęň ęĺăľčęç ńęň p_{r−1}) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 196

Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_l ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} .

ĎěĲńáİęňčĲ ńéĺŸ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} , ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r. Ăğæ ńęď Ĺľőňĺăľčæ 7.14, đ Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď Q^{(r)}_{ff} . Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă đ Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_l ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} .

Ďŋæľęď ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå đ ľçďęŻęł S_i(r)_l ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľã ńđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} , ğĺęąçğńĲă æńă i^{(r)}_l /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}_{ff} ), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Śńđ ľňďâőĲăŸ ĲěĲńáİęňčĲ æćĲł ńăł ňğæćęăğĲł ľňďæŻęňł.

Ĺľőňĺăľčæł 7.17 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l } ăľőçĲă æńă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}_{ff} ) . ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã

e^{(r)}_i . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_i , Ĳďé đ S_i őĺđľăčęğęăĲå Ĳğåľđł ńđď Ÿąčã e^{(r′′)} ∈ E^{(r′′)}, ŽăŸ ąáğęăę ŸąâĺŸăę r^{′′} ńâńęăęď éľńĲ r < r^{′′} ≤ d/2. Ăğæ ńęňł Ĺľőňĺăľčęçł 7.13, 7.14 ąŸă 7.15, ŸďńåľńęăőŸ, ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł e^{(r)}_i , e^{(r′)}_i ąŸă e^{(r′′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} . Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ąŸčăá Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł ŻĲď ĲğăŋâĺĲă ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} , Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}_{ff} ), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Ę ŸğæŻĲăěđ ńđł ĲğŸŽàŽăąãł Źáľđł ńęň ŁãčŸńęł 7.13 âőĲă ńéĺŸ ęćęąćđĺà§Ĳå.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 197

ĎğŸŽàŽăąã Şğæ§Ĳľđ (ŁãččŸ 7.13) Şğę§âńęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăŸ éľńĲ ←− Q^{(r)}_{ff}^α−→ Q^α−→ Q^{(r)}, ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ, ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q^′ ńâńęăŸ éľńĲ ←− Q^{(r)}_{ff}^α−→ Q^{′ α}−→^←Q: (1) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ S |_α (Q^{(r)}_f , Q^′) ∪ {i^{(r)}_f }, r_Q′ (S_i) = b_r + p_r/2, (2) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ S |_α (Q^{(r)}_f , Q^′) \ {i^{(r)}_f }, r_Q′ (S_i) = r_Q(r)_f (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, (3) đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^′, (4) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^′, (5) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} ąŸă ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ Ÿąčã e^{(r′)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^′, (6) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ r < r^′ ≤ d/2 ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)}, đ Ÿąčã e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^′, (7) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} , i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^′).

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ňğę§âńęňčĲ æńă æćĲł ęă ľňď§ãąĲł ăľőçęňď ŽăŸ æćĲł ńăł ąŸńáľńŸľĲăł ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_{ff} čâőĺă ąŸă ńđď ğĺęđŽęçčĲďđ ńđł Q ąŸńáľńŸľđ. ĎğŸŽàŽăąæ ĄãčŸ (ŁãččŸ 7.13) ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ę ăľőňĺăľčæł ăľőçĲă ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q: (1) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ S |_α (Q^{(r)}_f , Q) ∪ {i^{(r)}_f }, r_Q(S_i) = b_r + p_r/2, (2) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ S |_α (Q^{(r)}_f , Q) \ {i^{(r)}_f }, r_Q(S_i) = r_Q(r)_f (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, (3) đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 198

(4) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, (5) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} ąŸă ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ Ÿąčã e^{(r′)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, (6) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ r < r^′ ≤ d/2, ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e^{(r′)} ∈ E^{(r′)}, đ e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, (7) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} , i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q).

ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ i_Q ńđ ľçďęŻę ğęň ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąáńŸľńŸľđ Q. ĎěĲńá- İęňčĲ ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ğĲĺăğńéľĲăł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę i_Q.

Şğę§âńęňčĲ Ÿĺőăąá æńă i_Q /∈ A −→_{Q(r−1)} . ŠæńĲ ę ăľőňĺăľčæł ăľőçĲă ńĲńĺăččâďŸ. Şğę§âńęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă i_Q = i^{(r)}_f . Ďŋæľęď đ i^{(r)}_f ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}_f ąŸă Q^{(r)}_f^α−→ Q, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă S | α(Q^{(r)}_f , Q) = S | α(Q^{(r)}_f ,^←Q), âńľă éľńĲ ăľőçĲă Ĳğåľđł æńă A_Q(r)_f \ S | α(Q^{(r)}_f , Q) = A_Q(r)_f \ S | α(Q^{(r)}_f ,^←Q).

ĞĲàĺęçčĲ ńđ ľçďęŻę i^{(r)}_{ff} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ęă ľçďęŻęă i^{(r)}_{ff} ąŸă i^{(r)}_f čęăĺáİęďńŸă ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)ff} čĲ cap(e^{(r)}_{i(r)ff} ) = 2b_r + p_r. ŔĺęŋŸďéł, i^{(r)}_{ff} ∈ S |_α (Q^{(r)}_f ,^←Q) ąŸă i^{(r)}_f ∈ S |_α (Q^{(r)}_f ,^←Q). ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1) ğĺęąçğńĲă æńă r←_Q(S_i(r)_f ) = b_r + p_r/2 ąŸă r←_Q(S_i) = b_r + p_r/2, âńľă éľńĲ r←_Q(S_i) + r←_Q(S_i(r)_f ) = 2b_r + p_r/2 = cap(e^{(r)}_{i(r)ff} ). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł âőęňčĲ ´←_Q(i^{(r)}_f , e^{(r)}_{i(r)ff} ) = 0, âńľă éľńĲ ´←_Q(i^{(r)}_f ) = 0. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A←_Q, r_Q(S_i) = r←_Q(S_i). Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (7) ğĺęąçğńĲă æńă A←_Q = A −→_{Q(r−1)} . Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1) ąŸă (2) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} , ăľőçĲă æńă r_Q(S_i) = b_r + p_r/2 Ÿď i ∈ S |_α (Q^{(r)}_f , Q) ∪ {i^{(r)}_f }, ã r_Q(S_i) = r_Q(r)_f (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2 Ÿď i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ S |_α (Q^{(r)}_f , Q) \ {i^{(r)}_f }, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńăł (1) ąŸă (2).

Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă i_Q ≠ i^{(r)}_f . Ďŋæľęď Q^α−→ Q^{(r)} ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă i_Q ≠ i^{(r)}_l . Şğáĺőęňď Żçę ğĲĺăğńéľĲăł ďŸ ĲěĲńáľęňčĲ.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 199

ĎěĲńáİęňčĲ ğĺéńŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň i_Q ∈ S |_α (Q^{(r)}_0 ,^←Q) \ {i^{(r)}_f }. ČđćŸŻã, đ i_Q ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ čğĺęľńá Ÿğæ ńęňćáőăľńęď čăŸ ąŸńáľńŸľđ ğĺăď ńđď^←Q. Ďğęčâďàł, S | α(Q^( r) f , Q) = S | α(Q^{(r)}_f ,^←Q), âńľă éľńĲ ăľőçĲă Ĳğåľđł A_Q(r)_f \ S | α(Q^{(r)}_f , Q) = A_Q(r)_f \ S | α(Q^{(r)}_f ,^←Q).

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ęă ľçďęŻęă i_Q ąŸă i^{(r)}_f čęăĺáİęďńŸă čăŸ Ÿąčã e^{(r)}_{iQ} čĲ cap(e^{(r)}_{iQ} ) = 2b_r + p_r. ŔĺęŋŸďéł, i_Q ∈ S |_α (Q^{(r)}_f ,^←Q) ąŸă i^{(r)}_f ∈ S |_α (Q^{(r)}_f ,^←Q). ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1), ĲåďŸă r←_Q(S_{iQ}) = b_r + p_r/2 ąŸă r←_Q(S_i(r)_f ) = b_r + p_r/2, âńľă éľńĲ r←_Q(S_{iQ} ) + r←_Q(S_i(r)_f ) = 2b_r + p_r/2 = cap(e^{(r)}_{iQ} ). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł, ğĺęąçğńĲă æńă ´←_Q(i_Q, e^{(r)}_{iQ} ) = 0, âńľă éľńĲ ´←_Q(i_Q) = 0. Ďğåľđł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A←_Q, r_Q(S_i) = r←_Q(S_i). Ę ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (7) ňğęŻđćéďĲă æńă A←_Q = A −→_{Q(r−1)} . ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1) ąŸă (2) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă i ∈ A −→_{Q(r−1)} , r_Q(S_i) = b_r + p_r/2 Ÿď i ∈ S |_α (Q^{(r)}_f , Q) ∪ {i^{(r)}_f }, ã r_Q(S_i) = r_Q(r)_f (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2 Ÿď i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ S |_α (Q^{(r)}_f , Q) \ {i^{(r)}_f }, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńăł (1) ąŸă (2).

Şğę§âńęňčĲ ńĲćăąá æńă i_Q /∈ S |_α (Q^{(r)}_f ,^←Q). ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), ęă ľçďęŻęă i_Q ąŸă i^{(r)}_f čęăĺáİęďńŸă ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{iQ} čĲ cap(e^{(r)}_{iQ} ) = 2b_r + p_r. Ďŋæľęď i_Q /∈ S |_α (Q^{(r)}_f ,^←Q) Ĳďé i^{(r)}_f ∈ S |_α (Q^{(r)}_f ,^←Q), Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1) ąŸă (2) ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă r←_Q(S_{iQ}) = b_{r−1} + p_{r−1}/2 ąŸă r←_Q(S_i(r)_f ) = b_r + p_r/2, ŸďńåľńęăőŸ. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęąçğńĲă æńă

´←_Q(e^{(r)}_{iQ} , i_Q) = cap(e^{(r)}_{iQ} ) − r←_Q(S_i(r)_f ) − r←_Q(S_{iQ} )

= cap(e^{(r)}_{iQ} ) − ( b_r + p_r 2 ) − ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 )

= 2b_r + p_r − ( b_r + p_r 2 ) − ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 )

= 2b_r + p_r − b_r − p_r 2^− b_r = p^r 2 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 200

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_{iQ} őĺđľăčęğęăĲå Ĳğåľđł ľĲ ąáğęăŸ ŋáľđ r^′ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{iQ} , ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę 1 ≤ r^′ < r. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)}_{iQ} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ĳğåľđł Ÿğæ ńđ ľçďęŻę i^{(r′)}_f /∈ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ÿ) (ńęň ŁãččŸńęł 7.1) âőęňčĲ

residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_{iQ} ) ≥ p_{r−1} 4 . Ďğåľđł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (3) (ńęň ŁãččŸńęł 7.1) ăľőçĲă æńă i^{(r′)}_f /∈ A −→_{Q(r−1)} , âńľă éľńĲ i^{(r′)}_f /∈ A←_Q. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2) (ńęň ŁãččŸńęł 7.1), ĲåďŸă r_Q(r−1) (S_{iQ}) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, Ĳďé Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r←_Q(S_{iQ} ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, âńľă éľńĲ r_Q(r−1) (S_{iQ} ) = r←_Q(S_{iQ}). Ďğęčâďàł, residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_{iQ} ) = residual ←_Q(e^{(r′)}_{iQ} ) ≥ p_{r−1}/4. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł âőęňčĲ ´←_Q(e^{(r′)}_{iQ} , i_Q) ≥ p_{r−1}/4 = p_r.

ŠĲćăąá, đ ľçďęŻęł i_Q őĺđľăčęğęăĲå ńęňćáőăľńęď čăŸ Ÿąčã e^{(r′′)} ∈ E^{(r′′)}, ŽăŸ ąáğęăęď ŸąâĺŸăę r^{′′} ńâńęăęď éľńĲ r < r^{′′} ≤ d/2. Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.7 ğĺęąçğńĲă æńă residual_Q(r−1) (e^{(r′′)}) ≥ p_{r−1}/8. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S_{iQ} , ąŸ§éł Ĳğåľđł ąŸă Ÿğæ ąáğęăŸ áććđ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }.

ĎěĲńáİęňčĲ ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ğĲĺăğńéľĲăł. Şğę§âńęňčĲ Ÿĺőăąá æńă S_i /∈ S |_α (Q^{(r)}_f ,^←Q). Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2) ğĺęąçğńĲă æńă r←_Q(S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. Ďğåľđł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2) (ńęň ŁãččŸńęł 7.1) ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă r_Q(r−1) (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, âńľă éľńĲ r←_Q(S_i) = r_Q(r−1) (S_i). Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ĳŋæľęď S_{iQ} /∈ S |_α (Q^{(r)}_f ,^←Q), đ ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2) ňğęŻđćéďĲă æńă r←_Q(S_{iQ}) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2) (ńęň ŁãččŸńęł 7.1) âőęňčĲ r_Q(r−1) (S_{iQ} ) = b_{r−1} +p_{r−1}/2, âńľă éľńĲ, ćæŽà ńęň ŁãččŸńęł 7.12, ăľőçĲă æńă r←_Q(S_{iQ}) = r_Q(r−1) (S_{iQ}). ŚňďĲğéł, residual ←_Q(e^{(r′′)}) = residual_Q(r−1) (e^{(r′′)}), âńľă éľńĲ residual ←_Q(e^{(r′′)} ≥ p_{r−1}/8. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ĲåďŸă ´←_Q(e^{(r′′)}, i_Q) ≥ p_{r−1}/8.

Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă S_i ∈ S |_α (Q^{(r)}_f ,^←Q). Ę ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (1) ňğęŻđćéďĲă æńă r←_Q(S_i) = b_r + p_r/2. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ĲåďŸă

´←_Q(e^{(r′′)}, i_Q) = cap(e^{(r′′)}) − r←_Q(S_i) − r←_Q(S_{iQ} )

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 201

= cap(e^{(r′′)}) − ( b_r + p_r 2 ) − ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) . ŞğĲď§ňčåİęňčĲ æńă

´←_Q(e^{(r)}_{iQ} , i_Q) = cap(e^{(r)}_{iQ} ) − ( b_r + p_r 2 ) − ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) .

ŁæŽà ńđł ŔĺæńŸľđł 7.3, ăľőçĲă æńă cap(e^{(r′′)}) > cap(e^{(r)}_{iQ} ), âńľă éľńĲ

cap(e^{(r′′)}) − (b_r + p_r/2) − (b_{r−1} + p_{r−1}/2) > cap(e^{(r)}_{iQ} ) − (b_r + p_r/2) − (b_{r−1} + p_{r−1}/2) .

ŚňďĲğéł,

´←_Q(e^{(r′′)}, i_Q) > ´←_Q(e^{(r)}_{iQ} , i_Q) = p_r/2 . êĺŸ, Ĳě ęĺăľčęç ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęąçğńĲă æńă ´←_Q(i_Q) = p_r/2. Ďğåľđł, r_Q(S_{iQ}) = b_{r−1} + p_{r−1}/2 + p_r/2 = b_r + p_r/2, Ĳďé Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ, ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ A −→_{Q(r−1)} , ĲåńĲ

r←_Q(S_i) = b_r + p_r/2 ã r←_Q(S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. ŔĺęŋŸďéł,

b_r + p_r 2^−

(b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 8^−

(b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) = p_{r−1} 8 > 0 (ćæŽà ńęň ęĺăľčęç ńęň p_{r−1}) ,

âńľă éľńĲ r←_Q(S_i) < r_Q(S_{iQ} ). ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ľňďĲğáŽĲńŸă æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i_Q}, ăľőçĲă æńă r_Q(S_i) = r←_Q(S_i).

ŔĺęŋŸďéł, S |_α (Q^{(r)}_f , Q) = S |_α (Q^{(r)}_f ,^←Q) ∪ {i_Q}, âńľă éľńĲ r_Q(S_i) = b_r + p_r/2 Ÿď i ∈ S |_α (Q^{(r)}_f , Q) ∪ {i^{(r)}_f } ąŸă r_Q(S_i) = r_Q(r)_f (S_i) = b_{r−1} + p_{r−1}/2 Ÿď i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ S |_α (Q^{(r)}_f , Q) \ {i^{(r)}_f }, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńăł (1) ąŸă (2).

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (3).

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 202

Ĺľőňĺăľčæł 7.18 Ę Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(r)}_f ąŸă i^{(r)}_l . Ę ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (7) ňğęŻđćéďĲă æńă A_Q = A←_Q, âńľă éľńĲ i^{(r)}_f ∈ A_Q ąŸă i^{(r)}_l ∈ A_Q. êĺŸ, A_Q | e^{(r)}_{i(r)l} = {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l } ≠ ∅. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (3) ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ^←Q. ŚňďĲğéł, ćæŽà ńđł ŔĺæńŸľđł 4.2, đ e^{(r)}_{i(r)l} ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŞğęćęŽåİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł Ÿąčãł e^{(r)}_{ilr} ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ŁãččŸ 7.18 FS_Q(e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4.

ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (7) âőęňčĲ A_Q = A −→_{Q(r−1)} . êĺŸ, i^{(r)}_f ∈ A_Q(r)_{ff} ąŸă

i^{(r)}_l ∈ A_Q. Ďğęčâďàł, A_Q | e^{(r)}_{i(r)lr} = {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, âńľă éľńĲ

FS_Q(e^{(r)}_{i(r)l} ) = cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) − allot_Q(e^{(r)}_{i(r)l} ) |AQ | e^( r) i^{(r)}_l |

= cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) 2 = b_r + p^r 4 ( ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńęď ňğęćęŽăľčæ ńàď ăľęčĲĺăŻåàď ńàď ňğęćęåğàď Ÿąčéď ńđł ŋáľđł r ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ŁãččŸ 7.19 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l } ăľőçĲă æńă

FS_Q(e^{(r)}_i ) = b_r + p_r 2 .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 203

ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (7) âőęňčĲ A_Q = A −→_{Q(r−1)} . êĺŸ, i ∈ A_Q ąŸă i^{(r)}_f ∈

AQ. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i ąŸă S_i(r)_f . Ďğęčâďàł, A_Q | e^{(r)}_i = {i, i^{(r)}_f }, âńľă éľńĲ

FS_Q(e^{(r)}_i ) = cap(e^{(r)}_i ) − allot_Q(e^{(r)}_i ) |AQ | e^( r) i | = cap(e^{(r)}_i ) 2 = b_r + p_r 2 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched)) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Śńđ ľňďâőĲăŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńđ ľňď§ãąđ (4).

Ĺľőňĺăľčæł 7.19 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \{i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĂğæŻĲăěđ: Šę ŁãččŸ 7.19 ňğęŻđćéďĲă æńă FS_Q(e^{(r)}_i ) = b_r + p_r/2, Ĳďé Ÿğæ ńę ŁãččŸ 7.18 ğĺęąçğńĲă æńă FS_Q(e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4.

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i , ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f } ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã. ŚňďĲğéł,

MFS_Q(S_i(r)_f ) ≤ min{FS_Q(e^{(r)}_{i(r)l} ), ⋃ i∈A −→ Q(r−1) \{i^{(r)}_f ,i^{(r)}_l } {FS_Q(e^{(r)}_i )}}

= min{b_r + p_r 4 , b_r + p_r 2^} = b_r + p_r 4 . Ďğęčâďàł, S_i(r)_f ∈ A_Q | e^{(r)}_i Ĳďé

FS_Q(e^{(r)}_i ) − MFS_Q(S_i(r)_f ) = b_r + p_r 2^−

(b_r + p_r 4 ) = p_r 4

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 204 ≠ 0 , ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (5).

Ĺľőňĺăľčæł 7.20 ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ r < r^′ ≤ d/2, đ Ÿąčã e^{(r′)}_i ∈ E^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĂğæŻĲăěđ: ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ąáğęăŸ ľçďęŻę i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ ęğęåŸ Ĳğåľđł őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i .

ŞğęćęŽåİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńŸ ăľęčĲĺåŻăŸ ńàď Ÿąčéď e^{(r)}_i ąŸă e^{(r′)}. ŁæŽà ńęň ŁãččŸńęł 7.19, ăľőçĲă æńă

FS_Q(e^{(r)}_i ) = b_r + p_r/2 = cap(e^{(r)}_i ) 2 (ćæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched))) .

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i ąŸă S_i′ , ŽăŸ ąáğęăęď ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i^′ ∈ A_Q −→_{(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (7) âőęňčĲ A_Q = A −→_{Q(r−1)} . êĺŸ, i ∈ A_Q ąŸă i^′ ∈ A_Q, âńľă éľńĲ A_Q | e^{(r′)} = {i, i^′}. ŚňďĲğéł,

FS_Q(e^{(r′)}) = cap(e^{r′)}) − allot_Q(e^{(r′)}) |AQ | e^(r^{′)}| = cap(e^{(r′)}) 2 . Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 7.3 ğĺęąçğńĲă æńă cap(e^{(r)}_i ) < cap(e^{(r′)}). Ďğęčâďàł,

FS_Q(e^{(r)}_i ) < FS_Q(e^{(r′)}) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 205

Ďě ęĺăľčęç ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň čăŸł ľňďæŻęň ľňďĲğáŽĲńŸă æńă MFS_Q(S_i) < FS_Q(e^{(r′)}), âńľă éľńĲ đ Ÿąčã e^{(r′)} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď (6).

Ĺľőňĺăľčæł 7.21 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} ąŸă ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ Ÿąčã e^{(r′)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q. ĂğæŻĲăěđ: Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ź) (ńęň ŁãččŸńęł 7.1) ĲåďŸă FS −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_i ) ≥

b_{r−1} + 3p_{r−1}/4. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (7) âőęňčĲ A_Q = A −→_{Q(r−1)} . ŚňďĲğéł, Ĳě ęĺăľčęç ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęąçğńĲă æńă FS_Q(e^{(r′)}_i = FS −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_i ), âńľă éľńĲ FS_Q(e^{(r′)}_i ) ≥ b_{r−1} + 3p_{r−1}/4. Ďğåľđł, Ÿğæ ńę ŁãččŸ 7.19 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

FS_Q(e^{(r)}_i ) = b_r + p_r 2 = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 8 (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńàď b_r ąŸă p_r) = b_{r−1} + 5p_{r−1} 8 . ŔĺęŋŸďéł,

FS_Q(e^{(r′)}_i ) − FS_Q(e^{(r)}_i ) ≥ b_{r−1} + 3p_{r−1} 4^−

(b_{r−1} + 5p_{r−1} 8 ) = p_{r−1} 8 > 0 . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ąŸă ńăł Żçę Ÿąčâł e^{(r)}_i ąŸă e^{(r′)}_i . Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň čăŸł ľňďæŻęň, ğĺęąçğńĲă æńă MFS_Q(S_i) < FS_Q(e^{(r′)}_i ), âńľă éľńĲ đ Ÿąčã e^{(r′)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď (7). ĎěĲńáİęňčĲ ěĲőàĺăľńá ąá§Ĳ čăŸ ĲďĲĺŽã ľçďęŻę ľńđď ąŸńáľńŸľđ^{−→}Q^{(r−1)}, ěĲąăďéďńŸł čĲ ńđ ľçďęŻę S_{if} (r) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 206

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ i^{(r)}_f őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i , ąŸ§éł Ĳğåľđł ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ i^{(r)}_f őĺđľăčęğęĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã.

ĎěĲńáİęňčĲ ěĲőàĺăľńá ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł, ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď e^{(r)}_{i(r)l} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł S_i(r)_f ąŸă S_i(r)_l . Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.18 ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă FS_Q(e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4.

Ăğæ ńđ ľňď§ãąđ (1) âőęňčĲ r_Q(S_i(r)_f ) = b_r + p_r/2, âńľă éľńĲ

r_Q(S_i(r)_f ) − FS_Q(e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r 2^−

(b_r + p_r 4 ) = p^r 4 ≠ 0 (ćæŽà ńęň ęĺăľčęç ńęň p_r) .

Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i , ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. Ő Ĺľőçĺăľčęł 7.19 ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, đ Ÿąčã e^{(r)}_i ŻĲď ĲğăŋâĺĲă ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĎěĲńáİęňčĲ ńĲćăąá ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} . Ő Ĺľőňĺăľčæł 7.19 ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, đ Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)f} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_f ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

Ďŋæľęď ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S_i(r)_f ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľã ńđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă i^{(r)}_f /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľçďęŻę S_i(r)_l . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i(r)_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 207

1 ≤ r^′ < r, đ i^{(r)}_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã. ĎěĲńáİęňčĲ ąá§Ĳ čåŸ Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł ěĲőàĺăľńá, ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď e^{(r)}_{i(r)l} . Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.18 ğĺęąçğńĲă æńă FS_Q(e^{(r)}_{i(r)l} ) = b_r + p_r/4. Ăğæ ńđ ľňď§ãąđ (2) ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă r_Q(S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. ŚňďĲğéł,

FS_Q(e^{(r)}_{i(r)l} ) − r_Q(S_i(r)_l ) = b_r + p_r 4^−

(b_{r−1} + p_{r−1} 4 ) = b_{r−1} + p^{r−1} 2 + p^{r−1} 8^− (b_{r−1} + p^{r−1} 4 ) (ćæŽà ńàď ŸďŸŻĺęčăąéď ęĺăľčéď ńàď b_r ąŸă p_r) = 3p_{r−1} 8 ≠ 0 (ćæŽà ńęň ęĺăľčęç ńęň p_{r−1}) .

Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_l ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r. ŁæŽà ńęň Ĺľőňĺăľčęç 7.21 ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, đ Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ŻĲď ğĺęąŸćĲå ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i(r)_l ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

Ăŋęç ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S_i(r)_l ŻĲď ĲğăŋâĺĲă ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľã ńđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ğĺęąçğńĲă æńă i^{(r)}_l /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĎěĲńáİęňčĲ ńéĺŸ æćĲł ńăł ňğæćęăğĲł ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_i . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r^′ ńâńęăęď éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_i , ąŸ§éł Ĳğåľđł đ S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′′)} ∈ E^{(r′′)}, ŽăŸ ąáğęăę ŸąâĺŸăę r^{′′} ńâńęăęď éľńĲ r < r^{′′} ≤ d/2.

Ăğæ ńęňł Ĺľőňĺăľčęçł 7.19, 7.21 ąŸă 7.20, ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł e^{(r)}_i , e^{(r′)}_i ąŸă e^{(r′′)} ŸďńåľńęăőŸ, ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, ąŸčăá Ÿğæ ńăł Ÿąčâł Ÿňńâł ŻĲď ğĺęąŸćĲå Ĳğęčâďàł ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ńđł ľňďæŻęň S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă i /∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 208

ŚĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę âőęňčĲ ęćęąćđĺéľĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ŁãččŸńęł 7.13.

Ńâőĺă ńéĺŸ âőęňčĲ ąŸ§ęĺåľĲă ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ąŸă ńđď ąŸńáľńŸľđ æćàď ńàď ľňďæŻàď čâőĺă ńđď^{←−}Q^{(r)}. ĎěĲńáİęňčĲ ńéĺŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}. ŔĺęŋŸďéł, đ ľçďęŻęł S_i(r)_l ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď Q^{(r)}. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i(r)_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę 1 ≤ r^′ < r, đ S_i(r)_l őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} ąŸă ąŸčăá áććđ Ÿąčã. ĎěĲńáİęňčĲ ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ Ÿňńâł ńăł Ÿąčâł ěĲőàĺăľńá, ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ ńđď e^{(r)}_{i(r)l} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(r)}_f ąŸă i^{(r)}_l . Ďğåľđł ĲåďŸă cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) = 2b_r + p_r/2. Ďŋæľęď i^{(r)}_f ∈ S |_α (Q^{(r)}_f ,^{←−}Q^{(r)}), ńę ŁãččŸ 7.13 (1) ňğęŻđćéďĲă æńă r ←−_{Q(r)} (S_i(r)_f ) = b_r + p_r/2. ŔĺęŋŸďéł, S_i(r)_l /∈ S |_α (Q^{(r)}_f ,^{←−}Q^{(r)}), âńľă éľńĲ Ÿğæ ńę ŁãččŸ 7.13 (2) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r ←−_{Q(r)} (S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. ŚňďĲğéł,

residual ←−_{Q(r)} (e^{(r)}_{i(r)l} ) = cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) − r ←−_{Q(r)} (S_i(r)_f ) − r ←−_{Q(r)} (S_i(r)_l )

= 2b_r + p_r 2^− ( b_r + p_r 2 ) − ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 )

= 2b_r + p_r 2^− b_r − p_r 2^− b_r (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńęň b_r) = 0 .

ŔĺęŋŸďéł,

r ←−_{Q(r)} (S_i(r)_f ) − r ←−_{Q(r)} (S_i(r)_l ) = b_r + p_r 2^−

(b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_{r−1} 8^−

(b_{r−1} + p_{r−1} 2 ) (ćæŽà ńàď ŸďŸŻĺęčăąéď ęĺăľčéď ńàď b_r ąŸă p_r) = p_{r−1} 8 > 0 (ćæŽà ńęň ęĺăľčęç ńęň p_{r−1}) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 209

ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł âőęňčĲ

´ ←−_{Q(r)} (e^{(r)}_{i(r)l} , i^{(r)}_l ) = 1 2 cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) − r ←−_{Q(r)} (S_i(r)_l ) = 1 2 (2b_r + p_r 2 ) − ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 )

= b_r + p_r 4^− b_r (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńęň b_r) = p^r 4 = 1 4^· p_r 4 (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńęň p_r) = p_{r−1} 16 . ĎěĲńáİęňčĲ ńéĺŸ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_{i(r)l} , æğęň r^′ ĲåďŸă âďŸł ŸąâĺŸăęł ńâńęăęł éľńĲ 1 ≤ r^′ < r.

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)}_{il(r)} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(r)}_l ąŸă i^{(r′)}_f . Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (3) ğĺęąçğńĲă æńă i^{(r′)}_f /∈ A −→_{Q(r−1)} . Ő Ĺľőňĺăľčæł 7.13 (2) ňğęŻđćéďĲă æńă r ←−_{Q(r)} (S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2) âőęňčĲ r −→_{Q(r−1)} (S_i(r)_l ) = b_{r−1} + p_{r−1}/2, âńľă éľńĲ r ←−_{Q(r)} (S_i(r)_l ) = r −→_{Q(r−1)} (S_i(r)_l ). ŚňďĲğéł, Ĳě ęĺăľčęç ńđł ĲćĲç§Ĳĺđł őàĺđńăąæńđńŸł čăŸł Ÿąčãł, ăľőçĲă æńă residual ←−_{Q(r)} (e^{(r′)}_{i(r)l} ) = residual −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_{i(r)l} ). Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ÿŋęç i^{(r′)}_f /∈ A −→_{Q(r−1)} ĲåďŸă r ←−_{Q(r−1)} (S_i(r′)_f ) = r_Q(r−1) (S_i(r′)_f ). ĎåďŸă ľŸŋâł æńă r ←−_{Q(r−1)} (S_i(r)_l ) = r_Q(r−1) (S_i(r)_f ). ŚňďĲğéł,

residual −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_{i(r)l} ) = residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_{i(r)l} ) .

Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ÿ), ľňďĲğáŽĲńŸă æńă residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_{i(r)l} ) ≥ p_{r−1}/4. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł ŸňěãľĲàł, âőęňčĲ

´ ←−_{Q(r)}(e^{(r′)}_{i(r)l} , i^{(r)}_l ) ≥ residual ←−_{Q(r)} (e^{(r′)}_{i(r)l} ) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 210

Ďğęčâďàł,

´ ←−_{Q(r)} (e^{(r′)}_{i(r)l} , i^{(r)}_l ) ≥ p_{r−1} 4 . êĺŸ, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęąçğńĲă æńă

´ ←−_{Q(r)} (i^{(r)}_l ) = min{ p_{r−1} 16 , p_{r−1} 4^} = p_{r−1} 16 = p_r 4 (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńęň p_r) ,

âńľă éľńĲ

r_Q(r) (S_i(r)_l ) = r ←−_{Q(r)} (S_i(r)_l ) + ´ ←−_{Q(r)} (i^{(r)}_l )

= b_{r−1} + p_{r−1} 2 + p_r 4 = b_r + p_r 4 . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ĳŋæľęď r ←−_{Q(r)} (S_i(r)_f ) > r ←−_{Q(r)} (S_i(r)_l ), Ĳě ęĺăľčęç ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ĲåďŸă

r_Q(r) (S_i(r)_f ) = r_Q(r) (S_i(r)_l )

= b_r + p_r 4 , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńđď (2Ÿ).

ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ ľçďęŻęł S_i(r)_l ŻĲď čęăĺáİĲńŸă ąŸčăá Ÿąčã čĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę S_i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f }. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł

âőęňčĲ r_Q(r) (S_i) = r ←−_{Q(r)} (S_i). ŔĺęŋŸďéł, S_i ∈ S |_α (Q^{(r−1)},^{←−}Q^{(r)}), âńľă éľńĲ, ćæŽà ńęň ŁãččŸńęł 7.13 (1), ăľőçĲă æńă r ←−_{Q(r)} (S_i) = b_r + p_r/2. ŚňďĲğéł, r_Q(r) (S_i) = b_r + p_r/2, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńđď (2Ź).

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 211

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (3). Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.13 (3), (4), (5) ąŸă (6) ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă đ čæďđ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ľńđď ąŸńáľńŸľđ^{←−}Q^{(r)} ĲåďŸă đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} ). Ăğæ ńę ŁãččŸ 7.13 (7) ğĺęąçğńĲă æńă A ←−_{Q(r)} = A_Q(r) . ŚňďĲğéł, đ čæďđ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)} ĲåďŸă đ e^{(r)}_{i(r)l} . ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_{i(r)l} őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(r)}_f ąŸă i^{(r)}_l . Šę ŁãččŸ 7.13 (7) ňğęŻđćéďĲă æńă i^{(r)}_f ∈ A_Q(r) ąŸă i^{(r)}_l ∈ A_Q(r) . ŚňďĲğéł,

FS_Q(r) (e^{(r)}_{i(r)l} ) = cap(e^{(r)}_{i(r)l} ) − allot −→_{Q(r)} (e^{(r)}_{i(r)l} ) |A −→ Q^{(r−1)} | e^( r) i^{(r)}_l | = 2b^r + p^r/2 2 = b_r + p_r 4 . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (1) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r_Q(r) (S_i(r)_f ) = r_Q(r) (S_i(r)_l ) = b_r + p_r/4, âńľă éľńĲ r_Q(r) (S_i(r)_f ) = r_Q(r) (S_i(r)_l ) = FS_Q(r) (e^{(r)}_{i(r)l} ). Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ăľőçĲă æńă i^{(r)}_f ∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}), ąŸ§éł Ĳğåľđł i^{(r)}_l ∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}). Ďğăğćâęď, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, đ ľçďęŻęł S_i ŻĲ őĺđľăčęğęăĲå ąŸčăá Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł. Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł, đ S_i ŻĲď ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q^{(r)}. ŚňďĲğéł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A −→_{Q(r−1)} ăľőçĲă æńă i ∈ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }, Ÿď ąŸă čæďę Ÿď i ∈ Term(⟨G(Sched), S⟩, Q^{(r)}), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńđď (3).

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (4). ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ğĺéńŸ ńđď (4Ÿ). ĞĲàĺęçčĲ Ÿĺőăąá ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã e^{(r)}_i ŽăŸ ąáğęăę ŻĲåąńđ i ∈ A_Q(r−1) \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(r)}_f ąŸă i. Ăğæ ńđ ľňď§ãąđ (2Ÿ) ĲåďŸă r_Q(r) (S_i(r)_f ) = b_r+p_r/4, Ĳďé Ÿğæ ńđď (2Ź) âőęňčĲ r_Q(r) (S_i) = b_r+p_r/2. ŚňďĲğéł,

residual_Q(r) (e^{(r)}_i ) = cap(e^{(r)}_i ) − r_Q(r) (S_i(r)_f ) − r_Q(r) (S_l) = 2b_r + p_r − (b_r + p_r 4 ) − (b_r + p_r 2 )

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 212 = p_r 4 . ĞĲàĺęçčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_i , æğęň r^′ ĲåďŸă ęğęăęľŻãğęńĲ ŸąâĺŸăęł ńâńęăęł éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, Ĳďé i ∈ A_Q(r−1) \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i ąŸă i^{(r′)}_f . Ďě ęĺăľčęç ńđł ĲćĲç§Ĳĺđł őàĺđńăąæńđńŸł âőęňčĲ

residual_Q(r) (e^{(r′)}_i )

= residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_i ) − (r_Q(r) (S_i(r′)_f ) − r_Q(r−1) (S_i(r′)_f )) − (r_Q(r) (S_i) − r_Q(r−1) (S_i) .

Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (3) ğĺęąçğńĲă æńă i^{(r′)}_f /∈ A −→_{Q(r−1)} , âńľă éľńĲ r_Q(r) (S_i(r′)_f ) = r_Q(r−1) (S_i(r′)_f ). Šę ŁãččŸ 7.13 (1) ňğęŻđćéďĲă æńă r_Q(r) (S_i) = b_r + p_r/2, Ĳďé Ÿğæ ńđď ĲğŸ- ŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (2Ź), ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r_Q(r−1) (S_i) = b_{r−1} + p − r − 1/2. ŚňďĲğéł,

residual_Q(r) (e^{(r′)}_i ) = residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_i ) − 0 − ( b_r + p_r 2 ) + ( b_{r−1} + p_{r−1} 2 )

= residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_i ) − ( b_r + p_r 2^− b_r ) (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńęň b_r)

= residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_i ) − p_r 2 . Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ÿ) âőęňčĲ

residual_Q(r−1) (e^{(r′)}_i ) ≥ p_{r−1} 4 , âńľă éľńĲ

residual_Q(r) (e^{(r′)}_i ) ≥ p_{r−1} 4^− p_r 2 = p_r − p_r 2 (ćæŽà ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ęĺăľčęç ńęň p_r)

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 213 = p_r 2 ≥ p_r 4 . Śńę ľđčĲåę Ÿňńæ đ ŸğæŻĲăěđ ńđł (4Ÿ) âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (4Ź).

ĞĲàĺęçčĲ Ÿĺőăąá čăŸ Ÿąčã e^{(r)}_i , ńâńęăŸ éľńĲ i ∈ A_Q(r−1) \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i^{(r)}_f ąŸă i. ŁæŽà ńđł ľňď§ãąđł (3) ăľőçĲă æńă i^{(r)}_f /∈ A −→_{Q(r)} , Ĳďé i ∈ A −→_{Q(r)} . ŚňďĲğéł, đ ľňď§ãąđ (2Ÿ) ňğęŻđćéďĲă æńă

r −→_{Q(r)} (S_i(r)_f ) = r_Q(r) (S_i(r)_f ) = b_r + p_r/4, âńľă éľńĲ allot −→_{Q(r)} (e^{(r)}_i ) = b_r + p_r/4. ŚňďĲğéł,

FS −→_{Q(r)} (e^{(r)}_i ) = cap(e^{(r)}_i ) − allot −→_{Q(r)} (e^{(r)}_i ) |A −→ Q^{(r−1)} | e^( r) i | = 2b^r + p^{r −} (b^r + p^r/4) 1 = 2b_r + p_r − b_r − p_r 4 = b_r + 3 4 p_r . ĞĲàĺęçčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď Ÿąčã e^{(r′)}_i æğęň r^′ ĲåďŸă âďŸł ęğęăęľŻãğęńĲ ŸąâĺŸăęł ńâńęăęł éľńĲ 1 ≤ r^′ < r, Ĳďé i ∈ A_Q(r−1) \ {i^{(r)}_f , i^{(r)}_l }. ŁæŽà ńęň ńĺæğęň ąŸńŸľąĲňãł ńęň G(Sched), đ Ÿąčã e^{(r′)}_i őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł i ąŸă i^{(r′)}_f . Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (3) ğĺęąçğńĲă æńă i^{(r′)}_f /∈ A −→_{Q(r−1)} , âńľă éľńĲ i^{(r′)}_f /∈ A −→_{Q(r)} . Ăğæ ńđ ľňď§ãąđ (3) âőęňčĲ i ∈ A −→_{Q(r)} .

ŔĺęŋŸďéł, i ∈ A −→_{Q(r−1)} , êĺŸ, FS −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_i ) = FS −→_{Q(r)} (e^{(r′)}_i ). Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (4Ź)

ľňďĲğáŽĲńŸă æńă FS −→_{Q(r−1)} (e^{(r′)}_i ) ≥ b_{r−1} + 3p_{r−1}/4, âńľă éľńĲ FS −→_{Q(r)} (e^{(r′)}_i ) ≥ b_{r−1} + 3p_{r−1}/4. ŔĺęŋŸďéł,

b_r + 3 4 p_r = b_{r−1} + p_{r−1} 2 + 3 4^· p_{r−1} 4 (ćæŽà ńàď ŸďŸŻĺęčăąéď ęĺăľčéď ńàď b_r ąŸă p_r)

= b_{r−1} + 11 p_{r−1} 16

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 214 < b_{r−1} + 3 p_{r−1} 4 . Ďŋæľęď FS −→_{Q(r)} (e^{(r′)}_i ) ≥ b_{r−1} + 3p_{r−1}/4, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

FS −→_{Q(r)} (e^{(r′)}_i ) > b_r + 3p_r 4 . Śńę ľđčĲåę Ÿňńæ đ ŸğæŻĲăěđ ńęň (4Ź) ąŸă áĺŸ ąŸă ńęň ŁãččŸńęł 7.1 âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå.

ĆăŸ ąá§Ĳ İĲçŽęł ŻĲăąńéď j ąŸă r ńâńęăęňł éľńĲ 1 ≤ j ≤ n/d ąŸă 1 ≤ r ≤ d/2, ľňčŹęćå- İęňčĲ čĲ U^{(r)}Alg(G_j, S_j) ńęď Ÿĺă§čæ ńàď ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł ğęň ĲąńĲćęçďńŸă ľńăł ľňďæŻęňł ńęň ľňčğćâŽčŸńęł S_j ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńđł ŋáľđł r. ŔĺęŋŸďéł,

U^( r) Alg(G^{(r)}_j , S_j) = d − 2(r − 1) .

ŚňďĲğéł, UAlg(Gj, Sj) = d/2∑ r=1 U^( r) Alg(G^{(r)}_j , S_j) , ąŸă UAlg(G, S) = n/d∑ j=1 UAlg(Gj, Sj)

= n/d∑ j=1 d/2∑ r=1 U^( r) Alg(G^{(r)}_j , S_j)

= n/d∑ j=1 d/2∑ r=1 (d − 2(r − 1))

= n d d/2∑ r=1 (d + 2 − 2r) = n d ((d + 2) d 2^− 2 d/2∑ r=1 r) = n d ((d + 2) d 2^− d 2 ( d 2 + 1))

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 215 = n d ( d^2 4 + d 2 ) = nd 4 + n 2 , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă Ÿğæ ńę ĞĲéĺđčŸ 7.1.

ŔĲĺăŽĺáŋęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď ńĲőďăąã ğęň őĺđľăčęğęăã§đąĲ ľńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 7.1 ŽăŸ ńđď ąŸńŸľąĲňã, Żę§âďńęł Ĳďæł ŻĺęčęćęŽđńã őàĺåł Žďéľđ Sched, Ĳďæł Żăąńçęň ğęň ĲåďŸă \ąŸąæ" ŽăŸ ńęď Sched. ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ńę Żåąńňę ńęň ŔŸĺŸŻĲåŽčŸńęł 7.1.2 ąŸă ğŸĺęňľăáİęňčĲ ńŸ ŹãčŸńŸ ńęň ŸćŽęĺå§čęň Elev ğáďà ľńę Żåąńňę Ÿňńæ ľńę ŚőãčŸ 7-2. ŠŸ ńęďăľčâďŸ ľńęăőĲåŸ ńęň ğåďŸąŸ Ÿďńăľńęăőęçď ľĲ Ÿňěđčâďęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł, Ĳďé ńŸ ňğęŽĺŸččăľčâďŸ ľńęăőĲåŸ ńęň ğåďŸąŸ Ÿďńăľńęăőęçď ľĲ čĲăàčâďęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł.

ŔĺęŋŸďéł, ę Ÿĺă§čæł ńàď ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł ğęň ğĺŸŽčŸńęğęăęçďńŸă ĲåďŸă 12+8+4 = 24, æğàł ŸďŸčĲďæńŸď.

7.3 ŇńĲńĲĺčăďăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă čĲ ŃĲĺăąã Ćďéľđ

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ, ğŸĺęňľăáİęňčĲ âďŸ ąáńà æĺăę åľę čĲ ˙(dn) ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľç- Žąćăľđł ąá§Ĳ ďńĲńĲĺčăďăľńăąęç, ęğńăčăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł čĲ čĲĺăąã Žďéľđ ğęň ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

ĞĲéĺđčŸ 7.2 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă âďŸł ďńĲńĲĺčăďăľńăąæł, ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł čĲ čĲĺăąã Žďéľđ ğęň ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň. ŠæńĲ,

UAlg ≥ dn 4 + n 2 . Ę ŸğæŻĲăěđ ĲåďŸă ğŸĺæčęăŸ čĲ ĲąĲåďđ ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 7.1. Ę ŹŸľăąã ŻăŸŋęĺá ńàď Żçę ŸğęŻĲåěĲàď ĲåďŸă æńă đ \ğćãĺđł" Ÿąęćęň§åŸ ńàď ľňďæŻàď ğęň ŻĺęčęćęŽęçďńŸă Ÿğæ ąá§Ĳ ŻĺęčęćęŽđńã čĲ čĲĺăąã Žďéľđ ŻĲď ĲåďŸă Ĳą ńàď ğĺęńâĺàď Žďàľńã, æğàł ăľőçĲă ŽăŸ ńęňł ŻĺęčęćęŽđńâł őàĺåł Žďéľđ. êĺŸ, ńæľę đ Ÿąęćęň§åŸ ľňďæŻàď ğęň ŻđčăęňĺŽĲåńŸă Ÿğæ ńęď ŻĺęčęćęŽđńã, æľę ąŸă ńę Żåąńňę, ğáďà ľńę ęğęåę ŸğŸăńęçďńŸă ˙(dn) ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ĲğăńĲňő§Ĳå

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 216

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 512 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 512 512 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 512 512 512 0 0 0 0 0 0 0 0 0 512 512 512 512 0 0 0 0 0 0 0 0 512 512 512 512 512 0 0 0 0 0 0 0 256 512 512 512 512 256 0 0 0 0 0 0 256 512 512 512 512 256 512 0 0 0 0 0 256 512 512 512 512 256 512 512 0 0 0 0 256 512 512 512 512 256 512 512 512 0 0 0 256 512 512 512 512 256 512 512 512 512 0 0 256 512 512 512 512 256 512 512 512 512 512 0 256 512 512 512 512 256 256 512 512 512 512 256 256 512 512 512 512 256 256 512 512 512 640 256 256 512 512 512 512 256 256 512 512 640 640 256 256 512 512 512 512 256 256 512 640 640 640 256 256 512 512 512 512 256 256 576 640 640 576 256 256 512 512 512 640 256 256 576 640 640 576 256 256 512 512 640 640 256 256 576 640 640 576 256 256 512 640 640 640 256 256 576 640 640 576 256 256 576 640 640 576 256 256 576 640 640 576 256 256 576 672 640 576 256 256 576 640 640 576 256 256 576 656 656 576 256 256 576 640 640 576 256 256 576 656 656 576 256 256 576 672 640 576 256 256 576 656 656 576 256 256 576 656 656 576 256

ŚőãčŸ 7-2: ĄãčŸńŸ ĲąńâćĲľđł ńęň ŸćŽęĺå§čęň Elev ľńę Żåąńňę G(Elev)

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 7. ĽĂŠŮ ŐŘĹĂ 217

ŻăąŸăęľçďđ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň, ğĺâğĲă ďŸ ŻđčăęňĺŽęçďńŸă ľńŸŻăŸąá čĲ ŹđčŸńăąæ ńĺæğę. ŚŸď ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ğŸĺęňľăáİęňčĲ ńđď ąŸńŸľąĲňã ńđł Ÿąęćęň§åŸł ŻĲăąńéď ľňďæŻàď i_1, i_2, . . ., i_d ŽăŸ ńđď ğĺéńđ ŋáľđ. Ăňńã đ Ÿąęćęň§åŸ ęĺåİĲńŸă ĲğŸŽàŽăąá àł Ĳěãł. ĆăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł, æğęň l = 1, §âńęňčĲ i_1 = Sched_1(0). ČđćŸŻã, đ S_{i1} ĲåďŸă đ ğĺéńđ ľçďęŻęł ğęň ŻĺęčęćęŽĲåńŸă Ÿğæ ńęď Sched. Şğę§âńęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă âőęňčĲ ęĺåľĲă æćęňł ńęňł ŻĲåąńĲł i_1, i_2, . . ., i_{l−1}. ëľńà æńă Q_1, Q_2, . . ., Q_{l−1} ĲåďŸă đ Ÿąęćęň§åŸ ńàď ąŸńŸľńáľĲàď ğęň Ÿąęćęň§ęçď čĲńá Ÿğæ ńđ ŻĺęčęćæŽđľđ ąá§Ĳ Ĳďæł Ÿğæ Ÿňńâł ńăł ľňďæŻęňł. ĆăŸ ńę ŻĲåąńđ i_l ăľőçĲă æńă i_l = Sched_l(Q_{l−1}) ąŸă ę i_l ĲåďŸă ŻăŸŋęĺĲńăąæł Ÿğæ ąá§Ĳ âďŸď Ÿğæ ńęňł i_1, i_2, . . ., i_{l−1} (ĲŋŸĺčæİęňčĲ ńęď Sched čâőĺă ąáğęăęł ŻăŸŋęĺĲńăąæł ŻĲåąńđł Ÿğæ æľęňł âőęňčĲ ãŻđ ŸğęąęčåľĲă ďŸ ĲğăľńĺŸŋĲå). ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ i_1, i_2, . . ., i_d = Sched ↑ S_j. Šę ňğæćęăğę čâĺęł ńđł ŸğæŻĲăěđł ĲåďŸă åŻăę čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 7.1.

ĽĲŋáćŸăę 8

Aďà ŐĺăŸ

Śńăł ĎďæńđńĲł 8.1, 8.2 ąŸă 8.3 ğŸĺęňľăáİęňčĲ áďà æĺăŸ ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ŽăŸ ŸćŽęĺå§čęňł čĲ ã őàĺåł Žďéľđ ŸďńåľńęăőŸ, ğęň čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ĲåńĲ ďńĲńĲĺčăďăľńăąęå ã ğă§Ÿďęńăąęå.

8.1 ŇńĲńĲĺčăďăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă Ţàĺåł Ćďéľđ

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ ğŸĺęňľăáİęňčĲ ńęď ŸćŽæĺă§čę RoundRobin ąŸă ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă:

ĞĲéĺđčŸ 8.1 Ő ŸćŽæĺă§čęł RoundRobin ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ľĲ Ő(dn/2 + n/2) ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł.

Ő ŻĺęčęćęŽđńãł ńęň RoundRobin ŻăĲěáŽĲă d ŋáľĲăł ŻĺęčęćæŽđľđł. ŚĲ ąá§Ĳ ŋáľđ, ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ ńăł n ľňďæŻęňł ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ŸąĺăŹéł čăŸ ŋęĺá Ĳą ğĲĺăńĺęğãł. Ő ŸćŽæĺă§čęł ğãĺĲ ńę æďęčá ńęň Ÿğæ ńęď ńĺæğę ćĲăńęňĺŽåŸł ńęň ŻĺęčęćęŽđńã ńęň, ę ęğęåęł ŻĺęčęćęŽĲå ńăł ľňďæŻęňł Ÿąęćęň§éďńŸł ńę Žďàľńæ ąŸąæďŸ ŻĺęčęćæŽđľđł Ĳą ğĲĺăńĺęğãł (round-robin), ńęď ęğęåę ľňďŸďńáčĲ ľňőďá ľńę ğĺæŹćđčŸ ŻĺęčęćæŽđľđł ŻăĲĺŽŸľăéď ľĲ âďŸď ňğęćęŽăľńã (ŻĲåńĲ, ğ.ő., [69, ĎďæńđńŸ 2.4.1]). Ďğăğćâęď, ę RoundRobin ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł. Šňğăąá, ęĺåİęňčĲ ńęď ŸćŽæĺă§čę RoundRobin àł Ĳěãł: RoundRobin = ⟨RRSched, update, RRTerm⟩, æğęň ŽăŸ ąá§Ĳ l, 0 ≤ l ≤ dn − 1, ăľőçĲă æńă RRSched(l + 1) = l mod n + 1.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 8. AŇŮ ŐŘĹĂ 219

Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň RRSched, ąá§Ĳ ľçďęŻęł ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čăŸ ŋęĺá ľĲ ąá§Ĳ ŋáľđ. ŚňďĲğéł, ńę ĞĲéĺđčŸ 6.2 ňğęŻđćéďĲă æńă ńęňćáőăľńęď čăŸ ľçďęŻęł ľĲ ąá§Ĳ ľçčğćĲŽčŸ ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ąá§Ĳ čăŸł Ÿğæ ńăł d ŋáľĲăł. Ďŋæľęď ąá§Ĳ ľçčğćĲŽčŸ ğĲĺăâőĲă ńę ğęćç d ľňďæŻęňł, ğĺęąçğńĲă æńă æćęă ęă ľçďęŻęă âőęňď ŸğĲďĲĺŽęğęăđ§Ĳå ľńę ńâćęł ńàď d ŋáľĲàď, ęğæńĲ ąŸă ńę Żåąńňę ĲğâĺőĲńŸă ľĲ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ. ŚňďĲğéł, đ ŔĺæńŸľđ 4.5 ľňďĲğáŽĲńŸă Ĳğęčâďàł æńă ę RoundRobin ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

ŔŸĺâőęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ âďŸ áďà æĺăę ŽăŸ ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńęň RoundRobin. Ďŋæľęď ńęňćáőăľńęď čăŸ ľçďęŻęł Ÿďá ľçčğćĲŽčŸ ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă ľĲ ąá§Ĳ ŋáľđ, ğĺęąçğńĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ľçčğćĲŽčŸ S_j, |S_j| − l + 1 ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł ğĺŸŽčŸńęğęăęçďńŸă ľńđď l-ęľńã ŋáľđ, æğęň 1 ≤ l ≤ |S_j|, ğáďà ľńăł ľňďæŻęňł ńęň ľňčğćâŽčŸńęł S_j. ŚňďĲğéł,

URoundRobin = ∑ j≥1 URoundRobin(Sj) ≤ ∑ j≥1 ∑ 1≤l≤|S_j | (|S_j| − l + 1) = ∑ j≥1 ∑ 1≤l≤|S_j | l = ∑ j≥1 |Sj| (|Sj + 1) 2 = 1 2 ∑ j≥1 |Sj|^2 + 1 2 ∑ j≥1 |Sj|

≤ max_{j≥1} |S_j| n 2 + n 2 (ćæŽà ńęň ŁãččŸńęł 2.1) = dn 2 + n 2 . 8.2 Ŕă§Ÿďęńăąęå ĂćŽæĺă§čęă Ţàĺåł Ćďéľđ

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ, ğŸĺęňľăáİęňčĲ ńęď ŸćŽæĺă§čę Random ąŸă ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă:

ĞĲéĺđčŸ 8.2 Ő Random ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň- ĲćŸőåľńęň ąŸă đ ŸďŸčĲďæčĲďđ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľãł ńęň ĲåďŸă O(d ln n/p_{min}) ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 8. AŇŮ ŐŘĹĂ 220

ëľńà æńă p_1, p_2, . . ., p_n ĲåďŸă čđ čđŻĲďăąâł ğă§ŸďæńđńĲł, æğęň ∑n i=1 p_i = 1. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ p_{min} = min_{1≤i≤n} p_i. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă 0 < p_{min} ≤ 1/n. Ő ŻĺęčęćęŽđńãł ńęň Random ĲåďŸă ğă§Ÿďęńăąæł ąŸă ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ. Ŕăę ŸďŸćňńăąá, ę Random ŻĺęčęćęŽĲå ńđď ľçďęŻę S_i čĲ ğă§ŸďæńđńŸ p_i, 1 ≤ i ≤ n. ŚŸŋéł, đ čĲńŸńĺęğã ńęň áńňğęň Ÿňńęç ęĺăľčęç ľĲ ľňďáĺńđľđ (Ÿğæ ńęňł ŸąâĺŸăęňł ľńăł ąŸńŸďęčâł ğă§Ÿďęńãńàď) čğęĺĲå ďŸ ŽåďĲă čĲ áčĲľę ńĺæğę. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ę Random ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł.

ëľńà čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ĲąńâćĲľđ α ńęň Random. ĞĲàĺęçčĲ čăŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ŻĲåąńĲł l_0, l_1, . . ., l_d, đ ęğęåŸ ęĺåİĲńŸă ĲğŸŽàŽăąá àł Ĳěãł. ĆăŸ ńđď ĲğŸŽàŽăąã Źáľđ §âńęňčĲ l_0 = 0. Şğę§âńęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă âőĲă ęĺăľńĲå ę ŻĲåąńđł l_{r−1} ŽăŸ ąáğęăę ŸąâĺŸăę r ≥ 1. ĆăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ, ęĺåİęňčĲ ńęď l_r = ^l_{r−1}. ČđćŸŻã, ę l_r ĲåďŸă ę ŻĲåąńđł ńđł ğĺéńđł ąŸńáľńŸľđł ğęň âğĲńŸă ńđł Q_{lr−1} čâőĺă ńđď ęğęåŸ æćĲł ęă ĲďĲĺŽâł ľçďęŻęă ľńđď Q_{lr−1} âőęňď ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ńęňćáőăľńęď čăŸ ŋęĺá. Ăď ŻĲď ňğáĺőĲă ńâńęăęł ŻĲåąńđł, ę l_r ăľęçńŸă čĲ áğĲăĺę.

Ďě ęĺăľčęç ńęň l_r ąŸă ćæŽà ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 6.2, ŽăŸ ąá§Ĳ ĲďĲĺŽæ ľçčğćĲŽčŸ S_j ľńđď Q_{lr−1} , ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ľçďęŻęł S ∈ S_j ∩ A_{Qlr−1} ńâńęăŸ éľńĲ S ∈ D_{Qlr} . Ďŋæľęď |S_j| ≤ d, ğĺęąçğńĲă æńă æćĲł ęă n ľçďęŻęă âőęňď ŸğĲďĲĺŽęğęăđ§Ĳå ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{ld} , ęğæńĲ ąŸă ę ŸćŽæĺă§čęł ĲăľâĺőĲńŸă ľĲ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ. Ďğęčâďàł, đ ŔĺæńŸľđ 4.5 ňğęŻđćéďĲă áčĲľŸ æńă ę Random ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ľĲ ąá§Ĳ ĲąńâćĲľã ńęň, ŽăŸ ńđď ęğęåŸ æćęă ęă ŻĲåąńĲł l_1, l_2, . . ., l_d ĲåďŸă ğĲğĲĺŸľčâďęă.

ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ âďŸ áďà æĺăę ľńđ čâľđ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńęň Random.

ŔĺæńŸľđ 8.1 E(U_{Random}) ≤ d(ln n + γ)/p_{min}

ĂğæŻĲăěđ: ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę r, 1 ≤ r ≤ d, ęĺåİęňčĲ ńđď ńňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã U^{(r)}_{Alg} ďŸ ĲåďŸă ę Ÿĺă§čæł ńàď ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł ğęň ĲąńĲćęçďńŸă ľńę ąćáľčŸ ĲąńâćĲľđł α^{(lr)} = i_{lr−1+1}, Q_{lr−1+1}, . . ., i_{lr} , Q_{lr} .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 8. AŇŮ ŐŘĹĂ 221

Ďŋæľęď æćĲł ęă n ľçďęŻęă ĲåďŸă ŸğĲďĲĺŽęğęăđčâďĲł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{ld} , ğĺęąçğńĲă æńă UAlg = ∑d r=1 U^( r) Alg, âńľă éľńĲ, Ÿğæ ńđď ăŻăæńđńŸ ŽĺŸččăąæńđńŸł ńđł čâľđł ńăčãł,

E(UAlg) = E( d∑ r=1 U^( r) Alg) = d∑ r=1 E(U^{(r)}Alg) .

ŔĺęŋŸďéł, U^{(r)}Alg ≤ l_r − l_{r−1}, âńľă éľńĲ E(U^{(r)}Alg) ≤ E(l_r − l_{r−1}).

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł Ÿąęćęň§åŸł l_0, l_1, . . ., l_d, ăľőçĲă æńă đ ğęľæńđńŸ l_r −l_{r−1} ĲąŋĺáİĲă ńęď čăąĺæńĲĺę Ÿĺă§čæ ąŸńŸľńáľĲàď ğęň Ÿąęćęň§ęçď ńđď Q_{lr−1} ąŸă ĲąńĲåďęďńŸă čâőĺă ńđď ąŸńáľńŸľđ ĲąĲåďđ ľńđď ęğęåŸ æćĲł ęă ĲďĲĺŽâł ľçďęŻęă ľńđď Q_{lr−1} âőęňď ĲďđčĲĺà§Ĳå ńęňćáőăľńęď čåŸ ŋęĺá. Ăňńæł ę Ÿĺă§čæł ŻĲď ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺęł Ÿğæ ńęď Ĳćáőăľńę Ÿĺă§čæ ąŸńŸľńáľĲàď ğęň Ÿąęćęň§ęçď ńđď Q_{lr−1} ąŸă ĲąńĲåďęďńŸă čâőĺă ńđď ąŸńáľńŸľđ ĲąĲåďđ ľńđď ęğęåŸ æćĲł ęă n ľçďęŻęă âőęňď ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ńęňćáőăľńęď čăŸ ŋęĺá. ŚňďĲğéł, ćæŽà ńđł ŔĺæńŸľđł 2.11 âőęňčĲ æńă E(U^{(r)}Alg) ≤ (ln n + γ)/p_{min}. Ďğęčâďàł, E(UAlg) ≤ ∑d r=1(ln n + γ)/p_{min} = d(ln n + γ)/p_{min}, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ čăŸ áčĲľđ ľňďâğĲăŸ ńđł ŔĺæńŸľđł 8.1.

ŔæĺăľčŸ 8.1 ëľńà æńă p_{min} ≥ 1/n^k ŽăŸ ąáğęăŸ ľńŸ§Ĳĺá k ≥ 1. ŠæńĲ, E(U_{Random}) ≤

dn^k(ln n + γ).

ŔĺęŋŸďéł, ńę áďà æĺăę ľńđď E(URandom) ğęň ğŸĺâőĲă ńę ŔæĺăľčŸ 8.1 Ÿğęąńá ńđď Ĳćáőăľńđ ńăčã ńęň ľńđď ńăčã k = 1. ŚĲ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ, ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ [n], ăľőçĲă æńă p_i ≥ p_{min} ≥ 1/n. Ďŋæľęď àľńæľę, ĲåďŸă p_{min} ≤ 1/n, ğĺęąçğńĲă æńă Ÿňńã đ ğĲĺåğńàľđ, ĲåďŸă đ ęčęăæčęĺŋđ, æğęň p_i = 1/n, ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ [n]. ŚňďĲğéł, âőęňčĲ:

ŔæĺăľčŸ 8.2 Śńđď ęčęăæčęĺŋđ ğĲĺåğńàľđ, E(U_{Random}) ≤ dn(ln n + γ).

8.3 ĂćŽæĺă§čęă čĲ Ŕćãĺđ Ćďéľđ

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ, ğŸĺęňľăáİęňčĲ ńęď ŸćŽæĺă§čę Linear ąŸă ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă:

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 8. AŇŮ ŐŘĹĂ 222

ĞĲéĺđčŸ 8.3 Ő Linear ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ĲąńĲćéďńŸł ŸąĺăŹéł n ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł.

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ę ŻĺęčęćęŽđńãł ńęň Linear ŻęňćĲçĲă ğáďà ľĲ čăŸ ĲďĲĺŽã Ÿąčã čĲ Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ąŸă ŻĺęčęćęŽĲå čåŸ-čåŸ æćĲł ńăł ľňďæŻęňł ğęň ńđď őĺđľăčęğęăęçď čĲ Ÿň§ŸåĺĲńđ ľĲăĺá. Ăŋæńęň ńĲćĲăéľĲă čĲ ńăł ľňďæŻęňł Ÿňńâł ŻăŸćâŽĲă ąáğęăŸ áććđ ĲďĲĺŽã Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň, ą.ę.ą. Ę čĲńŸńĺęğã ńęň áńňğęň Ÿňńęç ęĺăľčęç ľĲ ľňďáĺńđľđ čğęĺĲå ďŸ ŽåďĲă čĲ áčĲľę ńĺæğę. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ę Linear ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł.

ĞĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} ńâńęăęŸ éľńĲ e ∈ MFSE_{Ql0} . ŔĺęŋŸďéł, e ∈ MFSE_{Ql0} (S_j), ŽăŸ ąáğęăę ľçčğćĲŽčŸ S_j. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ŻĺęčęćęŽđńã ńęň Linear, ąá§Ĳ ľçďęŻęł ğęň őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ŸąĺăŹéł čăŸ ŋęĺá, ńę ęğęåę ľđčŸåďĲă æńă đ ąŸńáľńŸľđ Q^_{l0|e} ğĺęľĲŽŽåİĲńŸă. Ăğæ ńę ĞĲéĺđčŸ 6.1, ąá§Ĳ ńâńęăŸ ľçďęŻęł âőĲă ŸğĲďĲĺŽęğęăđ- §Ĳå àł ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^_{l0|e}. Ăğæ ńęď ńĺæğę ćĲăńęňĺŽåŸł ńęň ŻĺęčęćęŽđńã ńęň Linear, ğĺęąçğńĲă æńă æćĲł ęă ľçďęŻęă ńĲćăąá ŸğĲďĲĺŽęğęăęçďńŸă, ęğæńĲ ę ŸćŽæĺă§čęł ĲăľâĺőĲńŸă ľĲ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ. ŚňďĲğéł, đ ŔĺæńŸľđ 4.5 ňğęŻđćéďĲă áčĲľŸ æńă ę Linear ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

ĎåďŸă ľŸŋâł æńă ę ľňďęćăąæł Ÿĺă§čæł ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł ğęň ğĺŸŽčŸńęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńęď Linear ĲåďŸă ŸąĺăŹéł n ľĲ ąá§Ĳ ĲąńâćĲľđ ąŸă ĲåďŸă Źâćńăľńęł.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ęă ŸćŽæĺă§čęă RoundRobin, Random, ąŸă Linear ŹŸľåİęňď ńđď ęĺ§æńđńá ńęňł ľńęď ľňďŻăŸľčæ ńàď ăŻăęńãńàď ńĲĺčŸńăľčęç ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł (ĞĲàĺãčŸńŸ 6.2 ąŸă 6.1, ŸďńåľńęăőŸ) ąŸă ńđł ŔĺæńŸľđł 4.5, đ ęğęåŸ ĲŽŽňáńŸă æńă, Ÿď âďŸł ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ńĲĺčŸńåİĲă, ńę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ĲěæŻęň ńęň ĲåďŸă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň.

ĽĲŋáćŸăę 9

ĽŸńŸďĲčđčâďđ Şćęğęåđľđ

ŚĲ Ÿňńæ ńę ąĲŋáćŸăę, ğŸĺęňľăáİęňčĲ âďŸ ąŸńŸďĲčđčâďę ąŸă ŸľçŽőĺęďę ľőãčŸ ňćęğęåđľđł ŽăŸ ąá§Ĳ ęğńăčăľńăąæ ŸćŽæĺă§čę ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčoŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ğęň ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ. Ő ľńæőęł ńęň ľőãčŸńęł Ÿňńęç ĲåďŸă đ ňćęğęåđľđ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ąŸă đ ğĺęľęčęåàľđ ńęň ŻĺęčęćęŽđńã ąá§Ĳ ńâńęăęň ŸćŽęĺå§čęň čĲ ąŸńŸďĲčđčâďę ąŸă ŸľçŽőĺęďę ńĺæğę. ŔĲĺăŽĺáŋęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńę ğĺęńĲăďæčĲďę ľőãčŸ.

Ľá§Ĳ ľçďęŻęł őĺđľăčęğęăĲå âďŸ čãďňčŸ ĲćâŽőęň ńę ęğęåę ąňąćęŋęĺĲå ąŸńá čãąęł ńęň čęďęğŸńăęç ğęň őĺđľăčęğęăĲå đ ľçďęŻęł. Šę čãďňčŸ ĲćâŽőęň čĲńŸŋâĺĲă őĺãľăčĲł ğćđĺęŋęĺåĲł ąŸńá čãąęł ńàď ľňďŻâľčàď ğęň őĺđľăčęğęăĲå đ ľçďęŻęł ŽăŸ ńđď åŻăŸ ńđ ľçďęŻę ąŸă ŽăŸ ŽĲăńęďăąâł ľňďæŻęňł. Ľá§Ĳ ľçďęŻęł őĺđľăčęğęăĲå ŽăŸ ńđ čĲńáŻęľđ ńàď ŻĲŻęčâďàď ńđł, âďŸ ĺň§čæ čĲńáŻęľđł, ğęň ęďęčáİĲńŸă ńĺâőàď ĺň§čæł čĲńáŻęľđł. Šę čãďňčŸ ĲćâŽőęň ğĲĺăâőĲă ńęď ńĺâőęďńŸ ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň ľńđď ęğęåŸ ŸďãąĲă, âńľă éľńĲ ąá§Ĳ ľçďŻĲľčęł ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę ŽďàĺåİĲă Ÿňńæď ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł. Ľá§Ĳ ľçďŻĲľčęł ŻăŸńđĺĲå čăŸ ćåľńŸ Ÿğæ ńăł ľňďæŻęňł ğęň ńęď őĺđľăčęğęăęçď, Ĳďé ńŸňńæőĺęďŸ ąŸńŸŽĺáŋĲă ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľãł ńęňł. Ăňńęå ęă ąŸńĲŽĺŸččâďęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńę ľçďŻĲľčę ŽăŸ ďŸ ąáďĲă æćęňł ńęňł ňğęćęŽăľčęçł ńęň. Ăĺőăąá, đ ľçďęŻęł §âńĲă ńęď ńĺâőęďńŸ ĺň§čæ čĲńáŻęľãł ńđł ľńđď ńăčã 0. ĽŸ§éł ńę čãďňčŸ ĲćâŽőęň ńŸěăŻĲçĲă ľńę Żåąńňę, đ ďâŸ ńăčã ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ğęň ĲğăŹáććĲńŸă Ÿğæ ąá§Ĳ Ÿąčã ňğęćęŽåİĲńŸă ąŸă ąŸńŸőàĺĲåńŸă ľńę čãďňčŸ ĲćâŽőęň, àł ę ďâęł ńĺâőàď ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň. îńŸď ńę čãďňčŸ ĲćâŽőęň ĲğăľńĺâŋĲă, đ ľçďęŻęł

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 9. ĽĂŠĂŇĎŃĘŃĎŇĘ ŞŁŐŔŐĹĘŚĘ 224

ğĺęľŸĺčæİĲă ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľãł ńđł čĲ Źáľđ ńęď ŸďŸŽĺŸŋæčĲďę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ľńę čãďňčŸ ĲćâŽőęň.

Ďŋæľęď ĲěĲńáİęňčĲ čæďę ŸćŽęĺå§čęňł őàĺåł Žďéľđ, ňğáĺőĲă čăŸ ğĺęąŸ§ęĺăľčâďđ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ŻĲåąńĲł ľňďæŻàď, čĲ Źáľđ ńđď ęğęåŸ ę ŸćŽæĺă§čęł ĲğăćâŽĲă ńđ ľňďæŻę ńđł ęğęåŸł ńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł §Ÿ ŸňěãľĲă ľńđ ľňďâőĲăŸ. Ő ŻĺęčęćęŽđńãł ĲąńĲćĲåńŸă ńęğăąá ľĲ ąá§Ĳ Ÿąčã âńľă éľńĲ ąá§Ĳ Ÿąčã ĲåďŸă ĲďãčĲĺđ ŽăŸ ńđď ĲğæčĲďđ ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ ľçďęŻę. Ę Ÿąčã ňğęćęŽåİĲă ńđď ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ŽăŸ Ÿňńãď ńđ ľçďęŻę. îńŸď đ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺŸŽčŸńęğęăĲåńŸă, đ Ÿąčã ĲğăćâŽĲă ńđď ĲğæčĲďđ ľçďęŻę ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ čĲ Źáľđ ńđď Ÿąęćęň§åŸ Scheduler | e.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă đ ğŸĺŸğáďà ńĲőďăąã ęŻđŽĲå ľńđď ĲąńâćĲľđ ğŸĺáććđćàď ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł, Ÿďńå ŽăŸ ńăł ąćŸľăąâł ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł, Ĳŋæľęď ęă Ÿąčâł ŻĲď ĲğăŹáććęňď ğĲĺăęĺăľčęçł ľńăł ľňďæŻęňł ğęň ŻĲď ńăł őĺđľăčęğęăęçď, âńľă éľńĲ ľçďęŻęă ğęň ŻĲď ĲåďŸă ŽĲăńęďăąâł čğęĺęçď ďŸ ĲďđčĲĺéďęďńŸă ğŸĺáććđćŸ. Ăňńã đ ğŸĺŸććđćåŸ čğęĺĲå ŋňľăąá ďŸ ęŻđŽãľĲă ľĲ ğĺęŹćãčŸńŸ ľňŽőĺęďăľčęç. ĽŸńŸĺőãď, čăŸ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ľĲ ąáğęăŸ ľçďęŻę S_i ğĺŸŽčŸńęğęăĲåńŸă čæďę Ÿď ŻĲď ĲąńĲćĲåńŸă ąáğęăŸ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ľĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ŽĲăńęďăąã ľçďęŻę. Ăňńæ ľđčŸåďĲă æńă ąŸă đ Ÿçěđľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ńđł S_i ąŸă ęă čĲăéľĲăł ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ŽĲăńęďăąéď ńđł S_i ľňďæŻàď §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ĲŋŸĺčęľńęçď ğĺăď Ÿğæ ńđď Ĳąąåďđľđ čăŸł ďâŸł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ľĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ŽĲăńęďăąã ľçďęŻę. Ďğăğćâęď, ľńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ąáğęăŸł ľňďæŻęň ğĺâğĲă ďŸ čĲăà§Ĳå, ćæŽà ńàď ŸňěãľĲàď ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ğĲĺăľľæńĲĺàď ńđł čăŸł ŽĲăńęďăąéď ľňďæŻàď, čğęĺĲå ďŸ ğĺęąçŕęňď ğĺęŹćãčŸńŸ ľňŽőĺęďăľčęç, ńŸ ęğęåŸ ğĺâğĲă ďŸ Ĳğăćň§ęçď Ÿğæ ńę ľőãčŸ ňćęğęåđľđł. ŔĲĺăŽĺáŋęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ğàł ńę ğĺęńĲăďæčĲďę ľőãčŸ ĲğăćçĲă ńŸ ğŸĺŸğáďà ğĺęŹćãčŸńŸ.

Šę čãďňčŸ ĲćâŽőęň ąá§Ĳ ľňďæŻęň ŻăŸńđĺĲå âďŸ ŻňŸŻăąæ ŕđŋåę, ńę ęğęåę ęďęčáİĲńŸă u-bit. Šę u-bit âőĲă Ÿĺőăąá ńăčã 1, ąŸă ňğęŻđćéďĲă Ÿď đ ľçďęŻęł, ľńđď ęğęåŸ ńę čãďňčŸ ĲćâŽőęň ŸďãąĲă, ĲåďŸă đ ĲğæčĲďđ ğĺęł ŻĺęčęćæŽđľđ. Ę ľçďęŻęł §âńĲă ńę u-bit ľńđď ńăčã 1 ğĺăď Ÿğæ ąá§Ĳ čĲńáŻęľđ ńęň čđďçčŸńęł ĲćâŽőęň. ĽŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńęň ńŸěăŻăęç ńęň čđďçčŸńęł ĲćâŽőęň Ÿğæ ńđď ğđŽã ğĺęł ńęď ğĺęęĺăľčæ, ąá§Ĳ ľçďŻĲľčęł ĲćâŽőĲă Ÿď ńę čãďňčŸ ŸďãąĲă ľńđď ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ ğáďà ľńđď Ÿąčã ľçďęŻę. Ăď Ÿňńæ ŻĲ ľňčŹŸåďĲă, ę ľçďŻĲľčęł §âńĲă ńę u-bit ľńđď ńăčã čđŻâď, ŻăŸŋęĺĲńăąá ŸŋãďĲă ńę u-bit ŸďŸććęåàńę ąŸă ĲăľâĺőĲńŸă ľĲ ąŸńáľńŸľđ ŸľňďâğĲăŸł.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 9. ĽĂŠĂŇĎŃĘŃĎŇĘ ŞŁŐŔŐĹĘŚĘ 225

Ăĺőăąá æćęă ęă ľçďŻĲľčęă ŹĺåľąęďńŸă ľĲ ľňďĲğã ąŸńáľńŸľđ. Ăď ńę čãďňčŸ ĲćâŽőęň ğĺęľĲŽŽåľĲă ńęď ąæčŹę ğĺęęĺăľčęç ńđł ľňďæŻęň čĲ ńę u-bit ńęň ďŸ ĲåďŸă åľę čĲ âďŸ, ňğęŻđćéďĲńŸă æńă æćĲł ęă Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå đ ľçďęŻęł, ľńđď ęğęåŸ ŸďãąĲă ńę čãďňčŸ ĲćâŽőęň, ŸďŸŽďàĺåİęňď ńđ ľçďęŻę àł ńđď ńĺâőęňľŸ ľçďęŻę ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ. ĽŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńęň ńŸěăŻăęç ğĺęęĺăľčæłğđŽã ńęň čđďçčŸńęł ĲćâŽőęň ąŸă Ĳŋæľęď ńę u-bit ĲåďŸă åľę čĲ âďŸ, ąá§Ĳ Ÿąčã ĲćâŽőĲă Ÿď đ ŸďŸŽĺŸŋæčĲďđ ľńę čãďňčŸ ĲćâŽőęň ńăčã ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺđ Ÿğæ ńđď ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ğęň âőĲă ňğęćęŽăľńĲå ŽăŸ ńđ ľçďęŻę Ÿğæ ńđď Ÿąčã ąŸă ľĲ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ \ĲďđčĲĺéďĲă" ńę čãďňčŸ ĲćâŽőęň ŽăŸ ńęď ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ĺň§čæ čĲńáŻęľđł. ŃĲ ńęď ńĺæğę Ÿňńæ, đ ľçďęŻęł ĲďđčĲĺéďĲńŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸććŸŽã ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľãł ńđł. îńŸď đ ğđŽã čăŸł ľňďæŻęň ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ ćáŹĲă ńę čãďňčŸ ĲćâŽőęň čĲ ńęď ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ĺň§čæ čĲńáŻęľđł, ŻĲď ŸććáİĲă ŸğĲň§ĲåŸł ńęď ńĺâőęďńŸ ĺň§čæ čĲńáŻęľãł ńđł ľńđ ďâŸ ńăčã, Ÿććá ĲğŸďŸčĲńŸŻåŻĲă ńę čãďňčŸ ĲćâŽőęň, âńľă éľńĲ æćęă ęă ľçďŻĲľčęă ďŸ ĲďđčĲĺà§ęçď ŽăŸ ńđď Ÿçěđľđ ąŸă ďŸ ňğęćęŽåľęňď ńăł čĲăéľĲăł ğęň ğĺâğĲă ďŸ ĲğăŹćđ§ęçď ľĲ ŽĲăńęďăąâł ľňďæŻęňł. ëďŸł ľçďŻĲľčęł čĲńŸŹáććĲă ńđď ąŸńáľńŸľã ńęň Ÿğæ ŸľňďĲğã ľĲ ľňďĲğã, Ÿŋæńęň ńę čđďçčŸ ĲćâŽőęň ąá§Ĳ ľňďæŻęň, ńđł ęğęåŸł ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ğĺâğĲă ďŸ čĲăà§Ĳå, ğĲĺáľĲă Ÿğæ ńđď Ÿąčã ńęňćáőăľńęď Żçę ŋęĺâł čĲ ńđď åŻăŸ ŋęĺá, âńľă éľńĲ ďŸ ĲåďŸă ĲŽŽňđčâďę æńă đ ľçďęŻęł âőĲă ĲďđčĲĺà§Ĳå ŽăŸ ńđ čĲåàľđ. Ę ğŸĺŸğáďà ŻăŸŻăąŸľåŸ ĲğăćçĲă ńę ğĺéńę ğĺæŹćđčŸ ľňŽőĺęďăľčęç ğęň ŸďŸŋâĺ§đąĲ ľńđď ğĺęđŽęçčĲďđ ğŸĺáŽĺŸŋę.

Šę ŻĲçńĲĺę ğĺæŹćđčŸ ĲčŋŸďåİĲńŸă æńŸď ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ąáğęăŸł ľňďæŻęň S_j ğĺâğĲă ďŸ čĲăà§Ĳå ńđď åŻăŸ őĺęďăąã ľńăŽčã ğęň ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ąáğęăŸł ŽĲăńęďăąãł ńđł ľňďæŻęň ŸňěáďĲńŸă. ĎåďŸă ľđčŸďńăąæ ďŸ ĲŽŽňđ§ęçčĲ æńă ĲåńĲ đ čĲåàľđ ľňčŹŸåďĲă ğĺăď ńđď Ÿçěđľđ, ã ńę Ÿďńåľńĺęŋę. ČđćŸŻã, ŻĲď ĲåďŸă Ĳğă§ňčđńæ čĲĺăąęå ľçďŻĲľčęă ďŸ ĲåďŸă ĲďđčĲĺàčâďęă ŽăŸ ńđ čĲåàľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň ąŸă áććęă æőă. Śńę ğĺęńĲăďæčĲďę ľőãčŸ, æńŸď âďŸł ľçďŻĲľčęł ĲďđčĲĺéďĲńŸă ŽăŸ ńđ čĲåàľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ąáğęăŸł ľňďæŻęň ğęň ńęď őĺđľăčęğęăĲå, ĲěĲńáİĲă ńđď ąŸńáľńŸľã ńęň ąŸă ľňčğĲĺăŋâĺĲńŸă àł Ĳěãł. Ăď đ ąŸńáľńŸľđ ńęň ĲåďŸă ŸľňďĲğãł ąŸńŸŽĺáŋĲă ńđ ďâŸ čĲăàčâďđ ńăčã ńđł ľňďæŻęň, Ÿććá ąáďĲă æćęňł ńęňł ňğęćę- Žăľčęçł čĲ ńđď ğŸćăá ńăčã ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł. Ę ďâŸ ńăčã őĺđľăčęğęăĲåńŸă æńŸď đ Ÿąčã ĲăľâĺőĲńŸă ěŸďá ľĲ ľňďĲğã ąŸńáľńŸľđ. Ăď Ÿďńå§ĲńŸ, đ ąŸńáľńŸľđ ńđł Ÿąčãł ĲåďŸă ľňďĲğãł, đ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 9. ĽĂŠĂŇĎŃĘŃĎŇĘ ŞŁŐŔŐĹĘŚĘ 226

Ÿąčã čĲńŸŹáććĲă ńđď ąŸńáľńŸľã ńđł ľĲ ŸľňďĲğã čâőĺă æćĲł ęă Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę, ńđł ęğęåŸł ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ğĺâğĲă ďŸ čĲăà§Ĳå, ďŸ ĲďđčĲĺà§ęçď ŽăŸ ńđ čĲåàľđ. Ľá§Ĳ ľçďŻĲľčęł ğęň ŹĺåľąĲńŸă ľĲ ŸľňďĲğã ąŸńáľńŸľđ, §âńĲă ńę u-bit æćàď ńàď čđďňčáńàď ğęň ğĲĺďęçď Ÿğæ Ÿňńæď ľńđď ńăčã čđŻâď.

Ő čđőŸďăľčæł ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă ŽăŸ ńđď ŸğĲďĲĺŽęğęåđľđ ľňďæŻàď ĲåďŸă ĲďńĲćéł Ÿğćæł. Ľá§Ĳ Ÿąčã ŻăŸńđĺĲå ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę ğęň ńđ őĺđľăčęğęăĲå ńđď ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ńđł ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ ľňďæŻęň, ąŸ§éł ąŸă ńăł ŸďŸľőđčŸńăľńăąâł čĲăéľĲăł ńàď ňğęćęåğàď ľňďæŻàď. Ăď ęçńĲ ęă ąŸńĲŽĺŸččâďęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł, ęçńĲ ę Ÿĺă§čæł ńàď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã čĲńŸŹáććĲńŸă, ęçńĲ ąŸă đ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ńđł ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ ľňďæŻęň ã đ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã čĲåàľđ ńàď ňğęćęåğàď ľňďæŻàď čĲńŸŹáććęďńŸă ąŸă ľňďĲğéł đ Ÿąčã ľńŸčŸńá ďŸ ąáďĲă ňğęćęŽăľčęçł.

Šę ľőãčŸ ğęň ğĲĺăŽĺáŋĲńŸă ğăę ğáďà ĲåďŸă Ÿğćá âďŸł čđőŸďăľčæł ňćęğęåđľđł ńđł ğŸĺáććđćđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, ąŸă áĺŸ âďŸł ğăę ąęčŕæł ńĺæğęł ňćęğęåđľđł ńđł ąćŸľăąãł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł, Ÿŋęç đ ğĺéńđ ĲåďŸă ľĲăĺăęğęăãľăčđ. Ďğęčâďàł, ńę ğĺęńĲăďæčĲďę ľőãčŸ ŸğęąŸćçğńĲă ďâŸ æĺăŸ ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńàď Žďàľńéď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł, ńŸ ęğęåŸ ŹŸľåİęďńŸă ľĲ ğăę \ŸďŸćňńăąâł" ąŸă ľđčŸďńăąâł ğŸĺŸčâńĺęňł âďŸďńă ńęň Ÿĺă§čęç ńàď ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł. ëľńà æńă τ ĲåďŸă đ čâŽăľńđ ŻňďŸńã ąŸ§ňľńâĺđľđ ŽăŸ âďŸ ńŸěåŻă ńęň čđďçčŸńęł ĲćâŽőęň čăŸł ľňďæŻęň Ÿğæ ńđď ğđŽã ľńęď ğĺęęĺăľčæ ńđł ľňďæŻęň ąŸă ğáćă ğåľà ľńđď ğđŽã, ąŸă âľńà æńă m ĲåďŸă ę čâŽăľńęł Ÿĺă§čæł ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď čăŸ Ÿąčã. ŠæńĲ, đ ĲğăŹáĺňďľđ ğęň ğĺęąŸćĲåńŸă Ÿğæ ńę ğĺęńĲăďæčĲďę ľőãčŸ ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ąá§Ĳ ęğńăčăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ĲćâŽőęň ĺęãł őàĺåł Žďéľđ ĲåďŸă O(τ + m log m) ğęććŸğćŸľăŸľńăąæ. Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, Ÿď ę Alg ĲåďŸă ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł ĲćâŽőęň ĺęãł őàĺåł Žďéľđ ğęň ľňŽąćåďĲă ľĲ ąáğęăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čâľŸ ľĲ O(f(·)) ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł, æğęň f(·) ĲåďŸă ľňďáĺńđľđ ğęň ğĺęŻăŸŽĺáŋĲă ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńęň Alg ľĲ ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł, đ \ąŸ§ęćăąã" ğęćňğćęąæńđńŸ ńęň Alg, æńŸď Ÿňńæł ňćęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńę ğĺęńĲăďæčĲďę ľőãčŸ, ĲåďŸă O(f(·) (τ + m log m)). Ăňńæ ăľőçĲă Żăæńă ęă ŸďŸľőđčŸńăľńăąâł ŸňěãľĲăł ąŸă čĲăéľĲăł ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď čğęĺęçď ďŸ ňğęćęŽăľńęçď ğŸĺáććđćŸ ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã ąŸă Ĳğåľđł ńŸňńæőĺęďŸ čĲ ńđ čĲńáŻęľđ ľńę Żåąńňę ńęň čđďçčŸńęł ĲćâŽőęň ąá§Ĳ ľňďæŻęň, Ĳďé

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 9. ĽĂŠĂŇĎŃĘŃĎŇĘ ŞŁŐŔŐĹĘŚĘ 227

čĲńá Ÿğæ âďŸď ľńŸ§Ĳĺæ Ÿĺă§čæ ľňďęćăąéď ŸďŸąňąćéľĲàď ńęň čđďçčŸńęł ĲćâőŽęň ğáďà ľńę čęďęğáńă ńđł ľňďæŻęň, ąá§Ĳ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ęćęąćđĺéďĲńŸă.

Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, đ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńàď Źâćńăľńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł őàĺåł Žďéľđ ĲåďŸă ^(dn), âńľă éľńĲ đ \ąŸ§ęćăąã" ğęćňğćęąæńđńá ńęňł, æńŸď ňćęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńę ğĺęńĲăďæčĲďę ľőãčŸ, ĲåďŸă O(dn (τ + m log m)). ŠęďåİęňčĲ æńă ľńę ğŸĺŸğáďà æĺăę ŻĲď ćŸčŹáďęňčĲ ňğ’ æŕăď ńę ąâĺŻęł ğęň ĲğăŋâĺĲă đ ĲąńâćĲľđ ğŸĺáććđćàď ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł âďŸďńă ľĲăĺăŸąéď. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ęă ĲďđčĲĺéľĲăł ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň Ÿďãąęňď ľĲ ŻăŸŋęĺĲńăąá ľňčğćâŽčŸńŸ ŻĲď ŸććđćĲğăŻĺęçď ąŸă ľňďĲğéł čğęĺęçď ďŸ ğĺŸŽčŸńęğęăęçďńŸă ğŸĺáććđćŸ, čĲăéďęďńŸł âńľă ńę æĺăę O(dn (τ + m log m)) ľĲ O(d^2 (τ + m log m)).

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň ďâĲł ľçďęŻęă ĲğăńĺâğĲńŸă ďŸ ĲąąăďęçďńŸă ã ďŸ Ÿğęőàĺęçď Ÿğæ ńę Żåąńňę. ČđćŸŻã, ĲğăńĺâğęňčĲ ľńę ľçďęćę ńàď ľňďæŻàď ďŸ ĲăľâĺőĲńŸă ľĲ ğĲĺăæŻęňł Ÿľńá§ĲăŸł, æğęň ąáğęăęă ľçďęŻęă ĲăľâĺőęďńŸă ąŸă ąáğęăęă ĲěâĺőęďńŸă ńęň Żăąńçęň. Ůľńæľę, ňğę§âńęňčĲ æńă čĲńá Ÿğæ ąá§Ĳ ńâńęăŸ ğĲĺåęŻę, ńę ľçďęćę ńàď ľňďæŻàď ńęň Żăąńçęň ľńŸ§ĲĺęğęăĲåńŸă ŽăŸ čăŸ ĲąńĲńŸčâďđ ğĲĺåęŻę őĺæďęň, Ÿŋęç ŻăŸŋęĺĲńăąá ęă âďďęăĲł ńđł ŻăąŸăęľçďđł ąŸă ńęň ňğęćęŽăľčęç Ĳďæł ŻåąŸăęň ŻăŸďçľčŸńęł ĺň§čéď čĲńáŻęľđł őáďęňď ńđ ľđčŸľåŸ ńęňł.

ŚĲ âďŸ ąŸńŸďĲčđčâďę, ŸľçŽőĺęďę ğĲĺăŹáććęď, čăŸ Ÿąčã ĲďđčĲĺéďĲńŸă ŽăŸ ńđď Ĳąąåďđľđ čăŸł ďâŸł ľňďæŻęň, æńŸď ńę čãďňčŸ ĲćâŽőęň (ã ńę ğĺéńę ğŸąâńę ŻĲŻęčâďàď) ńđł ľňďæŻęň Ÿňńãł ğĲĺáľĲă Ÿğæ ńđď Ÿąčã ŽăŸ ğĺéńđ ŋęĺá. ŚňďĲğéł, ŻĲď ĲåďŸă ŻňďŸńæď, æćęă ęă ľçďŻĲľčęă ğęň őĺđľăčęğęăĲå čăŸ ďâŸ ľçďęŻęł ďŸ ĲďđčĲĺà§ęçď ńŸňńæőĺęďŸ ŽăŸ ńđď Ĳąąåďđľã ńđł ľńę Żåąńňę. Ůľńæľę, ąá§Ĳ Ÿąčã §Ÿ ğĺâğĲă čĲ ąáğęăę ńĺæğę ďŸ ĲďđčĲĺéľĲă ńęď ńęğăąæ ŻĺęčęćęŽđńã ŽăŸ ńđď çğŸĺěđ ńđł ďâŸł ľňďæŻęň, őàĺåł ďŸ ŽďàĺåİĲă Ÿď ęă ňğæćęăğĲł Ÿąčâł âőęňď ãŻđ ĲďđčĲĺà§Ĳå ŽăŸ ńđď çğŸĺěđ Ÿňńãł ńđł ľňďæŻęň. Śńę ğĺęńĲăďæčĲďę ľőãčŸ, æńŸď âďŸł ľçďŻĲľčęł ĲďđčĲĺéďĲńŸă ŽăŸ ńđď Ĳąąåďđľđ čăŸł ďâŸł ľňďæŻęň ąáďĲă ńŸ Ĳěãł. Ăď ĲåďŸă ľĲ ľňďĲğã ąŸńáľńŸľđ ĲďđčĲĺéďĲă Ÿčâľàł ńęď ńęğăąæ ŻĺęčęćęŽđńã ŽăŸ ńđď çğŸĺěđ ńđł ďâŸł ľňďæŻęň ąŸă ŸğęŋŸľåİĲă Ĳą ďâęň ğęăŸ ĲåďŸă đ ğĺęł Ĳďđčâĺàľđ ľçďęŻęł. Śńđď Ÿďńå§Ĳńđ ğĲĺåğńàľđ, đ Ÿąčã ĲďđčĲĺéďĲă ńę Żĺęčęćę- Žđńã Ÿčâľàł æńŸď ĲğŸďâć§Ĳă ľĲ ľňďĲğã ąŸńáľńŸľđ. Ę ğŸĺŸğáďà ŻăŸŻăąŸľåŸ ęŻđŽĲå ľńđ ľàľńã Ĳďđčâĺàľđ æćàď ńàď ńęğăąéď ŻĺęčęćęŽđńéď ŽăŸ ńđď ĲăľŸŽàŽã ďâàď ľňďæŻàď ľńę Żåąńňę ąŸă

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 9. ĽĂŠĂŇĎŃĘŃĎŇĘ ŞŁŐŔŐĹĘŚĘ 228

ĲğăćçĲă ŸğęńĲćĲľčŸńăąá ńŸ ğĺęŹćãčŸńŸ ğęň ğĺęąçğńęňď ćæŽà ńđł ŸľçŽőĺęďđł ćĲăńęňĺŽåŸł ńęň Żăąńçęň.

Ę ğĲĺåğńàľđ ğęň ąáğęăŸ ľçďęŻęł ĲěâĺőĲńŸă ńęň Żăąńçęň ĲåďŸă ćăŽæńĲĺę ğęćçğćęąđ^1. Šę čęďŸŻăąæ ğęćçğćęąę ľĲďáĺăę ğĺęąçğńĲă æńŸď ğĺŸŽčŸńęğęăĲåńŸă čăŸ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğáďà ľńđ ľçďęŻę ŸąĺăŹéł ńđ ľńăŽčã ğęň Ÿňńã İđńáĲă ďŸ Ĳěâć§Ĳă ńęň Żăąńçęň. ŚĲ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ, đ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺâğĲă ďŸ ğĺŸŽčŸńęğęăđ§Ĳå ğĺăď ĲğăńĺŸğĲå ľńđ ľçďęŻę ďŸ Ĳěâć§Ĳă, âńľă éľńĲ æćĲł ęă Ÿąčâł ďŸ ĲďđčĲĺà§ęçď ľàľńá ŽăŸ ńňőæď ŸňěãľĲăł ã čĲăéľĲăł ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł áććàď ľňďæŻàď.

1ČĲď ŸľőęćęçčŸľńĲ ĲŻé čĲ ńę ğĺæŹćđčŸ ąŸ§ęĺăľčęç ńđł ĲěæŻęň čăŸł ľňďæŻęň Ÿğæ ńę Żåąńňę (čğęĺĲå ğ.ő. đ ľçďęŻęł ďŸ čĲńŸŻåŻĲă âďŸ ĲăŻăąæ čãďňčŸ ńĲĺčŸńăľčęç ã ďŸ őĺđľăčęğęăęçďńŸă ąŸńáććđćęă čđőŸďăľčęå őĺęďăľčęç). Śńđ ŻăŸńĺăŹã Ÿňńã §ĲàĺęçčĲ Ÿğćéł æńă ňğáĺőĲă ąáğęăęł čđőŸďăľčæł čĲ Źáľđ ńęď ęğęåę ęă Ÿąčâł ŸğęŋŸľåİęňď æńă čăŸ ľçďęŻęł §âćĲă ďŸ Ĳěâć§Ĳă ńęň Żăąńçęň.

Ńâĺęł III

ĂćŽæĺă§čęă ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď

ĽĲŋáćŸăę 10

ČăąŸăęľçďđ ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď

ŚĲ Ÿňńæ ńę ąĲŋáćŸăę, ĲěđŽęçčĲ ńăł âďďęăĲł ńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ąŸă ńđł ľňďáĺńđľđł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď čăŸł ľňďæŻęň. Śńđ ľňďâőĲăŸ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńăł âďďęăĲł Ÿňńâł ŽăŸ ďŸ ęĺåľęňčĲ ąŸă ďŸ čĲćĲńãľęňčĲ ńđ ŻăąŸăęľçďđ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł.

10.1 ŔĺęńĲĺŸăæńđńĲł ąŸă ŚňďŸĺńãľĲăł Ăďá§Ĳľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď

ŚňľőĲńåİęňčĲ čĲ ąá§Ĳ ľçďęŻę S_i âďŸď ğĺŸŽčŸńăąæ Ÿĺă§čæ P(S_i), ğęň ęďęčáİĲńŸă ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ. ČăŸăľ§đńăąá, đ P(S_i) ĲąŋĺáİĲă ńđď ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńđł ľňďæŻęň S_i ľńđď ąŸńŸďęčã Ĳçĺęňł İéďđł. ĆăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S_i, đ ľňďáĺńđľđ Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď F_i : ℜ^+ → ℜ^+ ĲåďŸă čăŸ ľňďĲőãł, ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ, ąňĺńã ľňďáĺńđľđ ğęň ŸğĲăąęďåİĲă ńđď ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ P(S_i) ľĲ âďŸ ĺň§čæ čĲńáŻęľđł r(S_i). Ďŋæľęď đ F_i ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ, ĲåďŸă Ÿďńăľńĺâŕăčđ. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ F^{−1}_i ńđď Ÿďńåľńĺęŋã ńđł ľňďáĺńđľđ, đ ęğęåŸ ĲåďŸă Ĳğåľđł ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ. ŔĺęŋŸďéł, čăŸ ğĺęľŸĺčęŽã ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ĲğăŋâĺĲă čăŸ Ÿďńåľńęăőđ ğĺęľŸĺčęŽã ńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł čăŸł ľňďæŻęň ąŸă ŸďńåľńĺęŋŸ, čâľà ńđł ľňďáĺńđľđł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă ńđł Ÿďńåľńĺęŋđł ńđł. ŚňďĲğéł, čăŸ ĲąńâćĲľđ čğęĺĲå ďŸ §Ĳàĺđ§Ĳå ĲďŸććŸąńăąá, æńă \ŻăŸőĲăĺåİĲńŸă" ńăł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ąŸă ńăł ąŸńŸľńáľĲăł ńàď ľňďæŻàď ğęň ňğáĺőęňď ľńę Żåąńňę.

ŠęďåİęňčĲ æńă ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ĲåďŸă \ğĺŸŽčŸńăąâł" ęďńæńđńĲł ńęň Żăąńçęň. Ăďńå§ĲńŸ,

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 10. ČĹĽĂĹŐŚŞŇĘ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 231

ęă ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ĲåďŸă Ÿğćéł ŸŋđĺđčâďĲł ğŸĺáčĲńĺęă ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă ľńę čęďńâćę čŸł ąŸă ŸğęńĲćęçď ńę čâľę ŽăŸ ńęď ąŸ§ęĺăľčæ ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čâľà ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ŚňďĲğéł, đ ąŸńŸďęčã ńęň Ĳçĺęňł İéďđł čĲ Źáľđ ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ğĺŸŽčŸńęğęăĲåńŸă čĲ ńđď ąŸńáććđćđ ĲğăćęŽã ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ğęň ľńđ ľňďâőĲăŸ őĺđľăčęğęăęçďńŸă ŽăŸ ńęď ąŸ§ęĺăľčæ ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł.

10.2 ČåąŸăę ČăáďňľčŸ Řň§čéď ŃĲńáŻęľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, âďŸ ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŸğęŻåŻĲă ľĲ ąá§Ĳ ľçďęŻę ńęď čâŽăľńę ŻňďŸńæ ĺň§čæ čĲńáŻęľđł, Ĳďé ğŸĺáććđćŸ ľâŹĲńŸă ńăł ľňďæŻęňł čĲ őŸčđćæńĲĺĲł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł. Ę âďďęăŸ ńęň ŻåąŸăęň ŻăŸďçľčŸńęł ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽĲďăąĲçĲă ńđď âďďęăŸ ńęň (ąćŸľăąęç) ŻåąŸăęň ŻăŸďçľčŸńęł ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň, ćŸčŹáďęďńŸł ňğ’ æŕăď ńęň ńăł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ńàď ŻăŸŋæĺàď ľňďæŻàď. Šňğăąá, âďŸ ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ĲåďŸă âďŸ ąęĺĲľčâďę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł r ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S_i, ę r(S_i) ŻĲď čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå, ŻăŸńđĺéďńŸł ńđď ăŻăæńđńŸ ĲŋăąńæńđńŸł ńęň ŻăŸďçľčŸńęł, őàĺåł ďŸ čĲăéľĲă ńęď r(S_j) ŽăŸ ąáğęăŸ ľçďęŻę S_j ńâńęăŸ éľńĲ P(S_j) ≤ P(S_i).

ŃğęĺĲå ĲçąęćŸ ďŸ ŸğęŻĲăő§Ĳå æńă đ ŻăąŸăęľçďđ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ĲåďŸă čăŸ ŽĲďåąĲňľđ ńđł (ąćŸľăąãł) ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň. Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ńŸňńåİĲńŸă čĲ ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ âďŸ ľçďęćę ľňďæŻàď S ńâńęăę éľńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S_i ∈ S, F_i(P(S_i)) = P(S_i). Ůľńæľę, Ĳŋæľęď F_i(P(S_i)) = r(S_i) (Ĳě ęĺăľčęç ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď), ğĺęąçğńĲă æńă Ÿňńã ĲåďŸă đ ĲăŻăąã ğĲĺåğńàľđ ľńđď ęğęåŸ ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ąŸă đ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ąá§Ĳ ľňďæŻęň ńŸňńåİęďńŸă.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 10.1 ĞĲàĺęçčĲ ńę Żåąńňę ńęň ŚőãčŸńęł 10-1. Şğę§âńęňčĲ æńă r(S_1) = F_1(P(S_1)) = P(S_1), r(S_2) = F_2(P(S_2)) = P(S_2)/2 ąŸă r(S_3) = F_3(P(S_3)) = 3 P(S_3).^1

1ŠęďåİęňčĲ æńă ęă ľňďŸĺńãľĲăł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď âőęňď ĲğăćĲŽĲå ŽĺŸččăąâł ľĲ Ÿňńæ ąŸă ľĲ ĲğæčĲďŸ ğŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ čæďę ŽăŸ ćæŽęňł ŸğćæńđńŸł ąŸă ĲňąęćåŸł ŻăĲěŸŽàŽãł ňğęćęŽăľčéď.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 10. ČĹĽĂĹŐŚŞŇĘ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 232

ŚőãčŸ 10-1: ëďŸ Żåąńňę ğęň ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ âďŸ ľçďŻĲľčę.

ĞĲàĺęçčĲ ńę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ⟨28, 14, 84⟩^{(T)}, ŽăŸ ńę ęğęåę đ Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ. ŚňďĲğéł, ŻĲď ňğáĺőĲă ľçďęŻęł ńđł ęğęåŸł ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ďŸ čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå, őàĺåł ďŸ ğĺęąŸćâľĲă ńđ čĲåàľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ąáğęăŸł áććđł ľňďæŻęň. Ďŋæľęď ęă ŸďńåľńĺęŋĲł ľňďŸĺńãľĲăł Ÿďá§Ĳľđł ĲåďŸă Ĳğåľđł ŽďãľăŸ ŸçěęňľĲł, Ÿňńæ ňğęŻđćéďĲă ńđ čĲåàľđ ńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńđł ľňďæŻęň ğęň ę ĺň§čæł čĲńáŻęľãł ńđł čĲăéďĲńŸă. Ůľńæľę, ąáďęďńŸł Ÿğćęçł ňğęćęŽăľčęçł čĲ ńăł ľňďŸĺńãľĲăł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă æćĲł ęă ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ĲåďŸă åľĲł čĲ 28. êĺŸ, ąá§Ĳ ńâńęăŸ Ÿçěđľđ ğĺęąŸćĲå ŸğŸĺŸåńđńŸ ńđ čĲåàľđ ąáğęăŸł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł čĲ ńđď åŻăŸ ńăčã. ŔĺęąçğńĲă Ĳğęčâďàł æńă ńę ŻăáďňľčŸ ⟨28, 14, 84⟩^{(T)} ĲåďŸă ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Ďď§ŸĺĺçďęňčĲ ńęď ŸďŸŽďéľńđ ďŸ ĲğŸćđ§ĲçľĲă æńă ńę ąćŸľăąæ ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň- ĲćŸőåľńęň ĲåďŸă ńę ŻăŸŋęĺĲńăąæ ŻăáďňľčŸ ⟨42, 42, 42⟩^{(T)}. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ÿňńæ ńę Ÿğćæ ğŸĺá- ŻĲăŽčŸ ĲğăŹĲŹŸăéďĲă æńă æľę ğăę \ŸğæńęčŸ" ŸňěáďĲă čăŸ ľňďáĺńđľđ Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăæńđńàď, ńæľę čĲŽŸćçńĲĺęł §Ÿ ĲåďŸă ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň ğęň őŸĺŸąńđĺåİĲă.

10.3 ĹŻăæńđńŸ ĎğáĺąĲăŸł

Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S_i, ăľőçĲă æńă F_i(0) > 0. ČđćŸŻã, Ÿąæčđ ąŸă čăŸ ľçďęŻęł čĲ čđŻĲďăąã ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ćŸčŹáďĲă čđ čđŻĲďăąæ ĺň§čæ čĲńáŻęľđł. Ďŋæľęď đ ľňďáĺńđľđ F_i ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ľĲ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ r(S_i) = F_i(P(S_i)) ≥ F_i(0) > 0. ČđćŸŻã, âďŸ čđ čđŻĲďăąæ ąáńà æĺăę F_i(0), ğęň ęďęčáİĲńŸă ŸğŸåńđľđ, ĲğăŹáććĲńŸă ľńę ĺň§čæ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 10. ČĹĽĂĹŐŚŞŇĘ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 233

čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S_i.

ŃăŸ Ÿąčã ĲğŸĺąęçł őàĺđńăąæńđńŸł ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã e ńâńęăŸ éľńĲ ∑ i∈sessions(e)

F_i(0) ≤ cap(e) .

ČđćŸŻã, đ őàĺđńăąæńđńŸ ńđł Ÿąčãł e ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺđ Ÿğæ ńę á§ĺęăľčŸ ńàď ŸğŸăńãľĲàď æćàď ńàď ľňďæŻàď ğęň ńđ őĺđľăčęğęăęçď. Ę ľňď§ãąđ ĲğáĺąĲăŸł ŸğŸăńĲå æńă ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ E ĲåďŸă Ÿąčã ĲğŸĺąęçł őàĺđńăąæńđńŸł.

10.4 Ďěåľàľđ ČăąŸăęľçďđł ŃĲŽåľńęň-ĎćŸőåľńęň ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď

ĞĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ĲďĲĺŽã Ÿąčã e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ăğæ ńđ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł âőęňčĲ ∑ i∈A_Q|e r_Q(S_i) ≤ cap(e) − allot_Q(e) .

Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ĲåďŸă ∑ i∈A_Q|e F_i(F^{−1}_i (r_Q(S_i))) ≤ cap(e) − allot_Q(e) .

ĂğŸăńéďńŸł æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ A_Q | e, ğĺâğĲă ďŸ ăľőçĲă æńă F^{−1}_i (r_Q(S_i)) = p, ŽăŸ ąáğęăŸ ğŸĺáčĲńĺę p ≥ 0, ąŸ§éł Ĳğåľđł æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ğĺęąçğńĲă đ Ĳěåľàľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Ÿąčã e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ğęň ĲåďŸă đ Ĳěãł ∑ i∈A_Q|e F_i(p) = cap(e) − allot_Q(e) .

ŠęďåİęňčĲ æńă đ Ĳěåľàľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Ÿąčã e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă čăŸ ŸćŽĲŹĺăąã Ĳěåľàľđ čĲ áŽďàľńę ńđď ğŸĺáčĲńĺę p.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 10. ČĹĽĂĹŐŚŞŇĘ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 234

10.5 ĹľęčĲĺåŻăę ŔĺęńĲĺŸăæńđńŸł

Őĺăľčæł ŐĺåİęňčĲ ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđď Ÿąčã e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ńę ęğęåę ľňč- ŹęćåİęňčĲ PS_Q(e), ďŸ ĲåďŸă čăŸ §Ĳńăąã ĺåİŸ p ńđł Ĳěåľàľđł ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ŚňďĲğéł, ∑ i∈A_Q|e F_i(PS_Q(e)) = cap(e) − allot_Q(e) .

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 10.2 ĞĲàĺęçčĲ ěŸďá ńę Ÿğćæ Żåąńňę ńęň ŚőãčŸńęł 10-1 ąŸă ŻăŸńđĺęçčĲ æćĲł ńăł ňğę§âľĲăł ńęň ŔŸĺŸŻĲåŽčŸńęł 10.1 ŽăŸ ńăł ľňďŸĺńãľĲăł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ľĲ Ÿňńæ ńę Żåąńňę. ëľńà æńă đ Q_0 ĲåďŸă čăŸ ąŸńáľńŸľđ ľńđď ęğęåŸ allot_{Q0} = 0 ąŸă ęă ńĺĲăł ľçďęŻęă ĲåďŸă ĲďĲĺŽâł. Ę Ĳěåľàľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_0 ĲåďŸă ∑ i∈A_{Q0} |e Fi(p) = cap(e) − allotQ0 (e), ã p+p/2+3p = 126, Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă

æńă p = 28. ŚňďĲğéł, Ĳě ęĺăľčęç ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł, ĲåďŸă PS_{Q0} (e) = 28.

ŠęďåİęňčĲ æńă ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽĲďăąĲçĲă ńđď âďďęăŸ ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ľńđď ğĲĺåğńàľđ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ŔĺáŽčŸńă, ńę ľđčĲåę Ĳąąåďđľđł ąŸă ńàď Żçę Ĳďďęăéď ĲåďŸă đ Ĳěåľàľđ ąęĺĲľčęç ńđł Ÿąčãł e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, čĲ Źáľđ ńđď ęğęåŸ ∑ i∈A_Q|e r_Q(S_i) = cap(e) − allot_Q(e) .

ĂğŸăńéďńŸł ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_Q | e ďŸ ăľőçĲă r_Q(S_i) = r, ŽăŸ ąáğęăŸ ğŸĺáčĲńĺę r > 0, đ čęďŸŻăąã ćçľđ ńđł Ĳěåľàľđł ąęĺĲľčęç ĲåďŸă (ğĺęŋŸďéł) ńę ăľęčĲĺåŻăę

FS_Q(e) = cap(e) − allot_Q(e) |AQ | e| . ŃĲ ğŸĺæčęăę ńĺæğę, ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ĲåďŸă čăŸ ćçľđ ľńđď Ĳěåľàľđ ąęĺĲľčęç, æńŸď Ÿňńã ĲąŋĺáİĲńŸă čâľà ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă æńŸď ęă ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł æćàď ńàď ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã ĲěăľéďęďńŸă. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 10. ČĹĽĂĹŐŚŞŇĘ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 235

ľňďâőĲăŸ æńă ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ĲåďŸă Ĳğăğćâęď čęďŸŻăąæ.

ŃęďŸŻăąæńđńŸ ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă:

ĞĲéĺđčŸ 10.1 ĆăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e ąŸă ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q ăľőçĲă æńă ńę PS_Q(e) ĲåďŸă čęďŸŻăąæ. ĂğæŻĲăěđ: Ďŋæľęď ąá§Ĳ ľňďáĺńđľđ Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď F_i čĲ i ∈ A_Q | e ĲåďŸă ľňďĲőãł, ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ ąŸă ąňĺńã, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ńę á§ĺęăľčŸ ∑ i∈A_Q|e Fi(p) ĲåďŸă ľňďáĺńđľđ ľňďĲ-

őãł, ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ ąŸă ąňĺńã. Ę ńăčã ńđł ľňďáĺńđľđł Ÿňńãł ŽăŸ p = 0 ĲåďŸă ∑ i∈A_Q|e Fi(0). ŁæŽà ąňĺńæńđńŸł, đ ľňďáĺńđľđ Ÿňńã ńĲåďĲă ľńę áğĲăĺę. ŁæŽà ľňďâőĲăŸł ąŸă ŸçěęňľŸł čęďęńęďåŸł, ğĺęąçğńĲă æńă ‘ŸŽŽåİĲă" ąá§Ĳ ńăčã čĲŽŸćçńĲĺđ ã åľđ ńęň ∑ i∈A_Q|e Fi(0) ŸąĺăŹéł čăŸ

ŋęĺá. Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, đ ľňďáĺńđľđ ∑ i∈A_Q|e Fi(p) ćŸčŹáďĲă (ŸąĺăŹéł čăŸ ŋęĺá) ńđď ńăčã

cap(e) − allot_Q(e) Ÿď ąŸă čæďę Ÿď

cap(e) − allot_Q(e) ≥ ∑ i∈A_Q|e F_i(0) .

Ďğęčâďàł, ŸĺąĲå ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă đ ńĲćĲňńŸåŸ ŸďăľæńđńŸ ăľőçĲă.

ĎěĲńáİęňčĲ ńăł Ĳěãł Żçę ğĲĺăğńéľĲăł. Şğę§âńęňčĲ ğĺéńŸ æńă Q = Q_0. ŠæńĲ, ∑ i∈A_Q|e F_i(0) =^∑

i∈sessions(e)

F_i(0)

ąŸă cap(e) − allot_Q(e) = cap(e), âńľă éľńĲ đ ğĺęł ŸğæŻĲăěđ ŸďăľæńđńŸ čĲńŸńĺâğĲńŸă ľńđ ľňď- §ãąđ ĲğáĺąĲăŸł, đ ęğęåŸ ăľőçĲă Ÿğæ ňğæ§Ĳľđ. Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă Q = Q_l, ŽăŸ ąá§Ĳ l > 0. ŔĺęŋŸďéł,

cap(e) − allot_{Ql} (e) = cap(e) − allot_{Ql−1} (e) − ∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e r_{Ql−1} (S_i) (ćæŽà ńęň Ĺľőňĺăľčęç 3.1)

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 10. ČĹĽĂĹŐŚŞŇĘ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 236

= cap(e) − allot_{Ql−1} (e) − ( ∑ i∈A_{Ql−1} |e r_{Ql−1} (S_i) − ∑ i∈A_{Ql} |e r_{Ql−1} (S_i)) = cap(e) − allot_{Ql−1} (e) − ∑ i∈A_{Ql−1} |e r_{Ql−1} (S_i) + ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(P_{Ql−1}(S_i)) (Ĳě ęĺăľčęç ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď) ≥ cap(e) − allot_{Ql−1} (e) − (cap(e) − allot_{Ql−1} (e)) + ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(P_{Ql−1}(S_i)) (ćæŽà ńđł ľňď§ãąđł őàĺđńăąæńđńŸł) = ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(P_{Ql−1}(S_i)) ≥ ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(0) (ĲğĲăŻã đ ľňďáĺńđľđ F_i ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă. êććĲł ĹŻăæńđńĲł ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ğĲĺăľľæńĲĺĲł ăŻăæńđńĲł ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł. Őă ăŻăæńđńĲł Ÿňńâł ŸďŸŋâĺęďńŸă ľĲ ąáğęăŸ ĲąńâćĲľđ α = Q_0, i_1, Q_1, . . ., i_l, Q_l, . . . ąá§Ĳ ŸćŽęĺå§čęň. ŔŸĺŸćĲåğęňčĲ ńđď ŸďŸŋęĺá ľńđď ĲąńâćĲľđ α æńŸď ĲåďŸă ğĺęŋŸďãł Ÿğæ ńŸ ľňčŋĺŸİæčĲďŸ. Ę ğĺéńđ ăŻăæńđńŸ ğĲĺăŽĺáŋĲă ńęď ńĺæğę čĲńŸŹęćãł ńàď ăľęčĲĺăŻåàď ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ľĲ ąá§Ĳ ĲąńâćĲľđ.

ŁãččŸ 10.1 ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ 1 ąŸă ąá§Ĳ ĲďĲĺŽã Ÿąčã e ∈ E ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l ăľőçĲă æńă ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql} (e)) =^∑ i∈A_{Ql−1} |e F_i(PS_{Ql−1} (e)) −^∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e r_{Ql−1} (S_i) .

ĂğæŻĲăěđ: Ďě ęĺăľčęç ńęň PS_{Ql} (e) ĲåďŸă ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql} (e)) = cap(e) − allot_{Ql} (e)

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 10. ČĹĽĂĹŐŚŞŇĘ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 237

= cap(e) − allot_{Ql−1} (e) − ∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e r_{Ql−1} (S_i) .

Ďě ęĺăľčęç ńęň PS_{Ql−1} (e) âőęňčĲ ∑ i∈A_{Ql−1} |e F_i(PS_{Ql−1} (e)) = cap(e) − allot_{Ql−1} (e) ,

âńľă éľńĲ, ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql} (e)) =^∑ i∈A_{Ql−1} |e F_i(PS_{Ql−1} (e)) −^∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e r_{Ql−1} (S_i) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ę ąęĺĲľčæł čăŸł Ÿąčãł ĲěŸĺńáńŸă Ÿğæ ńęď ńĺæğę ğęň ęă ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ńàď ľňďæŻàď ąŸă ńŸ ăľęčĲĺåŻăŸ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńàď Ÿąčéď ľőĲńåİęďńŸă. Ę ŸğæŻĲăěđ őĺđľăčęğęăĲå ńęď ęĺăľčæ ńàď ăľęčĲĺăŻåàď ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ąŸă ńę ŽĲŽęďæł æńă ęă ľňďŸĺńãľĲăł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă ęă Ÿďńåľńĺęŋâł ńęňł ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľĲł. ŁãččŸ 10.2 ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l_0 ≥ 0, âľńà æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} . ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ l_0, ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ:

(1) Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ A_{Ql0} | e, ăľőçĲă æńă P_{Ql} (S_i) = PS_{Ql0} (e), ńæńĲ đ Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q_l,

(2) Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ A_{Ql0} | e, ăľőçĲă æńă P_{Ql}(S_i) < PS_{Ql0} (e), ńæńĲ đ Ÿąčã e ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q_l,

(3) ŻĲď ňğáĺőĲă ŻĲåąńđł ľňďæŻęň j ∈ A_{Ql0} | e ńâńęăęł éľńĲ P_{Ql} (S_j) > PS_{Ql0} (e), Ĳďé ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Ql0} | e, i ≠ j ďŸ ăľőçĲă æńă P_{Ql}(S_i) ≥ PS_{Ql0} (e).

ĂğæŻĲăěđ: ŊĲąăďáčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (1). Ďě ęĺăľčęç ńęň PS_{Ql0} (e) ĲåďŸă ∑ i∈A_{Ql0} |e F_i(PS_{Ql0} (e)) = cap(e) − allot_{Ql0} (e) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 10. ČĹĽĂĹŐŚŞŇĘ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 238

Ăğæ ňğæ§Ĳľđ, ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ A_{Ql0} | e ăľőçĲă æńă P_{Ql} (S_i) = PS_{Ql0} (e). ŚňďĲğéł, ∑ i∈A_{Ql0} |e F_i(P_{Ql}(S_i)) = cap(e) − allot_{Ql0} (e) .

Ďě ęĺăľčęç ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ∑ i∈A_{Ql0} |e r_{Ql}(S_i) = cap(e) − allot_{Ql0} (e) .

ŚňďĲğéł, ∑ i∈A_{Ql} |e r_{Ql} (S_i) = ∑ i∈A_{Ql0} |e r_{Ql} (S_i) − ∑ i∈(A_{Ql0} \A_{Ql} )|e r_{Ql} (S_i) (ĲğĲăŻã A_{Ql} | e ⊆ A_{Ql0} | e) = cap(e) − allot_{Ql0} (e) − ∑ i∈(A_{Ql0} \A_{Ql} )|e r_{Ql} (S_i) .

= cap(e) − allot_{Ql0} (e) − (allot_{Ql}(e) − allot_{Ql0} (e)) (ćæŽà ńęň Ĺľőňĺăľčęç 3.2) = cap(e) − allot_{Ql} (e) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă ŽăŸ ďŸ ŸğęŻĲăő§Ĳå æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (2). ŔĺęŋŸďéł, ∑ i∈A_{Ql} |e r_{Ql} (S_i) = ∑ i∈A_{Ql0} |e r_{Ql}(S_i) − ∑ i∈(A_{Ql0} \A_{Ql} )|e r_{Ql}(S_i) (ĲğĲăŻã A_{Ql} | e ⊆ A_{Ql0} | e) = ∑ i∈A_{Ql0} |e F_i(P_{Ql}(S_i)) −^∑ i∈(A_{Ql0} \A_{Ql} )|e r_{Ql} (S_i) (Ĳě ęĺăľčęç ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď) = ∑ i∈A_{Ql0} |e F_i(P_{Ql}(S_i)) − (allot_{Ql} (e) − allot_{Ql0} (e))

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 10. ČĹĽĂĹŐŚŞŇĘ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 239

(ćæŽà ńęň Ĺľőňĺăľčęç 3.2) < ∑ i∈A_{Ql0} |e F_i(PS_{Ql0} (e)) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e) (ĲğĲăŻã đ ľňďáĺńđľđ F_i ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ ąŸă P_{Ql} (S_i) < PS_{Ql0} (e)) = cap(e) − allot_{Ql0} (e) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e) (Ĳě ęĺăľčęç ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł) = cap(e) − allot_{Ql} (e) ,

æğàł ŸğŸăńĲåńŸă ŽăŸ ďŸ ŸğęŻĲăő§Ĳå æńă đ Ÿąčã e ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľňď§ãąđ (3). Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ľçďęŻęł i_0 ∈ A_{Ql0} | e ńâńęăŸ éľńĲ P_{Ql}(S_{i0} ) > PS_{Ql0} (e), Ĳďé ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Ql0} | e, i ≠ i_0, ăľőçĲă æńă P_{Ql} (S_i) ≥ PS_{Ql0} (e). ŔĺęŋŸďéł, ∑ i∈A_{Ql} |e r_{Ql} (S_i) = ∑ i∈A_{Ql0} |e r_{Ql} (S_i) − ∑ i∈(A_{Ql0} \A_{Ql} )|e r_{Ql} (S_i) (ĲğĲăŻã A_{Ql} | e ⊆ A_{Ql0} | e) = ∑ i∈A_{Ql0} |e F_i(P_{Ql}(S_i)) −^∑ i∈(A_{Ql0} \A_{Ql} )|e r_{Ql} (S_i) (Ĳě ęĺăľčęç ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď) = ∑ i∈A_{Ql0} |e F_i(P_{Ql}(S_i)) − (allot_{Ql} (e) − allot_{Ql0} (e)) (ćæŽà ńęň Ĺľőňĺăľčęç 3.2) = F_{i0} (P_{Ql} (S_{i0})) + ∑ i∈A_{Ql0} |e,i≠i_0 F_i(P_{Ql}(S_i)) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e)

> F_{i0} (PS_{Ql0} (e)) +^∑ i∈A_{Ql0} |e,i≠i_0 F_i(P_{Ql}(S_i)) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e) (ĲğĲăŻã đ ľňďáĺńđľđ F_j ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ ąŸă P_{Ql}(S_j) > PS_{Ql0} (e)) ≥ F_{i0} (PS_{Ql0} (e)) +^∑ i∈A_{Ql0} |e,i≠i_0 F_i(PS_{Ql0} (e)) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e)

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 10. ČĹĽĂĹŐŚŞŇĘ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 240

(ĲğĲăŻã đ ľňďáĺńđľđ F_i ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ ąŸă P_{Ql} (S_i) ≥ PS_{Ql0} (e) ŽăŸ i ≠ i_0) = ∑ i∈A_{Ql0} |e F_i(PS_{Ql0} (e)) − allot_{Ql}(e) + allot_{Ql0} (e))

= cap(e) − allot_{Ql0} (e) − allot_{Ql} (e) + allot_{Ql0} (e)

(Ĳě ęĺăľčęç ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł) = cap(e) − allot_{Ql} (e) ,

ńę ęğęåę ŸğęŻĲăąďçĲă æńă đ Ÿąčã e ğŸĺŸŹăáİĲă ńđ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l. êńęğę.

ŚĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę đ ŸğæŻĲăěđ ńęň (3) ąŸă áĺŸ ąŸă ńęň ćãččŸńęł âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå.

Ďćáőăľńę ĹľęčĲĺåŻăę ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă Ăąčâł Ďćáőăľńęň ĹľęčĲĺåŻăęň ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď ĆăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ [n], ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńđł ľňďæŻęň S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ńę ęğęåę ľňčŹęćåİĲńŸă čĲ MPS_Q(S_i), ęĺåİĲńŸă ďŸ ĲåďŸă

MPS_Q(S_i) = min_{e∈Si} PS_Q(e) .

Ďğęčâďàł, ńę MPS_Q(S_i) ĲåďŸă ńę Ĳćáőăľńę čĲńŸěç æćàď ńàď ăľęčĲĺăŻåàď ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ńàď Ÿąčéď ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S_i. Šę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł čăŸł ľňďæŻęň ĲåďŸă ŽĲďåąĲňľđ ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ńđł ľňďæŻęň ľńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ĆăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q, čăŸ Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă čăŸ ĲďĲĺŽã Ÿąčã e ľńđď Q ńâńęăŸ éľńĲ

PS_Q(e) = min_{e′∈AE Q} PS_Q(e^′) .

ČđćŸŻã, čăŸ Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q âőĲă ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł čĲńŸěç æćàď ńàď ĲďĲĺŽéď Ÿąčéď ľńđď Q. Ő ęĺăľčæł ńđł Ÿąčãł

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 10. ČĹĽĂĹŐŚŞŇĘ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 241

Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ĲåďŸă đ ŽĲďåąĲňľđ ńęň ęĺăľčęç ńđł Ÿąčãł Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ŐĺåİęňčĲ ńę MPSE_Q ďŸ ĲåďŸă ńę ľçďęćę ńàď Ÿąčéď Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĽĲŋáćŸăę 11

ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď

ŚĲ Ÿňńæ ńę ąĲŋáćŸăę, őĺđľăčęğęăęçčĲ ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ďŸ ęĺåľęňčĲ ąŸă ďŸ čĲćĲńãľęňčĲ ńăł Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ĂďŸąŸćçğńęňčĲ æńă ęă ŸćŽæĺă§čęă ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď Ĳğăńĺâğęňď ľńŸ ăľęčĲĺåŻăŸ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł, ľńăł Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă ľńăł Ÿąčâł Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ďŸ ŸğęćŸčŹáďęňď ľđčŸďńăąâł ąŸă ĲďŻăŸŋâĺęňľĲł ăŻăæńđńĲł.

11.1 Ăąčâł ąŸă ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď Ăąčâł Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď ĆăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q, čăŸ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã e ∈ E ńâńęăŸ éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S ∈ A_Q | e ăľőçĲă

MPS_Q(S) = PS_Q(e) .

ČđćŸŻã, ŽăŸ ąá§Ĳ ĲďĲĺŽã ľçďęŻę ğęň őĺľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e, đ e ĲåďŸă ĲąĲåďđ đ Ÿąčã čĲńŸěç æćàď æľàď őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę, ğęň âőĲă ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 243

ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. ŠęďåİęňčĲ æńă ę ęĺăľčæł ńđł Ÿąčãł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽĲďăąĲçĲă ńęď Ÿďńåľńęăőę ęĺăľčæ čăŸł Ÿąčãł ľňčŋæĺđľđł, ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 11.1 ĞĲàĺęçčĲ ąŸă ğáćă ńę Żåąńňę ńęň ŚőãčŸńęł 3-1. Şğę§âńęňčĲ æńă r(S_1) = F_1(P(S_1)) = P(S_1), r(S_2) = F_2(P(S_2)) = P(S_2)/2, r(S_3) = F_3(P(S_3)) = 3 P(S_3) ąŸă r(S_4) = F_4(P(S_4)) = P(S_4)/3. ëľńà æńă đ Q ĲåďŸă čăŸ ąŸńáľńŸľđ ńâńęăŸ éľńĲ allot_Q(e_1) = allot_Q(e_2) = 0, Ĳďé æćĲł ęă ľçďęŻęă ĲåďŸă ĲďĲĺŽâł ľńđď Q.

Ę Ĳěåľàľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Ÿąčã e_1 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă ∑ i∈A_Q|e_1 Fi(p) = cap(e1) − allotQ(e1), ã p + p/2 + 3p = 126 − 0, Ÿğæ ńę

ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă p = 28. Ďě ęĺăľčęç ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ğĺęąçğńĲă æńă PS_Q(e_1) = 28.

ŃĲ ğŸĺæčęăę ńĺæğę, đ Ĳěåľàľđ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Ÿąčã e_2 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă ∑ i∈A_Q|e_2 Fi(p) = cap(e^2) − allotQ(e^2) ã 3p + p/3 = 100 − 0,

Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă p = 30. Ďě ęĺăľčęç ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ğĺęąçğńĲă æńă PS_Q(e_2) = 30.

Ďŋæľęď đ ľçďęŻęł S_3 őĺđľăčęğęăĲå ąŸă ńăł Żçę Ÿąčâł e_1 ąŸă e_2, ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_3 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă

MPS_Q(S_3) = min{PS_Q(e_1), PS_Q(e_2)} = min{28, 30} = 28 .

Ďŋæľęď ęă Żçę ľçďęŻęă S_1 ąŸă S_2 őĺđľăčęğęăęçď čæďę ńđď Ÿąčã e_1, ńę Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăæ ńęňł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ĲåďŸă MPS_Q(S_1) = MPS_Q(S_2) = PS_Q(e_1) = 28. Ďğęčâďàł, đ Ÿąčã e_1 ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ăďńå§ĲńŸ, đ Ÿąčã e_2 ŻĲď ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ĲğĲăŻã PS_Q(e_2) = 30, Ĳďé đ e_2 őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S_3 ŽăŸ ńđď ęğęåŸ MPS_Q(S_3) = 28.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă ńŸ ăľęčĲĺåŻăŸ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ąá§Ĳ Żçę Ÿąčéď ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđď åŻăŸ ľçďęŻę ĲåďŸă åľŸ.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 244

ŁãččŸ 11.1 ëľńà æńă ęă Ÿąčâł e ąŸă e^′ ĲåďŸă Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q ńâńęăĲł éľńĲ (A_Q | e) ∩ (A_Q | e^′) ≠ ∅. ŠæńĲ, PS_Q(e) = PS_Q(e^′).

ĂğæŻĲăěđ: ëľńà čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻęł S ∈ (A_Q | e) ∩ (A_Q | e^′). Ďŋæľęď ęă Ÿąčâł e ąŸă e^′ ĲåďŸă Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q, ăľőçĲă æńă MPS_Q(S) = PS_Q(e) ąŸă MPS_Q(S) = PS_Q(e^′). Ďğęčâďàł, PS_Q(e) = PS_Q(e^′), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Ő ĲğæčĲďęł Ÿğćæł ăľőňĺăľčæł ĲåďŸă čăŸ áčĲľđ ľňďâğĲăŸ ńàď ęĺăľčéď čăŸł Ÿąčãł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł čăŸł Ÿąčãł.

ŁãččŸ 11.2 ĆăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q, âľńà æńă đ e ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđď Q. ŠæńĲ, đ e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q.

ĂğæŻĲăěđ: ëľńà čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻęł S ∈ A_Q | e. Ďŋæľęď e ∈ MP SE_Q, ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e^′ ∈ AE_Q ăľőçĲă æńă PS_Q(e) ≤ PS_Q(e^′). Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã e^′, ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S, âőęňčĲ PS_Q(e) ≤ PS_Q(e^′), âńľă éľńĲ PS_Q(e) ≤ min_e′_{∈S} PS_Q(e^′). Ďŋæľęď đ ľçďęŻęł S őĺđľăčęğęăĲå ńđď e, ĲåďŸă PS_Q(e) ≥ min_e′_{∈S} PS_Q(e^′). Ďğęčâďàł, PS_Q(e) = min_e′_{∈S} PS_Q(e^′). Ďŋæľęď đ S Ĳğăćâő§đąĲ Ÿň§ŸåĺĲńŸ, ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď ëďŸł ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł Term ęďęčáİĲńŸă ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă ąá§Ĳ ľçďęŻę S, ăľőçĲă æńă S ∈ Term(Q) Ÿď (ąŸă čæďę Ÿď) ňğáĺőĲă ąáğęăŸ Ÿąčã e ∈ S ńâńęăŸ éľńĲ:

(1) đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă

(2) P_Q(S) = PS_Q(e).

ŁâčĲ æńă âďŸł ŸćŽæĺă§čęł Alg = ⟨Sched, operation, Term⟩ ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď Ÿď ę Term ĲåďŸă ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Ő ęĺăľčæł Ĳďæł ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽĲďăąĲçĲă ńęď Ÿďńåľńęăőę ęĺăľčæ Ĳďæł ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł, ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 245 11.2 ĹŻăæńđńŸ ĂçěęňľŸł ŃęďęńęďåŸł ńęň ĹľęčĲĺăŻåęň ŔĺęńĲĺŸăæńđ- ńŸł ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ąá§Ĳ ĲďĲĺŽãł Ÿąčãł ŻĲ čĲăéďĲńŸă ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ĲąńâćĲľđł Ĳďæł ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ŔĺæńŸľđ 11.1 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ 1 ąŸă ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ AE_{Ql} ăľőçĲă æńă

PS_{Ql} (e) ≥ PS_{Ql−1} (e) .

ĂğæŻĲăěđ: Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă PS_{Ql} (e) < PS_{Ql−1} (e). Ďŋæľęď ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ [n], đ ľňďáĺńđľđ F_i ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ, ğĺęąçğńĲă æńă

F_i(PS_{Ql} (e)) < F_i(PS_{Ql−1} (e)) ,

âńľă éľńĲ ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql} (e)) <^∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql−1} (e)) .

ŁæŽà ńęň ŁãččŸńęł 10.1, âőęňčĲ ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql} (e)) =^∑ i∈A_{Ql−1} |e F_i(PS_{Ql−1} (e)) −^∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e r_{Ql−1} (S_i) .

Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ (A_{Ql−1} \ A_{Ql} ) | e, ňğáĺőĲă čăŸ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď e^′ ∈ S_i ńâńęăŸ éľńĲ PQ_{l−1} (Si) = PS Q_{l−1} (e^′). Ďŋæľęď đ e^′ ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă ăľőçĲă æńă e ∈ S_i, ğĺęąçğńĲă, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł Ÿąčãł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, æńă PS_{Ql−1} (e^′) ≤ PS_{Ql−1} (e). ŚňďĲğéł, P_{Ql−1} (S_i) ≤ PS_{Ql−1} (e). Ďŋæľęď đ ľňďáĺńđľđ F_i ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă F_i(P_{Ql−1}(S_i)) ≤ F_i(PS_{Ql−1} (e)). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 246

ğĺęńĲĺŸăæńđńàď ĲåďŸă r_{Ql−1} (S_i) ≤ F_i(PS_{Ql−1} (e)). Ďğęčâďàł, ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql} (e)) ≥^∑ i∈A_{Ql−1} |e F_i(PS_{Ql−1} (e)) −^∑ i∈(A_{Ql−1}\A_{Ql} )|e F_i(PS_{Ql−1} (e)) = ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql−1} (e)) .

êńęğę.

ŠęďåİęňčĲ æńă đ ŔĺæńŸľđ 11.1 ŽĲďăąĲçĲă ńđď ŔĺæńŸľđ 4.1, đ ęğęåŸ ŸğęŻĲăąďçĲă ńđď ăŻăæńđńŸ ŸçěęňľŸł čęďęńęďåŸł ńàď ăľęčĲĺăŻåàď, ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

11.3 ĹŻăæńđńĲł ŚńŸ§ĲĺæńđńŸł ńàď Ăąčéď Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ăŻăæńđńĲł ľńŸ§ĲĺæńđńŸł ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã ğęň ŽåďĲńŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńđł ĲąńâćĲľđł Ĳďæł ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Šňğăąá, ŸğęŻĲăąďňęçčĲ æńă:

ŔĺæńŸľđ 11.2 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l_0 ≥ 0, âľńà æńă e ∈ E ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q_{l0} . ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ l_0 ńâńęăęď éľńĲ A_{Ql} | e ≠ ∅, ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ: (1) PS_{Ql} (e) = PS_{Ql0} (e), (2) đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q_l, (3) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql+1} ) | e, P_{Ql} (S_i) = PS_{Ql0} (e).

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, đ ŔĺæńŸľđ 11.2 ňğęŻđćéďĲă æńă ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł čăŸł Ÿąčãł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ğŸĺŸčâďĲă ŸďŸććęåàńę æľę đ Ÿąčã ĲåďŸă ĲďĲĺŽã, âńľă éľńĲ đ Ÿąčã ĲěŸąęćęň§Ĳå ďŸ ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď čâőĺă ďŸ ľńŸčŸńãľĲă ďŸ ĲåďŸă ĲďĲĺŽã. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, đ ńĲćăąã ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ąá§Ĳ ĲďĲĺŽãł ľňďæŻęň ğęň őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã ăľęçńŸă čĲ ńę ľńŸ§Ĳĺæ Ÿňńæ ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńđł Ÿąčãł. Ăąęćęň§Ĳå đ ŸğæŻĲăěđ.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 247

ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ĲğŸŽàŽã ľńę l. ĆăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł, æğęň l = l_0, đ ľňď§ãąđ (1) ăľőçĲă ńĲńĺăččâďŸ, đ (2) ăľőçĲă Ÿğæ ňğæ§Ĳľđ, ąŸă đ (3) ăľőçĲă Ĳě ęĺăľčęç ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Şğę§âńęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l > l_0, ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l^′ ńâńęăęď éľńĲ l_0 < l^′ ≤ l: (1) PS_{Ql′−1} (e) = PS_{Ql0} (e), (2) đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q_l′_{−1}, (3) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql′} ) | e, P_{Ql′−1} (S_i) = PS_{Ql0} (e). ĆăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă: (1) PS_{Ql} (e) = PS_{Ql0} (e), (2) đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l, (3) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql+1} ) | e, P_{Ql} (S_i) = PS_{Ql0} (e).

ŊĲąăďáčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (1). ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ ľňď§ãąđ Ÿňńã ĲåďŸă áčĲľđ ľňďâğĲăŸ ńęň Ÿąæćęň§ęň ńĲőďăąęç ăľőňĺăľčęç. ŁãččŸ 11.3 ĆăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň i ∈ A_{Ql} | e ăľőçĲă æńă F_i(PS_{Ql} (e)) = F_i(PS_{Ql0} (e)) .

ĂğæŻĲăěđ: Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ľçďę- Żęł i_0 ∈ A_{Ql} | e ńâńęăŸ éľńĲ F_{i0} (PS_{Ql} (e)) ≠ F_{i0} (PS_{Ql0} (e)) .

Ďŋæľęď e ∈ AE_{Ql} , đ ŔĺæńŸľđ 11.1 ňğęŻđćéďĲă æńă PS_{Ql} (e) ≥ PS_{Ql0} (e). Ďŋæľęď đ ľňďáĺńđľđ F_{i0} ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ, ğĺęąçğńĲă æńă F_{i0} (PS_{Ql} (e)) ≥ F_{i0} (PS_{Ql0} (e)). Ďŋæľęď F_{i0} (PS_{Ql} (e)) ≠ F_{i0} (PS_{Ql0} (e)) âőęňčĲ F_{i0} (PS_{Ql} (e)) > F_{i0} (PS_{Ql0} (e)).

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 248

ŔĺęŋŸďéł, ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql} (e)) = F_{i0} (PS_{Ql} (e)) +^∑ i∈AQ l |e i≠i_0 F_i(PS_{Ql} (e))

≥ F_{i0} (PS_{Ql} (e)) +^∑_{i∈A} Ql |e i≠i_0 F_i(PS_{Ql0} (e))

(ćæŽà ńđł ŔĺæńŸľđł 11.1 ąŸă ĲğĲăŻã đ F_i ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ) > F_{i0} (PS_{Ql0} (e)) +^∑_{i∈A} Ql |e i≠i_0 F_i(PS_{Ql0} (e))

(ĲğĲăŻã F_{i0} (PS_{Ql}(e)) > F_{i0} (PS_{Ql0} (e))) = ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql0} (e)) .

êĺŸ, ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql} (e)) >^∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql0} (e)) .

Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 10.1 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql} (e)) =^∑ i∈A_{Ql−1} |e F_i(PS_{Ql−1} (e)) −^∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e r_{Ql−1} (S_i) .

ĞĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę i ∈ (A_{Ql−1} \ A_{Ql} ) | e. Ďŋæľęď A_{Ql−1} ⊆ A_{Ql0} , ĲåďŸă i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql} ) | e. Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (ľňď§ãąđ (3)) ğĺęąçğńĲă æńă PQ_{l−1} (Si) = PS Q_{l0} (e), âńľă éľńĲ Fi(PQ_{l−1}(Si)) = Fi(PS Q_{l0} (e)). êĺŸ, Ĳě ęĺăľčęç ńđł ľňďáĺ-

ńđľđł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ĲåďŸă r_{Ql−1} (S_i) = F_i(PS_{Ql0} (e)). Ďğęčâďàł, ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql} (e)) =^∑ i∈A_{Ql−1} |e F_i(PS_{Ql−1} (e)) −^∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e F_i(PS_{Ql0} (e)) = ∑ i∈A_{Ql−1} |e F_i(PS_{Ql0} (e)) −^∑ i∈(A_{Ql−1} \A_{Ql} )|e F_i(PS_{Ql0} (e)) (Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (ľňď§ãąđ (1)))

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 249 = ∑ i∈A_{Ql} |e F_i(PS_{Ql0} (e)) .

êńęğę.

ĞĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę i ∈ A_{Ql} | e. Ďŋæľęď đ ľňďáĺńđľđ F^{−1}_i ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ, ńę ŁãččŸ 11.3 ňğęŻđćéďĲă æńă PS_{Ql} (e) = PS_{Ql0} (e), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă. Ę ŸğæŻĲăěđ ńđł (1) ĲåďŸă ńéĺŸ ğćãĺđł.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (2). ĞĲàĺęçčĲ čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę i ∈

AQ_l | e. ŔĺęŋŸďéł, i ∈ AQ_{l0} | e. Ďŋæľęď đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď

ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} , ğĺęąçğńĲă æńă

PS_{Ql0} (e) = min_{e′∈Si} PS_{Ql0} (e^′) .

ĞĲàĺęçčĲ ńéĺŸ ńđď Ÿąčã e^′ ∈ S_i. Ďŋæľęď S_i ∈ A_{Ql} | e, đ Ÿąčã e^′ ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l. Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 11.1 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă PS_{Ql} (e^′) ≥ PS_{Ql0} (e^′). Ďŋæľęď đ e^′ âőĲă ĲğăćĲŽĲå Ÿň§ŸåĺĲńŸ âőęňčĲ

min_{e′∈Si} PS_{Ql} (e^′) ≥ min_{e′∈Si} PS_{Ql0} (e^′) .

Ďğęčâďàł,

min_{e′∈Si} PS_{Ql} (e^′) ≥ PS_{Ql0} (e) .

Ăğæ ńđ ľňď§ãąđ (1) ğĺęąçğńĲă æńă

min_{e′∈Si} PS_{Ql} (e^′) ≥ PS_{Ql} (e) .

ŔĺęŋŸďéł, Ĳŋæľęď e ∈ S_i, âőęňčĲ

min_{e′∈Si} PS_{Ql} (e^′) ≤ PS_{Ql} (e) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 250

Ďğęčâďàł,

PS_{Ql} (e) = min_{e′∈Si} PS_{Ql} (e^′) .

Ďŋæľęď đ ľçďęŻęł i âőĲă ĲğăćĲŽĲå Ÿň§ŸåĺĲńŸ, ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l. Ăňńæ ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (2).

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđ ľňď§ãąđ (3). ĞĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę i ∈ (A_{Ql0} \

AQ_{l+1} ) | e. Ďŋæľęď i ∉ AQ_{l+1} , ňğáĺőĲă ąáğęăęł ŸąâĺŸăęł l^′, l_0 < l^′ ≤ l, ńâńęăęł éľńĲ đ i ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l′ . Ďŋæľęď ę Term ĲåďŸă ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ňğáĺőĲă čăŸ Ÿąčã e^′ ∈ S_i ńâńęăŸ éľńĲ (i) đ e^′ ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l′ ąŸă (ii) P_{Ql′} (S_i) = PS_{Ql′} (e^′).

ĹľőçĲă æńă, ĲåńĲ l_0 < l^′ < l ã l^′ = l. ŚňďĲğéł, ĲåńĲ Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (ľňď§ãąđ (2)) ã Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ (i) ğĺęąçğńĲă æńă đ e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q_l′ ľĲ ąá§Ĳ ğĲĺåğńàľđ. Ďŋæľęď ąŸă ęă Żçę Ÿąčâł e ąŸă e^′ ĲåďŸă Ÿąčâł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q_l′ ąŸă S_i ∈ (A_Q | e) ∩ (A_Q | e^′), ńę ŁãččŸ 11.1 ňğęŻđćéďĲă æńă PS_{Ql′} (e) = PS_{Ql′} (e^′). Ďŋæľęď P_{Ql′} (S_i) = PS_{Ql′} (e^′), ľňďĲğáŽĲńŸă æńă PQ_{l′} (Si) = PS Q_{l′} (e) . ĎğĲăŻã i ∈ Term(Q_l′) ąŸă l ≥ l^′ ăľőçĲă æńă PQ_{l′} (Si) = PQ_l (Si) . ĹľőçĲă æńă, ĲåńĲ l_0 < l^′ < l ã l^′ = l. ŚňďĲğéł, ĲåńĲ Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ (ľňď§ãąđ (1)) ã Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ ((ii)) ğĺęąçğńĲă æńă

PS_{Ql′} (e) = PS_{Ql0} (e) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 251

êĺŸ,

PQ_l(Si) = PS Q_{l0} (e) ,

ńę ęğęåę ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň (3).

11.4 ĹŻăæńđńŸ ŚńŸ§ĲĺæńđńŸł Ăąčéď Ďćáőăľńęň ĹľęčĲĺăŻåęň ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ čăŸ Ÿğćã ăŻăæńđńŸ ľńŸ§ĲĺæńđńŸł ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã ğęň ŽåďĲńŸă Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺåŻăęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ĲąńâćĲľđł Ĳďæł ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ Ÿąčã ĲěŸąęćęň§Ĳå ďŸ ĲåďŸă Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł æľę ĲåďŸă ĲďĲĺŽã.

ŔĺæńŸľđ 11.3 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l_0 ≥ 0, §ĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã e ∈ MPSE_{Ql0} . ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ l_0 ńâńęăęď éľńĲ e ∈ AE_{Ql} , ăľőçĲă æńă e ∈ MPSE_{Ql} .

ĂğæŻĲăěđ: ĞĲàĺęçčĲ čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã e^′ ∈ AE_{Ql} . ŔĺęŋŸďéł, e^′ ∈ AE_{Ql0} . Ďŋæľęď

e ∈ MPSE_{Ql0} ĲåďŸă PS_{Ql0} (e) ≤ PS_{Ql0} (e^′). Ăğæ ńę ŁãččŸ 11.2, đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0}. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 11.2 (1) ğĺęąçğńĲă æńă PS_{Ql} (e) = PS_{Ql0} (e). Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 11.1 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă PS_{Ql0} (e^′) ≤ PS_{Ql} (e^′). Ďğęčâďàł, PS_{Ql} (e) ≤ PS_{Ql} (e^′). Ďŋæľęď đ Ÿąčã e^′ âőĲă ĲğăćĲŽĲå Ÿň§ŸåĺĲńŸ, ğĺęąçğńĲă æńă e ∈ MPSE_{Ql} , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

11.5 ĹŻăæńđńĲł ŠĲĺčŸńăľčęç

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ăŻăæńđńĲł ńĲĺčŸńăľčęç ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Śńđď ĎďæńđńŸ 11.5.1 ŸğęŻĲăąďçĲńŸă đ çğŸĺěđ ąęĺĲľčâďàď Ÿąčéď čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ąŸńá ńęď ńĲĺčŸńăľčæ ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Ę ĎďæńđńŸ 11.5.2 ğŸĺęňľăáİĲă ăŻăæńđńĲł ńęň ŻăŸďçľčŸńęł ĲěæŻęň ńàď ŸćŽęĺå§čàď Ÿňńéď.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 252 11.5.1 ĽęĺĲľčâďĲł Ăąčâł ŃâŽăľńđł ŔĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŐĺåİęňčĲ čăŸ ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ čăŸ ľçďęŻę S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ďŸ ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã e ∈ S ńâńęăŸ éľńĲ:

(1) ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ sessions (e), P_Q(S) ≥ P_Q(S_i), (2) đ Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 11.2 ĂďŸŋĲĺæčŸľńĲ ąŸă ğáćă ľńę Ÿğćæ Żåąńňę ńęň ŚőãčŸńęł 3-1 ąŸă ŻăŸńđĺęçčĲ ľńę Żåąńňę Ÿňńæ ńăł åŻăĲł ňğę§âľĲăł ğęň âŽăďŸď ľńę ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 11.1 ŽăŸ ńăł ľňďŸĺńãľĲăł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ĞĲàĺęçčĲ čăŸ ąŸńáľńŸľđ Q ŽăŸ ńđď ęğęåŸ ńę ŻăáďňľčŸ ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ĲåďŸă r_Q = ⟨28, 14, 84, 10⟩^{(T)}. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ńđď çğŸĺěđ čăŸł ąęĺĲľčâďđł Ÿąčãł čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_3 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ďŋæľęď đ ľçďęŻęł S_3 őĺđľăčęğęăĲå čæďę ńăł Ÿąčâł e_1 ąŸă e_2, ęă Ÿąčâł Ÿňńâł ĲåďŸă ęă čæďĲł ňğęŕãŋăĲł ąęĺĲľčâďĲł Ÿąčâł čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_3 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

Ăĺőăąá ĲěĲńáİęňčĲ ńđď Ÿąčã e_2. ŔĺęŋŸďéł, ∑ i∈sessions(e_2) rQ(Si) = rQ(S^3) + rQ(S^4) =

84+10 = 94, Ĳďé cap(e_2) = 100. Ďğęčâďàł, đ Ÿąčã e_2 ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă ŽăŸ ńę ćæŽę Ÿňńæ, đ e_2 ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_3 ľńđď Q.

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď Ÿąčã e_1. ŔĺęŋŸďéł, ∑ i∈sessions(e_1) rQ(Si) = rQ(S^1) +

r_Q(S_2) + r_Q(S_3) = 28 + 14 + 84 = 126, Ĳďé cap(e_1) = 126. Ďğęčâďàł, đ Ÿąčã e_1 ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, P_Q(S_3) = F^{−1}_3 (r_Q(S_3)) = r_Q(S_3)/3 = 84/3 = 28, Ĳďé PQ(S_1) = F^{−1}_1 (r_Q(S_1)) = r_Q(S_1) = 28 ąŸă P_Q(S_2) = F^{−1}_2 (r_Q(S_2)) = 2 r_Q(S_2) = 2 · 14 = 28. Ďğęčâďàł, ăľőçĲă æńă P_Q(S_3) ≥ P_Q(S_1) ąŸă P_Q(S_3) ≥ P_Q(S_2). ŚňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e_1 ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_3 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

Ďď§ŸĺĺçďęňčĲ ńęď ŸďŸŽďéľńđ ďŸ ĲğŸćđ§ĲçľĲă æńă đ Ÿąčã e_1 ĲåďŸă Ĳğåľđł ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńăł ľňďæŻęňł S_1 ąŸă S_2 ľńđď Q ąŸă æńă ŻĲď ňğáĺőĲă ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_4 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ŠęďåİęňčĲ æńă ę ęĺăľčæł ńđł ąęĺĲľčâďđł Ÿąčãł čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ čăŸ ľçďęŻę ŽĲďăąĲçĲă ńęď ęĺăľčæ čăŸł ąęĺĲľčâďđł Ÿąčãł čâŽăľńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł, ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 253

çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Śńđ ľňďâőĲăŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ:

ĞĲéĺđčŸ 11.1 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ğĺęľĲŽŽåľăčđ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ Q ńęň Alg, ňğáĺőĲă, ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S, čăŸ ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđď S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĂğæŻĲăěđ: ëľńà æńă đ Q ĲåďŸă ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ ľĲ čăŸ ĲąńâćĲľđ α ńęň Alg ąŸă S čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻęł. Ďŋæľęď đ Q ĲåďŸă ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ, ăľőçĲă æńă S ∈ D_Q. Ďğęčâďàł, ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} ľńđď ĲąńâćĲľđ α ńâńęăŸ éľńĲ Q_0^α−→ Q_{l0}^α−→ Q ąŸă S ∈ Term(⟨G, S⟩, Q_{l0}). ČđćŸŻã, đ ľçďęŻęł S ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} ąŸă áĺŸ S ∈ AQ_{l0} \ AQ_{l0+1} .

Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ňğáĺőĲă ąáğęăŸ Ÿąčã e ∈ E ńâńęăŸ éľńĲ đ S őĺđľăčęğęăĲå ńđď e, ąŸă ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ: (i) đ e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q_{l0} ąŸă (ii) P_{Ql0} (S) = PS_{Ql0} (e). ĞŸ ŻĲåěęňčĲ æńă đ Ÿąčã e ăąŸďęğęăĲå ńăł ľňď§ãąĲł (1) ąŸă (2) ńęň ęĺăľčęç čăŸł ąęĺĲľčâďđł Ÿąčãł čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. ŊĲąăďáčĲ ŸğęŻĲăąďçęďńŸł ńđ ľňď§ãąđ (1). ŁãččŸ 11.4 ëľńà čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻęł i ∈ sessions(e). ŠæńĲ, P_Q(S) ≥ P_Q(S_i). ĂğæŻĲăěđ: ĎěĲńáİęňčĲ ńăł Ÿąæćęň§Ĳł Żçę ğĲĺăğńéľĲăł.

1. Şğę§âńęňčĲ Ÿĺőăąá æńă i ∈ A_{Ql0} .

ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ Q_l ńđď ńĲćĲňńŸåŸ ąŸńáľńŸľđ ľńđď ĲąńâćĲľđ α ğęň ĲåďŸă ńâńęăŸ éľńĲ

AQ_l | e ≠ ∅. ČđćŸŻã, đ Ql ĲåďŸă đ ńĲćĲňńŸåŸ ąŸńáľńŸľđ ľńđď ĲąńâćĲľđ α ŽăŸ ńđď ęğęåŸ

đ Ÿąčã e ğŸĺŸčâďĲă ĲďĲĺŽã ľńđď Q_l. ŔĺęŋŸďéł, Ĳŋæľęď đ Q ĲåďŸă ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ čĲ AQ = ∅ âőęňčĲ Q_l^α−→ Q.

Ďğåľđł, ăľőçĲă æńă S ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql+1} ) | e ąŸă i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql+1} ) | e. êĺŸ, đ ŔĺæńŸľđ 11.2 (3) ňğęŻđćéďĲă æńă P_{Ql}(S) = PS_{Ql0} (e) ąŸă P_{Ql}(S_i) = PS_{Ql0} (e), âńľă éľńĲ P_{Ql} (S) = PQ_l (Si). Ďě ęĺăľčęç ńđł Q_l, ŻĲ ľňčŹŸåďęňď ğĲĺŸăńâĺà ŸććŸŽâł ľńăł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ńàď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď e ľĲ ąŸčăá ąŸńáľńŸľđ ğęň âğĲńŸă ńđł Q_l. Ďŋæľęď Q_l^α−→ Q, ğĺęąçğńĲă æńă P_Q(S) = P_Q(S_i), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 254

2. Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă i ∉ A_{Ql0} .

ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ Q_l′ ńđď ąŸńáľńŸľđ ŽăŸ ńđď ęğęåŸ i ∈ Term(⟨G, S⟩, Q_l′). ŔĺęŋŸďéł, Q_l′^α−→ Q_{l0}. Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ňğáĺőĲă čăŸ Ÿąčã e^′ ∈ E ńâńęăŸ éľńĲ đ ľçďęŻęł S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď e^′ ąŸă ăľőçęňď ńŸ Ĳěãł: (i) đ Ÿąčã e^′ ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺĲęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđď Q_l′ ąŸă (ii)

PQ_{l′} (Si) = PS Q_{l′} (e^′) .

Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńàď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ĲåďŸă

PS_{Ql′} (e^′) = MPS_{Ql′} (S_i) .

Ďŋæľęď đ ľçďęŻęł i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

PS_{Ql′} (e^′) ≤ PS_{Ql′} (e) .

Ďŋæľęď S ∈ A_{Ql0} | e, đ Ÿąčã e ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} . ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 11.1, ğĺęąçğńĲă æńă

PS_{Ql′} (e) ≤ PS_{Ql0} (e) .

Ďŋæľęď i ∈ Term(⟨G, S⟩, Q_l′) ąŸă Q_l′^α−→ Q, ĲåďŸă PQ(S_i) = P_{Ql′} (S_i) . Ďğęčâďàł,

PQ(S_i) ≤ PS_{Ql0} (e) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 255

ĎğĲăŻã S ∈ Term(⟨G, S⟩, Q_{l0}) ąŸă Q_{l0}^α−→ Q, ăľőçĲă æńă PQ(S) = P_{Ql0} (S) .

Ăŋęç P_{Ql0} (S) = PS_{Ql0} (e), ğĺęąçğńĲă æńă PQ(S_i) ≤ P_Q(S) , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ľňď§ãąđł (2).

ŁãččŸ 11.5 Ę Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q.

ĂğæŻĲăěđ: ĞĲàĺęçčĲ ńđď ńĲćĲňńŸåŸ ąŸńáľńŸľđ Q_l ľńđď ĲąńâćĲľđ α, ŽăŸ ńđď ęğęåŸ đ e ğŸĺŸčâďĲă ĲďĲĺŽã ľńđď Q_l. Ę ŔĺæńŸľđ 11.2 (3) ňğęŻđćéďĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę i ∈ (A_{Ql0} \ A_{Ql+1} ) | e = A_{Ql0} , ăľőçĲă æńă P_{Ql} (S_i) = PS_{Ql0} (e). Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńę ŁãččŸ 10.2 (1), ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q_l. Ůľńæľę, Ĳě ęĺăľčęç ńđł Q_l, ŻĲď ľňčŹŸåďĲă ąŸčăá ŸććŸŽã ľńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď e ľĲ ąŸčăá ąŸńáľńŸľđ ğęň âğĲńŸă ńđł Q_l. Ďŋæľęď Q_l^α−→ Q, đ Ÿąčã e ğŸĺŸčâďĲă ąęĺĲľčâďđ àł ńđď Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Ăğæ ńŸ ŁãččŸńŸ 11.4 ąŸă 11.5, ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă đ ŔĺæńŸľđ 11.1 ŽĲďăąĲçĲă ńđď ŔĺæńŸľđ 3.1, ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

11.5.2 ëěęŻęł ĂćŽęĺå§čàď Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ńę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ĲěæŻęň ąá§Ĳ ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ĲåďŸă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 11. ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŚŞŃŤŐŘĘŚĘŚ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 256

ĞĲéĺđčŸ 11.2 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ğĺęľĲŽŽåľăčđ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ Q ńęň Alg ăľőçĲă æńă ńę ŻăáďňľčŸ r_Q ĲåďŸă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ĂğæŻĲăěđ: Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă ńę r_Q ŻĲď ĲåďŸă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ŻăŸďçľčŸńęł Ÿňńęç, ğĺęąçğńĲă æńă ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ľçďęŻęł S_i ńâńęăŸ éľńĲ ĲåďŸă ŻňďŸńã đ Ÿçěđľđ ńęň r_Q(S_i), ŻăŸńđĺéďńŸł ńđď ňğæ§Ĳľđ ĲŋăąńæńđńŸł ńęň ŻăŸďçľčŸńęł, őàĺåł ďŸ ğĺęąŸćĲåńŸă đ čĲåàľđ ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł r_Q(S_j) ŽăŸ ąáğęăŸ ľçďęŻę S_j ńâńęăŸ éľńĲ P_Q(S_j) ≤ P_Q(S_i).

ŚňďĲğéł, §ĲàĺęçčĲ čăŸ Ÿçěđľđ ľńęď r_Q(S_i). ĞŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ ŸğęŻĲăąďçęďńŸł æńă ĲåďŸă ŸğŸĺŸåńđńę ďŸ ľňčŹĲå ąáğęăŸ čĲåàľđ ľńęď r_Q(S_j), ŽăŸ ąáğęăŸ ľçďęŻę S_j ńâńęăŸ éľńĲ PQ(S_j) ≤ P_Q(S_i).

Šę ĞĲéĺđčŸ 11.1 ňğęŻđćéďĲă æńă ňğáĺőĲă čăŸ ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł e ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. Ďŋæľęď đ e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q, Ĳďé ńŸňńæőĺęďŸ čăŸ Ÿçěđľđ ľńęď r_Q(S_i) ĲåďŸă ŻňďŸńã, §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ňğáĺőĲă ńęňćáőăľńęď čăŸ ľçďęŻęł S_j, ŻăŸŋęĺĲńăąã Ÿğæ ńđď S_i, ğęň ďŸ őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e ąŸă ńđł ęğęåŸł ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ďŸ őĺĲăáİĲńŸă ďŸ čĲăà§Ĳå ğĺęąĲăčâďęň ďŸ čđď ğŸĺŸŹăŸľńĲå đ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł ŽăŸ ńđď e. Ďğåľđł, Ĳŋæľęď đ e ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ Ÿąčã čâŽăľńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđď S_i ľńđď Q ąŸă đ S_j őĺđľăčęğęăĲå ńđď e ăľőçĲă æńă P_Q(S_j) ≤ P_Q(S_i), ńę ęğęåę ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸďńåŋŸľđ.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ńę ĞĲéĺđčŸ 11.2 ŸğęńĲćĲå ŽĲďåąĲňľđ, ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ńęň ąćŸľăąęç ŸğęńĲćâľčŸńęł æńă æćęă ęă ŸćŽæĺă§čęă ľňčŋæĺđľđł ľňŽąćåďęňď ľńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň (ŔĺæńŸľđ 4.5).

ĽĲŋáćŸăę 12

Őğńăčăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď

ŚĲ Ÿňńæ ńę ąĲŋáćŸăę, ĲğăąĲďńĺéďęňčĲ ńđď ğĺęľęőã čŸł ľńę ęğńăčăľńăąæ čęďńâćę. Śńđď ĎďæńđńŸ 12.1, ğŸĺęňľăáİęňčĲ ńđď ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ğáďà ľńđď ęğęåŸ âőęňď őńăľńĲå ęă ęğńăčăľńăąęå ŸćŽæĺă§čęă ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Śńđď ĎďæńđńŸ 12.2, ğĲĺăŽĺáŋęňčĲ ąŸă Ÿğę- ŻĲăąďçęňčĲ Ĳğăğĺæľ§ĲńĲł ăŻăæńđńĲł ńàď Ÿąčéď Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńęňł ęğńăčăľńăąęçł ŸćŽæĺă§čęňł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Śńđ ľňďâőĲăŸ, őĺđľăčęğęăęçčĲ ńăł ăŻăæńđńĲł Ÿňńâł ŽăŸ ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ ăŻăæńđńĲł ńĲĺčŸńăľčęç ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ľńđď ĎďæńđńŸ 12.3. ŚňŽąĲąĺăččâďęă ńâńęăęă ŸćŽæĺă§čęă, ęă ęğęåęă ŹŸľåİęňď ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľãł ńęňł ľńăł ăŻăæńđńĲł Ÿňńâł, ğĲĺăŽĺáŋęďńŸă ľńđď ĎďæńđńŸ 12.4.

12.1 Ę Ŕĺáěđ Ďďđčâĺàľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď

Śńđď ĲďæńđńŸ Ÿňńã, ğŸĺęňľăáİęňčĲ ńđď ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, đ ęğęåŸ ĲåďŸă đ ŽĲďåąĲňľđ ńđł ąćŸľăąãł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, đ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸ§ęĺåİĲă čăŸ Ÿçěđľđ ľńđď ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńđł ľňďæŻęň ğĺęł ŻĺęčęćæŽđľđ. Ę Ÿçěđľđ ĲåďŸă ńâńęăŸ éľńĲ đ ľçďęŻęł ğĺęł ŻĺęčęćæŽđľđ ŽåďĲńŸă đ ľçďęŻęł čĲ ńđď čĲŽŸćçńĲĺđ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 258

ğáďà ľĲ ąáğęăŸ ľňŽąĲąĺăččâďđ Ÿąčã ńęň Żăąńçęň.

ŔŸĺęňľăáİęňčĲ Ÿĺőăąá čăŸ Ÿŋđĺđčâďđ čŸ§đčŸńăąã ľňďáĺńđľđ.

Ę Śňďáĺńđľđ Ďďđčâĺàľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď PUpdate ëľńà m ≥ 2 âďŸł ŸąâĺŸăęł. Ę ľňďáĺńđľđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, đ ęğęåŸ ľňčŹęćåİĲńŸă àł pupdate, âőĲă ńĺåŸ ęĺåľčŸńŸ ĲăľæŻęň, âďŸ ŻăáďňľčŸ r ∈ ℜ^m, âďŸď ŸąâĺŸăę i ∈ [m] ąŸă âďŸď ğĺŸŽčŸńăąæ Ÿĺă§čæ c ∈ ℜ, ńâńęăŸ éľńĲ ‖r‖_1 ≤ c. Ę ľňďáĺńđľđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ĲğăľńĺâŋĲă àł âěęŻę âďŸ İĲçŽęł ⟨r^′, ´⟩ = pupdate(⟨r, i, c⟩), ğęň ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ âďŸ ŻăáďňľčŸ r^′ ąŸă âďŸď ğĺŸŽčŸńăąæ Ÿĺă§čæ ´ ≥ 0. ĆăŸ ńę İĲçŽęł Ÿňńæ ăľőçęňď ńŸ Ĳěãł:

(1) ‖r^′‖_1 = c,

(2) r^′_i = F_i(F^{−1}_i (r_i) + ´),

(3) ŽăŸ ąá§Ĳ l ∈ [m], l ≠ i, Ÿď F^{−1}_l (r_l) ≤ F^{−1}_i (r_i) + ´, ńæńĲ r^′_l = r_l,

(4) ŽăŸ ąá§Ĳ l ∈ [m], l ≠ i, Ÿď F^{−1}_l (r_l) > F^{−1}_i (r_i) + ´, ńæńĲ r^′_l = F_l(F^{−1}_i (r_i) + ´).

Ďáď ⟨r^′, ´⟩ = pupdate(⟨r, i, c⟩), ęďęčáİęňčĲ ńę ŻăáďňľčŸ r^′ ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ńĺăáŻŸ ⟨r, i, c⟩ ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľńđď ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ´. ČăŸăľ§đńăąá, âďŸ ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ğĺęąŸćĲå ńęď \ąęĺĲľčæ" ńęň c (ľňď§ãąđ (1)) ŸňěáďęďńŸł ńę ľńęăőĲåę r_i ľńđď ĲăąæďŸ ńęň, æğàł ğĺęąçğńĲă Ÿğæ ńđ ľňďáĺńđľđ Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď F_i, æńŸď đ Ÿďńåľńęăőđ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ŸňěáďĲńŸă ąŸńá ´ (ľňď§ãąđ (2)). Ďğăğćâęď, ńŸ ľńęăőĲåŸ ńàď ęğęåàď đ ńăčã ŻĲď ěĲğĲĺďá ńđď ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńęň ğĺęł Ÿçěđľđ ľńęăőĲåęň ŻĲď ĲğđĺĲáİęďńŸă (ľňď§ãąđ (3)), Ĳďé ńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ ŻăŸńđĺĲå ąŸńá čăŸ âďďęăŸ ńđ \ŻăąŸăęľçďđ", Ÿŋęç Ĳğăğĺæľ§ĲńŸ ąŸďâďŸ ľńęăőĲåę čĲ čĲŽŸćçńĲĺđ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ Ÿğæ ńđď ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńęň ğĺęł Ÿçěđľđ ľńęăőĲåęň ŻĲď ŸğęčâďĲă ľńę ŸďŸľőđčŸńăľńăąæ ŻăáďňľčŸ (ľňď§ãąđ (4)).

ŠęďåİęňčĲ æńă ę ęĺăľčæł ńđł ľňďáĺńđľđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď őĺđľăčęğęăĲå áčĲľŸ ńăł ľňďŸĺńãľĲăł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď F_i, 1 ≤ i ≤ n.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 259

ĂňěãľĲăł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď ĆăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę S_i, đ Ÿçěđľđ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ńđł S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, đ ęğęåŸ ĲğăŹáććĲńŸă Ÿğæ ńđď Ÿąčã e ∈ S_i ąŸă ľňčŹęćåİĲńŸă ´_Q(i, e), ĲåďŸă ĲåńĲ 0 Ÿď đ ľçďęŻęł S_i ŻĲď ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ã ĲåďŸă åľđ čĲ ńđď ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ńĺăáŻŸ ⟨r_{AQ} | e, i, cap(e) − allot_Q(e)⟩. ČđćŸŻã, đ ´_Q(i, e) ĲåďŸă ę ğĺŸŽčŸńăąæł Ÿĺă§čæł ´ > 0 ńâńęăęł éľńĲ

⟨r^′, ´⟩ = pupdate(⟨r_{AQ} | e, i, cap(e) − allot_Q(e)⟩) ,

ŽăŸ ąáğęăę ŻăáďňľčŸ r^′. (ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ńę ŻăáďňľčŸ r^′ ĲåďŸă \ľňčŹŸńæ" čĲ ńę r_{AQ} | e. ŚňďĲğéł, ğĲĺăâőĲă čæďę ľńęăőĲåŸ ğęň Ÿďńăľńęăőęçď ľĲ ľňďæŻęňł ĲďĲĺŽâł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ęă ęğęåĲł őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã e.) Ŕăę ćĲğńęčĲĺĲăŸąá, đ ´_Q(i, e) ĲåďŸă đ čęďŸŻăąã ŻňďŸńã Ÿçěđľđ ľńđď ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńđł ľňďæŻęň S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ğęň ąŸ§ăľńá ńđď Ÿąčã e ąęĺĲľčâďđ, Ĳďé ńŸňńæőĺęďŸ čĲăéďĲă ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł áććàď ľňďæŻàď, ğęň Ĳğåľđł őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã e ąŸă ńàď ęğęåàď ęă ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺĲł Ÿğæ ńđď Ÿňěđčâďđ ńăčã ńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńđł ľňďæŻęň S_i, Ĳďé ŻĲď ĲğđĺĲáİĲă ąŸ§æćęň ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď čĲ čăąĺæńĲĺđ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ, ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã e ąŸă ŋňľăąá ęçńĲ ńăł ŸğĲďĲĺŽęğęăđčâďĲł ľňďæ- Żęňł ğęň ŻăŸńĺâőęňď ńđď Ÿąčã ã ęğęăŸŻãğęńĲ áććđ ľçďęŻę ńęň Żăąńçęň ğęň ŻĲď ŻăŸńĺâőĲă ńđď e. ČăŸăľ§đńăąá, đ ´_Q(i, e) ĲåďŸă ńę čâŽăľńę ğęľæ ąŸńá ńę ęğęåę §Ÿ čğęĺęçľĲ ďŸ Ÿňěđ§Ĳå ę r_Q(S_i) čĲ \ŻåąŸăę" ńĺæğę Ÿď đ Ÿąčã e ãńŸď đ čęďŸŻăąã Ÿąčã \ğĲĺăęĺăľčęç" ńđł S_i.

Ę Ÿçěđľđ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, đ ęğęåŸ ľňčŹęćåİĲńŸă ´_Q(i), ĲåďŸă ĲåńĲ 0 Ÿď đ S_i ŻĲď ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, ã đ Ĳćáőăľńđ ńăčã ğáďà ľĲ ąá§Ĳ Ÿąčã e ∈ S_i, ńđł Ÿçěđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ğęň ĲğăŹáććĲńŸă Ÿğæ ńđď e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q. ČđćŸŻã,

´_Q(i) = min_{e∈Si} ´_Q(i, e) .

Ďğęčâďàł, ňğę§âńęďńŸł æńă đ S_i ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď Q, đ ´_Q(i) ĲåďŸă đ Ĳćáőăľńđ čĲńŸěç æćàď ńàď ŻňďŸńéď ŸňěãľĲàď ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł ńđł S_i, ğęň ĲğăŹáććęďńŸă Ÿğæ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 260

ńăł Ÿąčâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå.

Ďŋæľęď ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł S_i čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå čæďę Ÿď đ Ÿçěđľđ ĲåďŸă ŻňďŸńã, őàĺåł ďŸ ğŸĺŸŹăŸľńĲå đ ľňď§ãąđ ĲŋăąńæńđńŸł, ğáďà ľĲ ąá§Ĳ Ÿąčã ńđď ęğęåŸ ŻăŸńĺâőĲă, ğĺęąçğńĲă æńă đ ´_Q(i) ĲåďŸă đ čâŽăľńđ ŻňďŸńã Ÿçěđľđ ľńę ĺň§čæ čĲńáŻęľđł ńđł S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q ğęň ŻăŸńđĺĲå ńđ ľňď§ãąđ ĲŋăąńæńđńŸł. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă đ ´_Q(i) čğęĺĲå ďŸ ňğęćęŽăľńĲå čĲ ńđ őĺãľđ ğćđĺęŋęĺåŸł ğęň ĲåďŸă \ńęğăąã" ľńđ ľçďęŻę S_i.

Ŕĺáěđ PUpdate ŃăćéďńŸł áńňğŸ, đ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ęĺåİĲă čăŸ \ŻăŸŻăąŸľåŸ" ŽăŸ ńęď ňğęćęŽăľčæ ďâàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ŽăŸ âďŸ ľçďęćę Ÿğæ ľňďæŻęňł, àł ľňďáĺńđľđ ńàď ğŸćăéď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ąŸă ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Ŕăę ćĲğńęčĲĺĲăŸąá, čăŸ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ĲåďŸă âďŸ ľçďęćę ľńăŽčăęńçğàď ńđł ľňďáĺńđľđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ŠŸ ľńăŽčăæńňğŸ Ÿňńá ŸďŸŋâĺęďńŸă ľĲ ąáğęăę ľňŽąĲąĺăččâďę ŻĲåąńđ i ąŸă ľĲ ąáğęăŸ ľňŽąĲąĺăččâďđ ąŸńáľńŸľđ Q ąŸă ğĺęđŽęçďńŸă ńęň ňğęćęŽăľčęç ńàď ďâàď ĺň§čéď čĲńŸŻæľđł ŽăŸ ąáğęăĲł ľňďæŻęňł. ŚĲ čăŸ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ğáďà ľńđ ľçďęŻę S_i, ąá§Ĳ Ÿąčã e ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđď S_i ľňľőĲńåİĲńŸă čĲ âďŸ ľńăŽčăæńňğę ńđł ľňďáĺńđľđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Śńę ľńăŽčăæńňğę ńđł ľňďáĺńđľđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ğęň âőĲă ľňľőĲńăľńĲå čĲ ńđď Ÿąčã e, đ ´_Q(i, e) ňğęćęŽåİĲńŸă àł Ĳěãł:

⟨r^′, ´_Q(i, e)⟩ = pupdate(⟨r_{AQ} | e, i, cap(e) − allotQ(e)⟩) .

ŠĲćăąá, ęă ďâęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_i ąŸă ŽăŸ ńăł ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ğęň čęăĺáİęďńŸă Ÿąčâł čĲ ńđď S_i ňğęćęŽåİęďńŸă àł Ĳěãł:

(1) r(S_i) := F_i(F^{−1}_i (r(S_i)) + ´_Q(i)),

(2) ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ l ∈ A_Q, l ≠ i, ńâńęăęď éľńĲ S_l ∩ S_i ≠ ∅, ăľőçĲă æńă

r(S_l) := min{r(S_l), F_i(F^{−1}_i (r(S_i)) + ´_Q(i))} .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 261

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ąá§Ĳ ľńăŽčăæńňğę ńđł ľňďáĺńđľđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ňğęćęŽåİĲă čăŸ Ÿçěđľđ ´_Q(i, e), đ ęğęåŸ ąŸ§ăľńá ńđď Ÿąčã e ąęĺĲľčâďđ (čĲ Źáľđ ńęď ęĺăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď). Ůľńæľę, čăŸ Ÿçěđľđ ąŸńá ´_Q(i) ğáďà ľĲ ąá§Ĳ Ÿąčã e ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđď S_i, ŻĲď ĲåďŸă Ĳě ęĺăľčęç ńđł ´_Q(i), čĲŽŸćçńĲĺđ (Ĳďé čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă čăąĺæńĲĺđ) Ÿğæ ńđď Ÿçěđľđ ´_Q(i, e) ğęň ąŸ§ăľńá ńđď Ÿąčã ąęĺĲľčâďđ. Ďğęčâďàł, ęă ńĲćăąęå ĺň§čęå čĲńáŻęľđł ğęň ňğęćęŽåİęďńŸă ŻĲď ąŸ§ăľńęçď ąęĺĲľčâďĲł æćĲł ńăł Ÿąčâł ńăł ęğęåĲł ŻăŸńĺâőĲă đ S_i.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 12.1 ĞĲàĺęçčĲ ąŸă ğáćă ńę Żåąńňę ńęň ŚőãčŸńęł 3-1. Şğę§âńęňčĲ Ĳğåľđł æńă ăľőçęňď æćĲł ęă ňğę§âľĲăł ğęň âŽăďŸď ľńę ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 11.1 ŽăŸ ńăł ľňďŸĺńãľĲăł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ĞĲàĺęçčĲ ńđď Ÿĺőăąã ąŸńáľńŸľđ Q_0 ąŸă ňğę§âńęňčĲ æńă đ S_1 ĲåďŸă đ ğĺéńđ ľçďęŻęł ğĺęł ŻĺęčęćæŽđľđ. Ďŋæľęď æćĲł ęă ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ńàď ľňďæŻàď ĲåďŸă Ÿĺőăąá 0, ę ĺň§čæł čĲńá- Żęľđł ńđł S_1 ąŸă Ĳğęčâďàł ąŸă đ ğĺęńĲĺŸăæńđńá ńđł, čğęĺĲå ďŸ Ÿňěđ§Ĳå ľĲ čăŸ ńăčã ğęň ąŸ§ăľńá ńđď Ÿąčã e_1, ńđď čęďŸŻăąã Ÿąčã ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđď S_1, ąęĺĲľčâďđ. Ő ŸďŸŽďéľńđł §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ čğęĺĲå ĲçąęćŸ ďŸ ĲğŸćđ§ĲçľĲă æńă ´_{Q0} (1, e_1) = 126, âńľă éľńĲ ´_{Q0} (1) = ´_{Q0} (1, e_1) = 126. ŚňďĲğéł, P_{Q0} (S_1) = P_{Q0}(S_1) + ´_{Q0} (1) = 0 + 126 = 126, Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă r_{Q1} (S_1) = F_1(P_{Q1}(S_1)) = P_{Q1} (S_1) = 126. Ďŋæľęď ęă ĺň§čęå čĲńáŻęľđł æćàď ńàď áććàď ľňďæŻàď ĲåďŸă Ÿĺőăąá 0, đ ľňď§ãąđ (2) ňğęŻđćéďĲă æńă ĲěŸąęćęň§ęçď ďŸ ĲåďŸă čđŻâď ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_1. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ Ĳğåľđł æńă đ Ÿďá§Ĳľđ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ľńđď Q_1 ąŸ§ăľńá ńđď Ÿąčã e_1 ąęĺĲľčâďđ.

Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă đ ľçďęŻęł S_2 ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ľńđ ľňďâőĲăŸ. ŞğĲď§ňčåİęňčĲ æńă đ S_2 őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e_1, đ ęğęåŸ ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_1. ŚňďĲğéł, ęğęăŸ- ŻãğęńĲ Ÿçěđľđ ľńđď ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńđł S_2 ğęň ĲğăŹáććĲńŸă Ÿğæ ńđď e_1, §Ÿ ğĺęąŸćâľĲă ŸğŸĺŸåńđńŸ ńđ čĲåàľđ ńđł ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńđł S_1 ľńđď åŻăŸ ńăčã čĲ ĲąĲåďđ ńđł S_2, Ĳďé đ Ÿąčã e_1 §Ÿ ğŸĺŸčĲåďĲă ąęĺĲľčâďđ. ŃğęĺĲå ďŸ ĲğŸćđ§Ĳň§Ĳå ĲçąęćŸ æńă đ Ÿçěđľđ ´_{Q1} (2, e_1) = 84 ăąŸďęğęăĲå ąŸă ńăł Żçę ľňď§ãąĲł. Ďŋæľęď đ ľçďęŻęł S_2 ŻĲď őĺđľăčęğęăĲå ąŸčăá áććđ Ÿąčã Ĳąńæł Ÿğæ ńđď e_1, ğĺęąçğńĲă æńă ´_{Q1} (1) = 84, âńľă éľńĲ P_{Q2} (S_1) = 84. Ďğåľđł, r_{Q2} (S_2) = F_2(P_{Q2} (S_2)) = P_{Q2} (S_2)/2 = 84/2 = 42, Ĳďé r_{Q2} (S_1) = F_1(P_{Q1}(S_1)) = P_{Q1} (S_1) = 84. Ŕĺę-

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 262

ŋŸďéł, r_{Q2} (S_1) + r_{Q2} (S_2) + r_{Q2} (S_3) = 84 + 42 + 0 = 126. Ďŋæľęď cap(e_1) = 126, ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e_1 ĲěŸąęćęň§Ĳå ďŸ ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_2.

Şğę§âńęňčĲ ńĲćăąá æńă đ ľçďęŻęł S_3 ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ľńđ ľňďâőĲăŸ. ŃğęĺĲå ďŸ ĲğŸćđ§Ĳň§Ĳå ĲçąęćŸ æńă đ Ÿçěđľđ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď S_3 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_2 ğęň ĲğăŹáććĲńŸă Ÿğæ ńđď Ÿąčã e_1, ĲåďŸă ´_{Q2} (3, e_1) = 28 ąŸă æńă đ Ÿçěđľđ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď S_3 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_2 ğęň ĲğăŹáććĲńŸă Ÿğæ ńđď Ÿąčã e_2, ĲåďŸă ´_{Q2} (3, e_2) = 100/3 > 28. ŚňďĲğéł, ´_{Q2} (3) = 28, ńę ęğęåę ňğęŻđćéďĲă æńă P_{Q3} (S_3) = 28, Ĳďé ęă ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ńàď ľňďæŻàď S_1 ąŸă S_2 čĲăéďęďńŸă Ĳğåľđł ľńđď ńăčã 28 ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_3. ŚňďĲğéł, r_{Q3} (S_1) = F_1(P_{Q3}(S_1)) = P_{Q3} (S_1) = 28, r_{Q3} (S_2) = F_2(P_{Q3} (S_2)) = P_{Q3} (S_2)/2 = 28/2 = 14 ąŸă r_{Q3} (S_3) = F_3(P_{Q3}(S_3)) = P_{Q3} (S_3) = 84. êĺŸ, r_{Q3} (S_1) + r_{Q3} (S_2) + r_{Q3} (S_3) = 28 + 14 + 84 = 126. Ďŋæľęď cap(e_1) = 126, ăľőçĲă æńă đ Ÿąčã e_1 ĲěŸąęćęň§Ĳå ďŸ ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_3.

Ăğæ ĲŻé ąŸă ľńę Ĳěãł §Ÿ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńę ľňčŹęćăľčæ pupdate, ŻđćŸŻã ńę ľňčŹęćăľčæ ŽăŸ ńđ ľňďáĺńđľđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ŽăŸ ďŸ ŻđćéďęňčĲ Ĳğåľđł ńđď ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ĆăŸ âďŸď ęğńăčăľńăąæ ŸćŽæĺă§čę ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ňğę§âńęňčĲ æńă operation = pupdate. ČđćŸŻã, âďŸł ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł őĺđľăčęğęăĲå ńđď (ęğńăčăľńăąã) ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ďŸ ğĺęľŸĺčæİĲă ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ąŸă ńăł ğĺęńĲĺŸăæńđńâł ńęňł. Ďŋæľęď đ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ľâŹĲńŸă ńđ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł, đ ŔĺæńŸľđ 10.1 ňğęŻđćéďĲă áčĲľŸ æńă ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ęĺåİĲńŸă čęďŸŻăąá ľĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ĲąńâćĲľđ Ĳďæł ęğńăčăľńăąęç ŸćŽæĺă§čęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

12.2 ĹŻăæńđńĲł Ăąčéď Ďćáőăľńęň ĹľęčĲĺăŻåęň ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ęă ęğńăčăľńăąęå ŸćŽæĺă§čęă ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, Ĳğăńĺâğęňď ľńăł Ÿąčâł Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ďŸ ŸğęćŸčŹáďęňď Ĳğăğĺæľ§ĲńĲł, ĲďŻăŸŋâĺęňľĲł ľňďŻňŸľńăąâł ăŻăæńđńĲł.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 263

ĹŻăæńđńŸ ŚńŸ§ĲĺæńđńŸł ĂğęŻĲăąďçęňčĲ Ÿĺőăąá čăŸ ăŻăæńđńŸ \ľńŸ§ĲĺæńđńŸł" ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã ğęň ŽåďĲńŸă Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ĲąńâćĲľđł Ĳďæł ęğńăčăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ŔĺæńŸľđ 12.1 Şğę§âńęňčĲ æńă ę Alg ĲåďŸă âďŸł ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l_0 ≥ 0, âľńà čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã e ∈ MPSE_{Ql0} . ĞĲàĺęçčĲ čăŸ ľçďęŻę S_i ∈ A_{Ql0} | e ńâńęăŸ éľńĲ P_{Ql0} (S_i) ≥ PS_{Ql0} (e). ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ l_0, ăľőçĲă æńă

PQ_l(Si) ≥ PS Q_{l0} (e) . Ę ŔĺæńŸľđ 12.1 ĲěĲńáİĲă ńăł ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ğęň őĺđľăčęğęăęçď čăŸ Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, đ ğĺæńŸľđ ŸğęŻĲăąďçĲă æńă ŻĲď ĲåďŸă ŻňďŸńæ ďŸ čĲăà§Ĳå đ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ čăŸł ľňďæŻęň ąáńà Ÿğæ ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńđł Ÿąčãł Ÿňńãł Ĳáď Ÿĺőăąá đ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńđł ľňďæŻęň ãńŸď čĲŽŸćçńĲĺđ ã åľđ Ÿňńęç ńęň Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł. Ăąęćęň§Ĳå đ ŸğæŻĲăěđ.

ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ĲğŸŽàŽã ľńę l. ĆăŸ ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł, æğęň l = l_0, ę ăľőňĺăľčæł ăľőçĲă Ÿğæ ňğæ§Ĳľđ.

Şğę§âńęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá æńă, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l > l_0, ăľőçĲă æńă P_{Ql−1}(S_i) ≥ PS_{Ql0} (e). ĆăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă P_{Ql} (S_i) ≥ PS_{Ql0} (e).

Şğę§âńęňčĲ Ÿĺőăąá æńă P_{Ql} (S_i) ≥ P_{Ql−1}(S_i). ČđćŸŻã, đ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńđł ľňďæŻęň S_i ŻĲ čĲăéďĲńŸă čĲńŸěç ńàď ąŸńŸľńáľĲàď Q_{l−1} ąŸă Q_l. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ Ĳğęčâďàł, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă P_{Ql} (S_i) ≥ PS_{Ql0} (e), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă P_{Ql}(S_i) < P_{Ql−1}(S_i). ČđćŸŻã, đ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńđł ľňďæŻęň S_i čĲăéďĲńŸă Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l−1} ľńđď Q_l. Ďě ęĺăľčęç ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ăľőçĲă æńă đ ľçďęŻęł S_i čęăĺáİĲńŸă čăŸ Ÿąčã čĲ ńđ ľçďęŻę S_{il} , đ ęğęåŸ ĲåďŸă đ ľçďęŻęł ğęň ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 264

ëľńà æńă đ e^′ ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã ńâńęăŸ éľńĲ ´_{Ql−1} (i_l) = ´_{Ql−1} (i_l, e^′). ŃăćéďńŸł áńňğŸ, đ Ÿąčã e^′ ĲğăŹáććĲă ńđď Ĳćáőăľńđ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ľńđ ľçďęŻę S_{il} ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l−1}, čĲńŸěç æćàď ńàď Ÿąčéď ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđď S_{il} . ŚňďĲőåİęňčĲ čĲ ńę Ÿąæćęň§ę ćãččŸ:

ŁãččŸ 12.1 P_{Ql} (i_l) ≥ PS_{Ql} (e^′)

ĂğæŻĲăěđ: Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă P_{Ql}(i_l) < PS_{Ql} (e^′).

Ďě ęĺăľčęç ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, đ Ÿąčã e^′ ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q_l. Ďğåľđł, ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň k ∈ A_{Ql} | e^′, ăľőçĲă æńă P_{Ql} (i_l) ≥ P_{Ql} (k). ŚňďĲğéł, PS_{Ql} (e^′) > P_{Ql}(k). êĺŸ, ńę ŁãččŸ 10.2 (2) ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e^′ ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q_l. êńęğę.

Ďě ęĺăľčęç ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ĲåďŸă P_{Ql} (S_i) = P_{Ql} (i_l). ŚňďĲğéł, ńę ŁãččŸ 12.1 ňğęŻđćéďĲă æńă P_{Ql}(S_i) ≥ PS_{Ql} (e^′). Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 11.1 ğĺęąçğńĲă æńă PS_{Ql} (e^′) ≥ PS_{Ql0} (e^′), Ÿğæ ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă P_{Ql} (S_i) ≥ PS_{Ql0} (e^′). Ďŋæľęď e ∈ MPSE_{Ql0} , âőęňčĲ PS_{Ql0} (e^′) ≥ PS_{Ql0} (e). Ďğęčâďàł, P_{Ql}(S_i) ≥ PS_{Ql0} (e), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă đ ŔĺæńŸľđ 12.1 ŽĲďăąĲçĲă ńđď ŔĺæńŸľđ 6.1, ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ĹŻăæńđńŸ ïğŸĺěđł ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ čăŸ ăŻăæńđńŸ \çğŸĺěđł" ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąčã ğęň ŽåďĲńŸă Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ąŸńá ńđ ŻăáĺąĲăŸ ĲąńâćĲľđł Ĳďæł ęğńăčăľńăąęç ŸćŽęĺå§čęň ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ŔĺæńŸľđ 12.2 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă âďŸł ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l_0 ≥ 0, âľńà čăŸ Ÿąčã e ∈ MPSE_{Ql0} ńâńęăŸ éľńĲ ^l_0 | e < ∞. ĞĲàĺęçčĲ čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę S_i ∈ A_{Ql0} | e. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l ≥ ^l_0 | e, ăľőçĲă æńă

PQ_l(Si) ≥ PS Q_{l0} (e) .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 265

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, §ĲàĺęçčĲ čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę ğęň őĺđľăčęğęăĲå čăŸ Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă đ ğĺęńĲĺŸăæńđńá ńđł ŻĲ čĲăéďĲńŸă ąáńà Ÿğæ ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł Ÿňńæ, Ÿŋæńęň æćĲł ęă ľçďęŻęă ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã âőęňď ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ńęňćáőăľńęď čåŸ ŋęĺá. ŔŸĺŸ§âńęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńđď ŸğæŻĲăěđ. ĂğæŻĲăěđ: Ăĺőăąá, ğŸĺęňľăáİęňčĲ áńňğŸ ńŸ ŹŸľăąá ľđčĲåŸ ńđł ŸğæŻĲăěđł. ĞĲàĺęçčĲ ńđď ąŸńáľńŸľđ ńđł ĲąńâćĲľđł ğęň Ÿąęćęň§Ĳå ńđď Q_{l0} , čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ęğęåŸ đ ľçďęŻęł S_i ŻĺęčęćęŽĲåńŸă. ŔĺęŋŸďéł, Ÿňńã đ ąŸńáľńŸľđ ğĺęđŽĲåńŸă ĲąĲåďđł ľńđď ęğęåŸ æćĲł ęă ľçďęŻęă âőęňď ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ńęňćáőăľńęď čăŸ ŋęĺá. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ľĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę, đ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńđł ľňďæŻęň S_i ŻĲď ĲåďŸă čăąĺæńĲĺđ Ÿğæ ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńđł Ÿąčãł e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} . ĎğăőĲăĺđčŸńęćęŽęçčĲ Ĳğåľđł æńă đ Ÿąčã e ĲěŸąęćęň§Ĳå ďŸ ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł čĲńá ńđď Q_{l0} . Ăňńæ čŸł ĲğăńĺâğĲă ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ńđď ăŻăæńđńŸ ľńŸ§ĲĺæńđńŸł ńàď Ÿąčéď Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł, ğęň ğĲĺăŽĺáŋĲńŸă ľńđď ŔĺæńŸľđ 12.1, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ľňčğĲĺáďęňčĲ æńă đ ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńđł ľňďæŻęň S_i §Ÿ ğŸĺŸčĲåďĲă ąŸă ľńđ ľňďâőĲăŸ čĲŽŸćçńĲĺđ ã åľđ ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńđł Ÿąčãł e ľńđď Q_{l0} . ŔŸĺęňľăáİęňčĲ ńéĺŸ ńăł ćĲğńęčâĺĲăĲł ńđł ŸğæŻĲăěđł.

Ďŋæľęď e ∈ MPSE_{Ql0} , ńę ŁãččŸ 11.2 ňğęŻđćéďĲă æńă đ Ÿąčã e ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0}. Ďŋæľęď S_i ∈ A_{Ql0} | e, ğĺęąçğńĲă, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ^l_0 | e, æńă ňğáĺőĲă âďŸł Ĳćáőăľńęł ŻĲåąńđł l^′, l_0 < l^′ ≤ ^l_0 | e, ńâńęăęł éľńĲ đ ľçďęŻęł S_i ŻĺęčęćęŽĲåńŸă čğĺęľńá Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l′ . Ďŋæľęď đ S_i ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} , ľňďĲğáŽĲńŸă, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ĲąńâćĲľđł, æńă đ S_i ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď Q_l′ . Ďŋæľęď đ S_i őĺđľăčęğęăĲå ńđď Ÿąčã e, đ e ĲåďŸă ĲďĲĺŽã ľńđď Q_l′ . Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 11.2 (1), ğĺęąçğńĲă æńă PS_{Ql′} (e) = PS_{Ql0} (e), Ĳďé ćæŽà ńđł ŔĺæńŸľđł 11.2 (2) âőęňčĲ æńă đ e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q_l′. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńę Ÿąæćęň§ę ćãččŸ: ŁãččŸ 12.2 P_{Ql′} (S_i) ≥ PS_{Ql0} (e).

ĂğæŻĲăěđ: Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă P_{Ql′} (S_i) < PS_{Ql0} (e). ëľńà æńă đ e^′ ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã ńâńęăŸ éľńĲ ´←−_{Ql′} (S_i) = ´←−_{Ql′} (S_i, e^′). ŃăćéďńŸł áńňğŸ, đ Ÿąčã e^′ ĲğăŹáććĲă ńđď Ĳćáőăľńđ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ľńđ ľçďęŻę S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l′, čĲńŸěç æćàď ńàď Ÿąčéď ğęň őĺđľăčęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńđď S_i. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 266

ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ Ÿąčã e^′ ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l′ . Ďŋæľęď đ e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q_l′ ąŸă đ S_i őĺđľăčęğęăĲå ąŸă ńăł Żçę Ÿąčâł e ąŸă e^′, ăľőçĲă æńă PS_{Ql′} (e) ≤ PS_{Ql′} (e^′). Ďŋæľęď PS_{Ql′} (e) = PS_{Ql0} (e), ğĺęąçğńĲă æńă PS_{Ql0} (e) ≤ PS_{Ql′} (e^′). ĎğĲăŻã P_{Ql′} (S_i) < PS_{Ql0} (e) ĲåďŸă P_{Ql′} (S_i) < PS_{Ql′} (e^′). Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ğĺáěđł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ăľőçĲă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻĲåąńđ ľňďæŻęň k ∈ A_{Ql′} | e, P_{Ql′} (S_k) ≤ P_{Ql′} (S_i), âńľă éľńĲ P_{Ql′} (S_k) < FS_{Ql′} (e^′). Ăğæ ńę ŁãččŸ 10.2(2) ğĺęąçğńĲă æńă đ Ÿąčã e^′ ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďđ ľńđď Q_l′ . êńęğę.

ĞĲàĺęçčĲ ęğęăęďŻãğęńĲ ŸąâĺŸăę l ≥ ^l_0 | e. ŔĺęŋŸďéł, l ≥ l^′. Ďŋæľęď đ e ĲåďŸă čăŸ Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ŽăŸ ńđď Q_{l0}, đ ŔĺæńŸľđ 11.3 ňğęŻđćéďĲă æńă đ e ĲåďŸă Ĳğåľđł Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ŽăŸ ńđď Q_l′ . Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, Ÿğæ ńę ŁãččŸ 12.2, ğĺęąçğńĲă æńă

PQ_{l′} (Si) ≥ PS Q_{l0} (e). Ďŋæľęď PS Q_{l′} (e) = PS Q_{l0} (e), ĲåďŸă PQ_{l′} (Si) ≥ PS Q_{l′} (e). Ăğæ ńđď

ŔĺæńŸľđ 12.1 (§âńęďńŸł æğęň l_0 ńę l^′), ğĺęąçğńĲă æńă P_{Ql}(S_i) ≥ PS_{Ql0} (e), æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă đ ŔĺæńŸľđ 12.2 ŽĲďăąĲçĲă ńđď ŔĺæńŸľđ 6.2, ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

12.3 ĹŻăæńđńĲł ŠĲĺčŸńăľčęç ńàď Őğńăčăľńăąéď ĂćŽęĺå§čàď Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď

ŚĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ, ğŸĺŸ§âńęňčĲ §ĲčĲćăéŻĲăł ăŻăæńđńĲł ńĲĺčŸńăľčęç ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ŠĲĺčŸńăľčæł ŚňďæŻàď ŻăŸ Ăąčãł Ďćáőăľńęň ĹľęčĲĺăŻåęň ŔĺęńĲĺŸăæńđńŸł Ę ğĺéńđ ăŻăæńđńŸ ľőĲńåİĲńŸă čĲ ńăł ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ğęň ŻăŸńĺâőęňď čăŸ Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă Ÿď ąá§Ĳ ńâńęăŸ ľçďęŻęł ŻĺęčęćęŽđ§Ĳå ńęňćáőăľńęď čăŸ ŋęĺá, æćĲł Ÿňńâł ęă ľçďęŻęă ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđ ľňŽąĲąĺăččâďđ Ÿąčã §Ÿ ŸğĲďĲĺŽęğęăđ- §ęçď.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 267

ĞĲéĺđčŸ 12.1 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă âďŸł ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ĆăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l_0 ≥ 0, âľńà čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã e ∈ MPSE_{Ql0} ńâńęăŸ éľńĲ ^l_0 | e < ∞. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęŻę Si ∈ AQ_{l0} | e ăľőçĲă æńă

S_i ∈ D −→_Q ^l_0|e . ĂğæŻĲăěđ: Ăĺőăąá ğŸĺŸ§âńęňčĲ čăŸ áńňğđ, ľçďńęčđ ğĲĺăŽĺŸŋã ńđł ŸğæŻĲăěđł. ĞĲàĺęçčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ĲďĲĺŽã ľçďęŻę ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} ąŸă ĲğăőĲăĺđčŸńęćęŽęçčĲ æńă Ÿď æćĲł ęă ľçďę- Żęă ŻĺęčęćęŽđ§ęçď ńęňćáőăľńęď čăŸ ŋęĺá, đ ľçďęŻęł Ÿňńã §Ÿ ŸğęąńãľĲă ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ åľđ čĲ ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńđł Ÿąčãł e ľńđď Q_{l0} . ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńę ŽĲŽęďæł æńă đ e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q_{l0} , ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ĲğăőĲăĺđčŸńęćę- ŽãľęňčĲ æńă đ e ĲěŸąęćęň§Ĳå ďŸ ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă ľńđ ľňďâőĲăŸ, ąŸ§éł Ĳğåľđł æńă ńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńáł ńđł ğŸĺŸčâďĲă ŸďŸććęåàńę. Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, Ÿňńæ ĲåďŸă ĲğŸĺąâł ŽăŸ ďŸ ľňčğĲĺáďęňčĲ æńă đ ľçďęŻęł Ÿňńã âőĲă ćáŹĲă ńęď ńĲćăąæ ĺň§čæ čĲńáŻęľãł ńđł. ŚňďĲőåİęňčĲ ğŸĺęňľăáİęďńŸł ńăł ćĲğńęčâĺĲăĲł ńđł ŸğæŻĲăěđł.

ĞĲàĺęçčĲ čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻę S_i ∈ A_{Ql0} | e. Ăĺőăąá ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńęď Ÿąæćęň§ę ăľőňĺăľčæ:

ŁãččŸ 12.3 P_{Q^l0|e} (S_i) = PS_{Ql0} (e)

ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ńđ čâ§ęŻę ńđł ŸğŸŽàŽãł ľĲ áńęğę. Şğę§âńęňčĲ, ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ąŸńŸćãěęňčĲ ľĲ ŸďńåŋŸľđ, æńă P_Q^_{l0|e} (S_i) ≠ PS_{Ql0} (e). Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 12.2 ľňďĲğáŽĲńŸă æńă P_Q^_{l0|e} (S_i) ≥ PS_{Ql0} (e). Ďğęčâďàł, P_Q^_{l0|e} (S_i) > PS_{Ql0} (e). ĎěĲńáİęňčĲ ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ğĲĺăğńéľĲăł.

1. Şğę§âńęňčĲ ğĺéńŸ æńă ŻĲď ňğáĺőĲă ąŸčăá ľçďęŻęł S_j ∈ A_{Ql0} | e, j ≠ i. ŚňďĲğéł,

AQ_{l0} | e = {i}. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ Ql ńđď ńĲćĲňńŸåŸ ąŸńáľńŸľđ ľńđď ĲąńâćĲľđ α, ğęň

ĲåďŸă ńâńęăŸ éľńĲ^{←−}Q_{l0} −→ Q_l −→^{−→}Q^_{l0|e} ąŸă A_{Ql} ≠ ∅. êĺŸ, A_{Ql} | e = A_{Ql0} | e = {i} ąŸă

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 268

allot_{Ql} = allot_{Ql0} . ŔĺęŋŸďéł, ∑ j∈A_{Ql} |e r_{Ql} (S_j) = r_{Ql} (S_i) = r_Q^_{l0|e} (S_i)

(Ĳě ęĺăľčęç ńđł ąŸńáľńŸľđł Q_l) = F_i(P_Q^_{l0|e} (S_i))

(Ĳě ęĺăľčęç ńàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď) > F_i(PS_{Ql0} (e))

(ĲğĲăŻã đ ľňďáĺńđľđ F_i ĲåďŸă ŽďãľăŸ ŸçěęňľŸ ąŸă P_Q^_{l0|e} (S_i) > PS_{Ql0} (e)) = cap(e) − allot_{Ql0} (e) (Ĳě ęĺăľčęç ńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł) = cap(e) − allot_{Ql} (e) ,

ńę ęğęåę ŸğęŻĲăąďçĲă æńă đ Ÿąčã e ğŸĺŸŹăáİĲă ńđ ľňď§ãąđ őàĺđńăąæńđńŸł ľńđď Q_l. êńęğę. 2. Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă ňğáĺőĲă ńęňćáőăľńęď čăŸ ľçďęŻęł S_j ∈ A_{Ql0} | e, j ≠ i. Ăğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 12.2 ğĺęąçğńĲă æńă P_Q^_{l0|e} (S_j) ≥ PS_{Ql0} (e). Ăŋęç P_Q^_{l0|e} (S_i) > PS_{Ql0} (e), ńŸ ğŸĺŸğáďà ňğęŻđćéďęňď ŸďńåŋŸľđ čĲ ńę ŁãččŸ 10.2 (3).

ŚĲ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę đ ŸğæŻĲăěđ âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå.

ĎěĲńáİęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ğĲĺăğńéľĲăł.

1. Şğę§âńęňčĲ ğĺéńŸ æńă S_i ∈ D_{Ql} ŽăŸ ąáğęăŸ ąŸńáľńŸľđ Q_l ńđł ĲąńâćĲľđł α ńâńęăŸ éľńĲ Q_{l0} −→ Q_l −→^{−→}Q^_{l0|e}. Ďě ęĺăľčęç ńđł ĲąńâćĲľđł, ğĺęąçğńĲă æńă S_i ∈ D −→_Q ^l_0|e , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

2. Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńáľńŸľđ Q_l ńđł ĲąńâćĲľđł α ńâńęăŸ éľńĲ Q_{l0} −→ Q_l −→^{−→}Q^_{l0|e}, ăľőçĲă æńă S_i ∈ A_{Ql} .

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 269

ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ Q_l ńđď ńĲćĲňńŸåŸ ąŸńáľńŸľđ ńđł α ľńđď ęğęåŸ ăľőçĲă æńă Q_{l0} −→ Q_l −→^{−→}Q^_{l0|e} ąŸă P_{Ql}(S_i) = P_Q^_{l0|e} . Ďŋæľęď e ∈ MPSE_{Ql0} , ńę ŁãččŸ 11.2 ňğęŻđćéďĲă æńă đ e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q_{l0} . Ďŋæľęď S_i ∈ A_{Ql} ąŸă đ ľçďęŻęł S_i ŻăŸńĺâőĲă ńđď e, ğĺęąçğńĲă æńă A_{Ql} | e ≠ ∅. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńđď ŔĺæńŸľđ 11.2 (1) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă

PS_{Ql} (e) = PS_{Ql0} (e) ,

Ĳďé đ ŔĺæńŸľđ 11.2 (2) ňğęŻđćéďĲă æńă đ e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď Q_l. ŁæŽà ńęň ŁãččŸńęł 12.3 ĲåďŸă PQ ^l_0|e (Si) = PS Q^l0^|e(e) .

Ďğęčâďàł,

PQ_l (Si) = PS Q_l (e) .

ĂďŸąĲŋŸćŸăéďęďńŸł, đ Ÿąčã e ĲåďŸă Ÿąčã ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l ąŸă őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńđ ľçďęŻę S_i ŽăŸ ńđď ęğęåŸ P_{Ql}(S_i) = PS_{Ql} (e). Ďŋæľęď ę Alg ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, âőęňčĲ S_i ∈ D−→_{Ql} . Ďŋæľęď Q_l →^{−→}Q^_{l0|e}, ĲåďŸă S_i ∈ D −→_Q ^l_0|e , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ńę ĞĲéĺđčŸ 12.1 ŽĲďăąĲçĲă ńę ĞĲéĺđčŸ 6.1, ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ŠĲĺčŸńăľčæł Šęňćáőăľńęď čăŸł ŚňďæŻęň Ę ńĲćĲňńŸåŸ ăŻăæńđńŸ ńĲĺčŸńăľčęç ğęň ğŸĺęňľăáİęňčĲ ĲåďŸă áčĲľđ ľňďâğĲăŸ ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 12.1. ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă Ÿď æćĲł ęă ľçďęŻęă ŻĺęčęćęŽđ§ęçď ńęňćáőăľńęď čăŸ ŋęĺá, čăŸ ńęňćáőăľńęď ĲďĲĺŽã ľçďęŻęł ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 270

ĞĲéĺđčŸ 12.2 ëľńà æńă ę Alg ĲåďŸă âďŸł ęğńăčăľńăąæł ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. ŠæńĲ, ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę l_0 ≥ 0 ńâńęăę éľńĲ A_{Ql0} ≠ ∅ ąŸă ^l_0 | e < ∞, ňğáĺőĲă ąáğęăŸ ľçďęŻęł S ∈ A_{Ql0} ńâńęăŸ éľńĲ

S ∈ D −→_Q ^l_0 . ĂğæŻĲăěđ: ŔĺęŋŸďéł, A_{Ql0} ≠ ∅, âńľă éľńĲ MPSE_{Ql0} ≠ ∅. ĞĲàĺęçčĲ Ĳğęčâďàł čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿąčã e ∈ MPSE_{Ql0} . ëľńà čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ľçďęŻęł S ∈ A_{Ql0} | e. ŔĺęŋŸďéł, S ∈ A_{Ql0} . Ăğæ ńę ĞĲéĺđčŸ 12.1 ğĺęąçğńĲă æńă S ∈ D −→_Q ^l_0 , æğàł ŸğŸăńĲåńŸă.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ńę ĞĲéĺđčŸ 12.2 ŽĲďăąĲçĲă ńę ĞĲéĺđčŸ 6.2, ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

12.4 ĎěĲăŻăąĲňčâďęă Őğńăčăľńăąęå ĂćŽæĺă§čęă Śňčŋæĺđľđł ŔĺęńĲĺŸăęńãńàď ëďŸł ĂćŽæĺă§čęł Ţàĺåł Ćďéľđ ŃĲ Źáľđ ńę ĞĲéĺđčŸ 12.2 ľőĲŻăáİęňčĲ âďŸď ŸćŽæĺă§čę őàĺåł Žďéľđ ğęň ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă ńęď ęğęåę ęďęčáİęňčĲ Permutation.

Ő ŻĺčęćęŽđńãł ńęň Permutation, ę ęğęåęł ľňčŹęćåİĲńŸă PermSched, ŻăĲěáŽĲă n ŋáľĲăł ŻĺęčęćæŽđľđł. ŚĲ ąá§Ĳ ŋáľđ, æćĲł ęă n ľçďęŻęă ŻĺęčęćęŽęçďńŸă čăŸ ŋęĺá đ ąá§Ĳ čåŸ čĲ Ÿň§ŸåĺĲńđ ľĲăĺá. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ę Permutation ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ŁæŽà ńęň ęĺăľčęç ńęň PermSched, ąá§Ĳ ľçďęŻęł ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ŸąĺăŹéł čăŸ ŋęĺá ľĲ ąá§Ĳ ŋáľđ. ŚňďĲğéł, ńę ĞĲéĺđčŸ 12.2 ňğęŻđćéďĲă æńă ńęňćáőăľńęď čăŸ ĲďĲĺŽã ľçďęŻęł ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă ľĲ ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ ńăł n ŋáľĲăł. Ďğęčâďàł, æćĲł ęă n ľçďęŻęă §Ÿ âőęňď ŸğĲďĲĺŽęğęăđ§Ĳå čĲńá Ÿğæ n ŋáľĲăł, ęğæńĲ ąŸă ńę Żåąńňę ĲăľâĺőĲńŸă ľĲ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ. êĺŸ, ńę ĞĲéĺđčŸ 11.2 ňğęŻđćéďĲă æńă ę Permutation ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 271

ŔĺęŋŸďéł, ę Permutation ŻĲď ĲąńĲćĲå ğĲĺăľľæńĲĺĲł Ÿğæ n^2 ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ľńđ őĲăĺæńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ. ŚňďĲğéł, âőęňčĲ:

ĞĲéĺđčŸ 12.3 Ő Permutation ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň- ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď čâľŸ ľĲ n^2 ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ę ŸćŽæĺă§čęł Permutation ŽĲďăąĲçĲă ńęď ŸćŽæĺă§čę RoundRobin, ğęň ğŸĺęňľăáľńđąĲ ľńę ĽĲŋáćŸăę 8.

ëďŸł ĂćŽæĺă§čęł čĲ Ŕćãĺđ Ćďéľđ ŃĲ Źáľđ ńę ĞĲéĺđčŸ 12.1 ľőĲŻăáİęňčĲ âďŸď ŸćŽæĺă§čę čĲ ğćãĺđ Žďéľđ ğęň ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ąŸă ęďęčáİĲńŸă PLinear.

ŃăćéďńŸł áńňğŸ, ę ŻĺęčęćęŽđńãł ńęň PLinear ŻăŸńđĺĲå čăŸ ĲďĲĺŽã Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ąŸă ŻĺęčęćęŽĲå æćĲł ńăł ĲďĲĺŽâł ľňďæŻęňł ğęň őĺđľăčęğęăęçď ńđď Ÿąčã Ÿňńã čĲ Ÿň§ŸåĺĲńđ ľĲăĺá. îńŸď ńĲćĲăéďĲă čĲ æćĲł Ÿňńâł ńăł ľňďæŻęňł, ŻăŸćâŽĲă čăŸ áććđ ĲďĲĺŽã Ÿąčã Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ą.ę.ą. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ę PLinear ĲåďŸă ŸćŽæĺă§čęł ľňčŋæĺđľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ĞĲàĺęçčĲ čăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ąŸńáľńŸľđ Q_{l0} ńâńęăŸ éľńĲ e ∈ MPSE_{Ql0} . Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ŻĺęčęćęŽđńã ńęň ŸćŽęĺå§čęň PLinear, ąá§Ĳ ľçďęŻęł ğęň ŻăŸńĺâőĲă ńđď Ÿąčã e ŻĺęčęćęŽĲåńŸă ŸąĺăŹéł čăŸ ŋęĺá ąŸă ľňďĲğéł đ ąŸńáľńŸľđ Q^_{l0|e} ğĺęľĲŽŽåİĲńŸă. Ăğæ ńę ĞĲéĺđčŸ 12.1 ğĺęąçğńĲă æńă ąá§Ĳ ńâńęăŸ ľçďęŻęł ŸğĲďĲĺŽęğęăĲåńŸă àł ńđď ąŸńáľńŸľđ Q^_{l0|e}. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ŻĺęčęćęŽđńã ńęň ŸćŽęĺå§čęň PLinear, ğĺęąçğńĲă æńă æćĲł ęă ľçďęŻęă ńĲćăąá §Ÿ ŸğĲďĲĺŽęğęăđ- §ęçď, ąŸă ńę Żåąńňę §Ÿ Ĳăľâć§Ĳă ľĲ ńĲćăąã ąŸńáľńŸľđ. Ďğęčâďàł, ńę ĞĲéĺđčŸ 11.2 ňğęŻđćéďĲă æńă ę PLinear ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ŔĺęŋŸďéł, ę ľňďęćăąæł Ÿĺă§čæł ńàď ğĺáěĲàď Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ğęň ĲąńĲćęçďńŸă ľĲ ąá§Ĳ ĲąńâćĲľđ ńęň PLinear ĲåďŸă ŸąĺăŹéł n, ğęň ĲåďŸă Źâćńăľńę. Ďğęčâďàł âőęňčĲ:

ĞĲéĺđčŸ 12.4 Ő PLinear ňğęćęŽåİĲă ńę ŻåąŸăę ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł čĲŽåľńęň- ĲćŸőåľńęň ğĺęńĲĺŸăęńãńàď čĲńá Ÿğæ ŸąĺăŹéł n ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 272

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ę PLinear ĲåďŸă čăŸ ğŸĺŸććŸŽã ńęň ŸćŽęĺå§čęň Linear, ğęň ğŸĺęňľăáľńđąĲ ľńę ĽĲŋáćŸăę 8, ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ çğŸĺěđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď.

ĎğåćęŽęł

ĂďŸľąæğđľđ

Śńđ ŻăŸńĺăŹã Ÿňńã ğŸĺęňľăáľŸčĲ čăŸ ĲąńĲńŸčâďđ ľňććęŽã Ÿğæ ąáńà ąŸă áďà æĺăŸ ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł, æńŸď Ÿňńęå âőęňď ľńđ Żăá§Ĳľã ńęňł ŻăŸŋęĺĲńăąá ĲğåğĲŻŸ Žďéľđł. Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, ęĺåľŸčĲ ąŸă čĲćĲńãľŸčĲ ŻĺęčęćęŽđńâł őàĺåł Žďéľđ, ęă ęğęåęă ŻĲď âőęňď ąŸ§æćęň ğćđĺęŋęĺåĲł ęçńĲ ŽăŸ ńę Żåąńňę, ęçńĲ ŽăŸ ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ąŸă ńđď ąŸńáľńŸľđ ńàď ľňďæŻàď, ŻĺęčęćęŽđńâł čĲ čĲĺăąã Žďéľđ, ęă ęğęåęă âőęňď ğćđĺęŋęĺåĲł ŽăŸ ńęňł ĺň§čęçł čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď, Ÿććá æőă ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľã ńęňł ã ŽăŸ ńđď ńęğęćęŽåŸ ńęň Żăąńçęň ąŸă ŻĺęčęćęŽđńâł čĲ ğćãĺđ Žďéľđ, ęă ęğęåęă őĺđľăčęğęăęçď ğćãĺđ Žďéľđ ŽăŸ ńę Żåąńňę ąŸă ńăł ľňďæŻęňł.

ĂğęŻĲåěŸčĲ æńă ęă ąćáľĲăł ńàď ŸćŽęĺå§čàď őàĺåł Žďéľđ ąŸă ĲąĲåďàď čĲ čĲĺăąã Žďéľđ âőęňď ńăł åŻăĲł ăŻăæńđńĲł ľçŽąćăľđł. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńá čŸł ŸğęŻĲăąďçęňď æńă ęă ŸćŽæĺă§čęă čĲ čĲĺăąã Žďéľđ (ã ĲąĲåďęă őàĺåł Žďéľđ) ľňčğĲĺăŋâĺęďńŸă ŻăŸŋęĺĲńăąá àł ğĺęł ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł Ÿğæ ńęňł ŸćŽęĺå§čęňł čĲ ğćãĺđ Žďéľđ.

Őă ŸćŽæĺă§čęå čŸł ľňďŻăáİęňď ĲŻăŸŋâĺęňľĲł ăŻăæńđńĲł ğęćňğćęąæńđńŸł ąŸă ńęğăąæńđńŸł ąŸă ĲğăŻĲăąďçęňď ľđčŸďńăąęçł ľňďŻăŸľčęçł čĲńŸěç Ÿňńéď ńàď Żçę ğŸĺŸčâńĺàď. Őă ŸćŽæĺă§čęă Ÿňńęå ŹĲćńăéďęňď ľđčŸďńăąá ĲąĲåďęňł ğęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľńđď ĲĺŽŸľåŸ [1]. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ńŸ ąáńà æĺăŸ ğęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă ęĺăę§Ĳńęçď ŹŸľăąęçł ğĲĺăęĺăľčęçł ľńđď ŸğæŻęľđ ńàď ŸćŽęĺå§- čàď őàĺåł ã čĲ čĲĺăąã Žďéľđ. Šæľę ńŸ ąáńà æľę ąŸă ńŸ áďà æĺăŸ ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ âőęňď ŸğęŻĲăő§Ĳå čĲ Źáľđ ńđď Ĳěáĺńđľđ čĲńŸěç ńàď ľňďæŻàď, čăŸ ŻăąńňŸąã ğŸĺáčĲńĺę ğęň ŸğęńĲćĲå âďŸ âččĲľę čâńĺę ńđł ńęğăąæńđńŸł.

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 274

ĎåŻęł ČĺęčęćęŽđńã Ľáńà îĺăŸ êďà îĺăŸ dn/2 + n/2 (RoundRobin) Ţàĺåł Ćďéľđ dn/4 + n/2 O(d ln n/p_{min}) čâľđ ńăčã (Random) O(dn ln n) čâľđ ńăčã (Random, ęč/ĺŋđ ğĲĺåğńàľđ) ŃĲ ŃĲĺăąã Ćďéľđ dn/4 + n/2 dn/2 + n/2 (LocalMin ã GlobalMin [1]) Ţàĺåł Ćďéľđ n n (Linear)

ŚőãčŸ 12-1: ĂďŸľąæğđľđ Žďàľńéď (ğęćňàďňčăąéď) ąáńà ąŸă áďà ęĺåàď ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ŽăŸ ęğńăčăľńăąęçł ŸćŽęĺå§čęňł ĲćâŽőęň ĺęãł

ĂďńăčĲńàğåİęňčĲ ńę ğĺæŹćđčŸ ńęň ĲćâŽőęň ĺęãł ľŸď âďŸ ğĺæŹćđčŸ ćãŕđł ŸğęŋáľĲàď őàĺåł ğćãĺđ ğćđĺęŋęĺåŸ čĲ ąŸńŸďĲčđčâďę ńĺæğę [60, 61] ąŸă ĲğŸćđ§ĲçęňčĲ æńă đ çğŸĺěđ ğćđĺęŋęĺåŸł čğęĺĲå ďŸ ĲğđĺĲáİĲă ľđčŸďńăąá ĲğăąĲĺŻĲåł ğŸĺŸčâńĺęňł [3] (æğàł đ ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ã đ ńęğăąæńđńŸ) Ĳďæł ğĺęŹćãčŸńęł ľĲ âďŸ ąŸńŸďĲčđčâďę ľçľńđčŸ. ŔâĺŸď ńàď ĲěŸŽæčĲďàď ŸğęńĲćĲľčáńàď, čăŸ ľđčŸďńăąã ľňďĲăľŋęĺá ńđł ŻęňćĲăáł čŸł ĲåďŸă đ ŻđčăęňĺŽåŸ Ĳďæł Ÿğćęç Ÿććá ąęčŕęç, ľňďŻňŸľńăąęç čęďńâćęň ńę ęğęåę čğęĺĲå ďŸ őĺđľăčęğęăđ§Ĳå ŽăŸ ńđ ŻăĲěŸŽàŽã ğĲĺŸăńâĺà âĺĲňďŸł ľńđď ğĲĺăęőã ńęň ĲćâŽőęň ĺęãł.

Ŕĺęł őáĺăď ğćđĺæńđńŸł ąŸă ľçŽąĺăľđł, ľňďęŕåİęňčĲ ľńęď ŔåďŸąŸ 12-1 æćŸ ńŸ Žďàľńá (ğęćňàďňčăąá) ąáńà ąŸă áďà æĺăŸ ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńàď ęğńăčăľńăąéď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł, ğęň ğĲĺăŽĺáŋęďńŸă ľńđ ŻăŸńĺăŹã Ÿňńã ąŸ§éł ąŸă ľńđď ĲĺŽŸľåŸ ńàď Afek et al. [1].

ŔŸĺęňľăáľŸčĲ Ĳğåľđł Ÿğćęçł ąŸă ŸğęńĲćĲľčŸńăąęçł, ľňďŻňŸľńăąęçł ŸćŽęĺå§čęňł ŽăŸ ńđď ĲąńâćĲľđ ńęğăąéď ňğęćęŽăľčéď ľńęňł ŻăąńňŸąęçł ŻăŸąæğńĲł. Ăňńęå ęă ŸćŽæĺă§čęă ŸğęńĲćęçď âďŸ ľđčŸďńăąæ čđőŸďăľčæ ńàď ąŸńŸďĲčđčâďàď ŸćŽęĺå§čàď ğęň ĲåďŸă ňğĲç§ňďęă ŽăŸ ńđ ŻåąŸăđ ąŸńŸďęčã ńęň Ĳçĺęňł İéďđł ľĲ âďŸ ąŸńŸďĲčđčâďę ľçľńđčŸ. Ăğæ ńđď ğĺŸąńăąã ľąęğăá, ğĲĺăŽĺáŕŸčĲ âďŸ ęćęąćđĺàčâďę ľőãčŸ ňćęğęåđľđł, ńę ęğęåę ĲďľàčŸńéďĲă ńęňł ğŸĺŸğáďà ŸćŽęĺå§čęňł ąŸă čğęĺĲå ďŸ őĺđľăčęğęăđ§Ĳå ŽăŸ ńđď ňćęğęåđľđ ąá§Ĳ ŸćŽęĺå§čęň ĲćâŽőęň ĺęãł ğęň ćĲăńęňĺŽĲå őàĺåł Žďéľđ.

ŠĲćăąá, ĲğĲąńĲåďŸčĲ ńđ §ĲàĺåŸ ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł, ğęň ĲğăąĲďńĺéďĲńŸă ľĲ §âčŸńŸ ŻăąŸăęľçďđł čĲŽåľńęň-ĲćŸőåľńęň, ŽăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ ąŸńŸďĲčđčâ-

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 275

ďàď ĲŋŸĺčęŽéď ŻăŸŋęĺĲńăąéď ŸďŸŽąéď ąŸă áĺŸ ŻăŸŋęĺĲńăąéď ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ľńđď ąŸńŸďęčã Ĳçĺęňł İéďđł. Ę §ĲàĺåŸ čŸł ĲčğĲĺăâőĲă âďŸ ąęčŕæ ľőãčŸ ŽăŸ ńđď ąŸńŸďęčã Ĳçĺęňł İéďđł ćŸč- ŹáďęďńŸł ňğ’ æŕăď ńăł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ńàď ŻăŸŋęĺĲńăąéď ŸććđćęĲčğćĲąæčĲďàď ąŸńŸďĲčđčâďàď ĲŋŸĺčęŽéď. Šę ľőãčŸ Ÿňńæ ŸďńăčĲńàğåİĲă ŻăáŋęĺŸ §âčŸńŸ, æğàł đ čęďńĲćęğęăãľđ ńàď ğĺęńĲĺŸăęńãńàď čâľà ąŸńáććđćàď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, ę ęĺăľčæł Ĳďæł ďâęň ąĺăńđĺåęň ŻăąŸăęľçďđł, đ ęğęåŸ ŹŸľåİĲńŸă ľńăł ğĺęńĲĺŸăæńđńĲł ąŸă ę ŸğęńĲćĲľčŸńăąæł ňğęćęŽăľčæł ńàď ĺň§čéď čĲńáŻęľđł ńàď ľňďæŻàď ğęň ľâŹęďńŸă ńę ďâę ąĺăńãĺăę ŻăąŸăęľçďđł. Ďğăğĺæľ§ĲńŸ, ńę ľőãčŸ čŸł ğŸĺâőĲă čđőŸďăľčęçł ąŸă ăŻâĲł ŽăŸ ńđď Ĳğåćňľđ ńęň ğĺęŹćãčŸńęł ńđł őĺâàľđł ńàď ąŸńŸďĲčđčâďàď ĲŋŸĺčęŽéď ğęň őĺđľăčęğęăęçď ŻăąńňŸąęçł ğæĺęňł. Ůł ğŸĺáŻĲăŽčŸ ŸďŸŋâĺęňčĲ ńđď Ÿďá§Ĳľđ ďęčăľčŸńăąéď ńăčéď ľńăł ľňďŸĺńãľĲăł Ÿďá§Ĳľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď. Őă ľçďęŻęă čğęĺęçď ľńđ ľňďâőĲăŸ ďŸ ŻăŸćâŽęňď ńę ğęľęľńæ Ĳçĺęňł İéďđł ğęň Ĳğă§ňčęçď ĲğăćâŽęďńŸł čăŸ ąŸńáććđćđ ńâńęăŸ ľňďáĺńđľđ.

Śńę åŻăę čâńàğę, đ ĲĺŽŸľåŸ Ÿňńã ğĺęà§Ĳå ńđď Ÿďáğńňěđ Ĳďæł ŸćŽęĺă§čăąęç čęďńâćęň ĲĺŽŸľåŸł ŽăŸ čęďńâĺďŸ ŻăąńňŸąá ğĺęŹćãčŸńŸ, æğàł ę âćĲŽőęł ĺęãł ąŸă đ ŻĺęčęćæŽđľđ, ńŸ ęğęåŸ ĲåďŸă ăŻăŸåńĲĺŸ ľđčŸďńăąá ńĲćĲňńŸåŸ, ćæŽà ńđł ŸğŸåńđľđł ńàď ľçŽőĺęďàď ąŸńŸďĲčđčâďàď ĲŋŸĺčęŽéď ŽăŸ ĲŽŽňãľĲăł ľńđď ğęăæńđńŸ Ĳěňğđĺâńđľđł. (ČĲåńĲ ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ńăł ĲĺŽŸľåĲł [51, 56] ęă ęğęåĲł ŻăĲň§ňďľăęŻęńęçď ńę ğĺæŹćđčŸ ńđł ğęăæńđńŸł Ĳěňğđĺâńđľđł ľńŸ ŻăąńňŸąá ğĺęŹćãčŸńŸ.) ĽŸ§éł đ ŸďáŽąđ ŽăŸ ĲŽŽňãľĲăł ľńđď ğęăæńđńŸ Ĳěňğđĺâńđľđł âőĲă ŽåďĲă ğăę ĲğăńŸąńăąã, ŸćŽęĺă§čăąá čęďńâćŸ ĲĺŽŸľåŸł ğęň ńňğęğęăęçď ńâńęăęň ĲåŻęňł ŸğŸăńãľĲăł, ąŸ§éł Ĳğåľđł ąŸă ŸćŽæĺă§čęă ğęň ğĺęľĲŽŽåİęňď ã Ÿğęŋâĺęňď ŻåąŸăĲł ąŸă ŸğęńĲćĲľčŸńăąâł ćçľĲăł ľńŸ ğĺęŹćãčŸńŸ Ÿňńá, âőęňď ŽåďĲă ŸğŸĺŸåńđńęă. ŠâńęăŸ čęďńâćŸ ąŸă ŸćŽæĺă§čęă (ąŸ§éł ąŸă đ ŸěăęćæŽđľã ńęňł) čğęĺĲå ďŸ ŸŽŽåİĲă §âčŸńŸ ńàď ŸĺőăńĲąńęďăąéď ńàď Żăąńçàď, ńęň ąŸ§ęĺăľčęç ńàď ğĺęŻăŸ- ŽĺŸŋéď ąŸă ńđł ľňďŻňŸľńăąãł ńęňł ŹĲćńăľńęğęåđľđł. ĎćğåİęňčĲ æńă Ÿňńã đ ŻăŸńĺăŹã ľňďĲăľŋâĺĲă ğĺęł Ÿňńãď ńđď ąŸńĲç§ňďľđ.

Ăďęăőńá ŔĺęŹćãčŸńŸ

Ę ĲĺŽŸľåŸ čŸł ŸŋãďĲă ŸďŸğáďńđńĲł ğęććâł ľđčŸďńăąâł ĲĺàńãľĲăł. Ăď ąŸă ńę čęďńâćę ğęň ğŸĺęňľăáİęňčĲ ľĲ Ÿňńãď ńđ ŻăŸńĺăŹã ĲåďŸă ŸĺąĲńá Ÿğćæ, ąęčŕæ ąŸă Żęčđčâďę ŽăŸ ďŸ ĲąŋĺáľĲă ğęćç

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 12. ŐŔŠĹŃĹŚŠĹĽŐĹ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐĹ ŔŘŐŠĎŘĂĹŐŠĘŠŮŇ 276

ľđčŸďńăąá \ľňľńŸńăąá" ńęň ğĺęŹćãčŸńęł ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§čęç čĲńáŻęľđł, âďŸł čĲŽáćęł Ÿĺă§čæł Ÿğæ ğĺŸąńăąá ğĺęŹćãčŸńŸ ğŸĺŸčâďĲă ŸďĲğåćňńęł. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ę ğĲĺăęĺăľčæł ľĲ âďŸ \ľńŸńăąæ" ľçďęćę Ÿğæ ľňďæŻęňł ĲåďŸă ŸĺąĲńá ğĲĺăęĺăľńăąæł. ĞŸ ãńŸď ľđčŸďńăąæ ďŸ ĲğĲąńĲåďęňčĲ ńę čęďńâćę ąŸă ńăł ńĲőăąâł ğęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľĲ Ÿňńãď ńđ ŻăŸńĺăŹã, âńľă éľńĲ ďŸ čğęĺęçď ďŸ őĲăĺăľńęçď ŻňďŸčăąá ľĲďáĺăŸ ľńŸ ęğęåŸ ľçďęŻęă čğęĺęçď ďŸ ĲăľâĺőęďńŸă ã ďŸ ĲěâĺőęďńŸă ńęň Żăąńçęň.

Ő Ja¸e [41] ŻăĲĺĲňďá ńđ ŻňďŸńæńđńŸ čĲŽăľńęğęåđľđł ńđł ĲďâĺŽĲăŸł ńęň ĲćâŽőęň ĺęãł [31] čĲćĲńéďńŸł čăŸ ąćáľđ ŸğęąĲďńĺàčâďàď ŸćŽęĺå§čàď ĲćâŽőęň ĺęãł ŻăŸ ğĺęľŸĺčęŽãł ńęň ĺň§- čęç čĲńáŻęľđł, ğęň ğĺęà§ęçď §âčŸńŸ æğàł đ ľőĲŻåŸľđ ńđł ŻňďŸčăąãł ľňčğĲĺăŋęĺáł ńęňł, đ őĺãľđ ńęğăąãł ğćđĺęŋęĺåŸł ąŸă đ ŸğęąĲďńĺăąęğęăđčâďđ ĲąńâćĲľã ńęňł. Ę ąćáľđ Ÿňńã ŹŸľå- İĲńŸă ľĲ ğŸĺæčęăŸ ąåďđńĺŸ æğàł ńŸ ąåďđńĺŸ ğęň čŸł ęŻãŽđľŸď ľńđ ľőĲŻåŸľđ ńđł ąćáľđł ńàď ŸćŽęĺå§čàď őàĺåł Žďéľđ. Ő Ja¸e [41, ĎďæńđńŸ IV] ŸğęŻĲăąďçĲă æńă, ąáńà Ÿğæ ńđď ňğæ§Ĳľđ ğàł ęă ľçďŻĲľčęă ľňčğĲĺăŋâĺęďńŸă ľŸď M/M/1 ĲěňğđĺĲńđńâł [50], đ ĲďâĺŽĲăŸ ńęň ĲćâŽőęň ĺęãł ŻĲď čğęĺĲå ďŸ čĲŽăľńęğęăđ§Ĳå Ÿğæ čđ ąĲďńĺăąęğęăđčâďęňł ŸćŽęĺå§čęňł. ŚĲ Ÿňńãď ńđ ŻăŸńĺăŹã ŸğęŻĲăąďçęňčĲ æńă ęă ŸćŽæĺă§čęă őàĺåł Žďéľđ čğęĺęçď ďŸ ľňŽąćåďęňď ľĲ čăŸ ąŸńáľńŸľđ ŻăąŸăęľçďđł, Ÿď ąŸă æőă ŽĺđŽęĺæńĲĺŸ Ÿğæ ˙(dn) ğĺáěĲăł Ĳďđčâĺàľđł ľńđ őĲăĺæńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ. ĞŸ ãńŸď ŸĺąĲńá ĲďŻăŸŋâĺęď ďŸ ŻăĲĺĲňďđ§ęçď ęă ŻňďŸńæńđńĲł ąŸă ęă ğĲĺăęĺăľčęå ńâńęăàď Ÿŋđĺđčâďàď Ĳďďęăéď, æğàł ęă ŸğęąĲďńĺăąęğęăđčâďęă ŸćŽæĺă§čęă ã ĲąĲåďęă ğęň ćĲăńęňĺŽęçď őàĺåł Žďéľđ, ąŸă ďŸ čĲćĲńđ§Ĳå ńă čğęĺęçď ďŸ ąŸńŸŋâĺęňď ąŸă čĲ ğęăę ąæľńęł.

Őă Afek et al. [1, ĎďæńđńŸ 7] ĲăľáŽęňď ńđď âďďęăŸ Ĳďæł \ğĺęľĲŽŽăľńăąęç" ŸćŽęĺå§čęň, ľçčŋàďŸ čĲ ńđď ęğęåŸ ę ĺň§čæł čĲńáŻęľđł čăŸł ľňďæŻęň ŸňěáďĲă čæďę Ÿď đ Ÿçěđľđ ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺđ Ÿğæ čăŸ Ÿň§ŸåĺĲńŸ čăąĺã ľńŸ§Ĳĺá δ ≥ 0. ëďŸ ĲďŻăŸŋâĺęď Ÿďęăőńæ ğĺæŹćđčŸ §Ÿ ãńŸď ę ńĺæğęł Ĳğăĺĺęãł ńđł ğĺęľĲŽŽăľńăąãł Ÿňńãł ăŻăæńđńŸł ľńęď ąŸ§ęĺăľčæ ńàď ęĺåàď ľńđď ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł, ğęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľĲ Ÿňńãď ńđ ŻăŸńĺăŹã.

ŔåďŸąŸł ŚňčŹæćàď

α ĲąńâćĲľđ, p. 93 α^′ ąćáľčŸ ĲąńâćĲľđł, p. 96 α^{(l)} i_{l+1}, Q_{l+1}, . . ., i^_l, Q^_l, p. 96 AQ ľçďęćę ĲďĲĺŽéď ľňďæŻàď ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 82 AE_Q(S_j) ĲďĲĺŽâł Ÿąčâł ńęň ľňčğćâŽčŸńęł S_j ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 82 AE_Q ĲďĲĺŽâł Ÿąčâł ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p.82 Alg ŸćŽæĺă§čęł, p. 91 allot_Q(e) ğŸĺęőđčâďđ őàĺđńăąæńđńŸ ńđł Ÿąčãł e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 83 B ŸďŸľőđčŸńăľńăąã čĲåàľđ, p. 44 B_Q(e) ŸďŸľőđčŸńăľńăąã čĲåàľđ ğęň ĲğăŹáććĲńŸă Ÿğæ ńđď Ÿąčã e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 114 γ ľńŸ§Ĳĺá ńęň Euler, p. 38 cap(e) őàĺđńăąæńđńŸ ńđł Ÿąčãł e, p. 78

cupdate ğŸĺáććđćđ ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł, p. 118

d Ĳěáĺńđľđ ľňďæŻàď, p.78 DQ ľçďęćę ŸğĲďĲĺŽęğęăđčâďàď ľňďæŻàď ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 82 ´ ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ, p. 40 ´_Q(i, e) ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ğęň ĲğăŋâĺĲă đ Ÿąčã e ľńđ ľçďęŻę S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 113 ´_Q(i) ŸďŸľőđčŸńăľńăąã Ÿçěđľđ ŽăŸ ńđ ľçďęŻę S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 113 dupdate ľňďáĺńđľđ čĲăéľĲàł, p. 44

E ľçďęćę ŻăąńňŸąéď Ÿąčéď/ľňďŻâľčàď, p. 77 E(X) čâľđ ńăčã ńđł ńňőŸåŸł čĲńŸŹćđńãł X, p. 39 F_i ľňďáĺńđľđ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ńđł ľňďæŻęň S_i, p. 230 F^{−1}_i Ÿďńåľńĺęŋđ ńđł ľňďáĺńđľđ ğĺęńĲĺŸăęńãńàď ńđł ľňďæŻęň S_i, p. 230 FS_Q(e) ăľęčĲĺåŻăę ńđł Ÿąčãł e ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 84 G Žĺáŋęł ğęň čęďńĲćęğęăĲå ńę Żåąńňę, p. 77 H_m m-ęľńæł Ÿĺčęďăąæł Ÿĺă§čæł, p. 38

iupdate ľňďáĺńđľđ ŸňěãľĲàł, p. 39

^l Ĳćáőăľńđ ŻĺęčęćæŽđľđ ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q_l, p. 95 λ ąĲďã Ÿąęćęň§åŸ, p. 38 MFSE_Q(S_j) ľçďęćę Ÿąčéď Ĳćáőăľńęň ăľęčĲĺăŻåęň ŽăŸ ńę ľçčğćĲŽčŸ S_j ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 99 MFS_Q(S) Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ńđł ľňďæŻęň S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 87 MPS_Q(S) Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńđł ľňďæŻęň S_i ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 240 MPSE_Q ľçďęćę Ÿąčéď čĲ Ĳćáőăľńę ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ŽăŸ ńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 241 Ni ľçďęćę ńàď ŽĲăńęďăąéď ľňďæŻàď ńđł ľňďæŻęň S_i, p. 117 0^{(m)} ŻăáďňľčŸ čĲ m čđŻĲďăąá ľńęăőĲåŸ, p. 39

operation ğĺáěđ ğĺęľŸĺčęŽãł ĺň§čęç čĲńáŻęľđł, p. 88

PQ(S) ğĺęńĲĺŸăæńđńŸ ńđł ľňďæŻęň S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 230

‖_S ľőâľđ ŻăŸčęăĺŸľčęç Ÿąčãł ľńę ľçďęćę S, p. 78 ‖⋆_S ąćĲăľńæ ľçďęćę àł ğĺęł ńđď čĲńŸŹŸńăąã ăŻăæńđńŸ ŽăŸ ńđ ľőâľđ ‖_S , p. 78

PS_Q(e) ăľęčĲĺåŻăę ğĺęńĲĺŸăæńđńŸł ńđł Ÿąčãł e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 234 pupdate ğĺáěđ Ĳďđčâĺàľđł ğĺęńĲĺŸăęńãńàď, p. 258

Q ąŸńáľńŸľđ Żăąńçęň, p. 82

Q^{in} Ÿĺőăąã ąŸńáľńŸľđ Żăąńçęň, p. 82 ←− Q Ÿčâľàł ğĺęđŽęçčĲďđ ąŸńáľńŸľđ ńđł Q, p. 95 −→ Q Ÿčâľàł ĲğæčĲďđ ąŸńáľńŸľđ ńđł Q, p. 95 Q^α−→ Q^′ đ ąŸńáľńŸľđ Q ğĺęđŽĲåńŸă ńđł Q^′ ľńđď ĲąńâćĲľđ α, p. 95 ℜ ľçďęćę ğĺŸŽčŸńăąéď Ÿĺă§čéď, p. 38 r ŻăáďňľčŸ ĺň§čéď čĲńáŻęľđł, p. 79 ‖r‖_1 ďæĺčŸ ńęň r, p. 39 r_Q(S) ĺň§čæł čĲńáŻęľđł ńđł ľňďæŻęň S ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 79 residual_Q(e) ĲćĲç§Ĳĺđ őàĺđńăąæńđńŸ ńđł Ÿąčãł e ľńđď ąŸńáľńŸľđ Q, p. 83 σ Ÿąęćęň§åŸ, p. 38 |σ| čãąęł ńđł Ÿąęćęň§åŸł σ, p. 38 σ | S^′ ğĲĺăęĺăľčæł ńđł Ÿąęćęň§åŸł σ ľĲ ŻĲåąńĲł ľňďæŻàď ğęň Ÿďãąęňď ľńę ľçďęćę S^′, p. 79 σ ↑ S^′ ğĺæ§ĲčŸ ńđł σ | S^′, p. 79 σ ↓ S^′ ğĺæľŋňčŸ ńđł σ | S^′, p. 79 S ľçďęćę ľňďæŻàď ğęň ňğáĺőęňď ľńę Żåąńňę, p. 78 S ľçďęŻęł, p. 78 Sched ŻĺęčęćęŽđńãł, p. 89, 90 sessions (e) ľçďęćę ľňďæŻàď ğęň ŻăŸńĺâőęňď ńđď Ÿąčã e, p. 78 Term ŸğĲďĲĺŽęğęăđńãł, p. 90, 100 UAlg(⟨G, S⟩) ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńęň ŸćŽęĺå§čęň Alg ğáďà ľńę Żåąńňę G čĲ ľç-

ďęćę ľňďæŻàď S, p. 97

UAlg ğęćňğćęąæńđńŸ ľçŽąćăľđł ńęň ŸćŽęĺå§čęň Alg, p. 97 V ľçďęćę Ÿğæ ŻăąńňŸąęçł ąæčŹęňł, p. 77 X ńňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã, p. 39

ĄăŹćăęŽĺŸŋåŸ

[1] Y. Afek, Y. Mansour and Z. Ostfeld, \Convergence Complexity of Optimistic Rate Based Flow Control Algorithms," Proceedings of the 28th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pp. 89{98, May 1996.

[2] Y. Afek, Y. Mansour and Z. Ostfeld, \Phantom: A Simple and E¸ective Flow Control Schme," Proceedings of ACM SIGCOMM’96, pp. 169{182, August 1996.

[3] K. Arrow, The Economics of Information, Harvard University Press, 1984.

[4] B. Awerbuch, I. Cidon, S. Kutten, Y. Mansour and D. Peleg, \Broadcast with Partial Knowledge," Proceedings of the 10th Annual ACM Symposium on Principles of Distributed Computing, pp. 153{163, August 1991.

[5] B. Awerbuch and L. J. Schulman, \The Maintainance of Common Data in a Distributed System," Journal of the ACM, Vol. 44, No. 1, pp. 86{103, January 1997.

[6] D. P. Bertsekas and R. G. Gallager, Data Networks, second edition, Prentice Hall, Englewood Cli¸s, NJ, 1992.

[7] K. Bharath-Kumar and J. M. Ja¸e, \A New Approach to Performance-Oriented Flow Control," IEEE Transactions on Communications, Vol. COM-29, No. 4 (Special Issue on Congestion Control in Computer Networks), pp. 427{435, April 1981.

[8] F. Bonomi and K. Fendick, \The Rate-Based Flow Control for Available Bit Rate ATM Service," IEEE Network, Vol. 9, No. 2, pp. 24{39, March/April 1995.

ĄĹĄŁĹŐĆŘĂŤĹĂ 281

[9] B. Braden, D. Clark, J. Crowcroft, B. Davie, S. Deering, D. Estrin, S. Floyd, V. Jacobson, G. Minshall, C. Partridge, L. Peterson, K. Ramakrishnan, S. Shenker, J. Wroclawski, and L. Zhang, Recommendations on Queue Management and Congestion Avoidance in the Internet, April 1998.

(Available at http://info.internet.isi.edu:90/in notes/rfc/files/rfc2309.txt)

[10] L. S. Brakmo and L. Peterson, \TCP Vegas: End-to-End Congestion Avoidance on a Global Internet," IEEE Journal on Selected Areas in Communication, Vol. 13, No. 8, pp. 1465{1480, October 1995.

[11] G. Brightwell, T. J. Ott and P. Winkler, \Target Shooting with Programmed Random Variables," Proceedings of the 24th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pp. 691{698, May 1992.

[12] A. Charny, \An Algorithm for Rate Allocation in a Packet-Switching Network with Feedback," Technical Report MIT/LCS/TR-601, Laboratory for Computer Science, Massachusetts Institute of Technology, April 1994.

[13] A. Charny, D. D. Clark, and R. Jain, \Congestion Control with Explicit Rate Indication," Proceedings of the International Conference on Communications (ICC’95), June 1995.

[14] A. Charny, K. K. Ramakrishnan, and A. Lauck, \Time Scale Analysis and Scalability Issues for Explicit Rate Allocation in ATM Networks," IEEE/ACM Transactions on Networking, Vol. 4, No. 4, August 1996.

[15] L. Cherkasova, A. Davis, R. Hodgson, V. Kotov, I. Robinson and T. Rokicki, \Components of Congestion Control," Proceedings of the 8th Annual ACM Symposium on Parallel Algorithms and Architectures, pp. 208{210, June 1996.

[16] I. Cidon and I. Gopal, \PARIS: An Approach to Integrated, High-Speed, Private Networks," International Journal of Digital and Analog Cabled Systems, Vol. 1, No. 2, pp. 77{86, 1988.

ĄĹĄŁĹŐĆŘĂŤĹĂ 282

[17] D. D. Clark, S. Shenker and L. Zhang, \Supporting Real-Time Applications in an Intergrated Services Packet Network: Architecture and Mechanism," Proceedings of ACM SIGCOMM, August 1992.

[18] D. Comer, Internetworking with TCP/IP, Prentice Hall, Englewood Cli¸s, NJ, 1995.

[19] T. Cormen, C. Leiserson and R. Rivest, Introduction to Algorithms, MIT Press/McGraw- Hill, 1990.

[20] C. Courcoubetis, F. Kelly and R. Weber, \Measurement-Based Usage Charges in Communication Networks", Operations Research, to appear.

[21] W. Dally, \Virtual-Channel Flow Control," Proceedings of the 17th International Symposium on Computer Architecture, pp. 60{68, May 1990.

[22] X. Deng and C. H. Papadimitriou, \Competitive Distributed Decision Making," International Federation for Information Processing, A-12, pp. 250{256, September 1992.

[23] Z. Dziong, M. Juda and L. G. Mason, \A Framework for Bandwidth Management in ATM Networks { Aggressive Equivalent Bandwidth Estimation Approach," IEEE/ACM Transactions on Networking, Vol. 5, No. 1, pp. 134{147, February 1997.

[24] P. Fatourou, M. Mavronicolas and P. Spirakis, \Advances in Rate-Based Flow Control," Proceedings of the 4th International Colloquium on Structural Information and Communication Complexity, pp. 266{281, Carleton University Press, June 1997.

[25] P. Fatourou, M. Mavronicolas and P. Spirakis, \E‹ciency of Oblivious versus Non- Oblivious Schedulers for Optimistic, Rate-Based Flow Control," Proceedings of the 16th Annual ACM Symposium on Principles of Distributed Computing, pp. 139{148, August 1997.

[26] P. Fatourou, M. Mavronicolas and P. Spirakis, \The Global E‹ciency of Distributed, Rate-Based Flow Control Algorithms," Proceedings of the 5th Colloqium on Structural

ĄĹĄŁĹŐĆŘĂŤĹĂ 283

Information and Communication Complexity, June 1998; also, brief announcement in Proceedings of the 17th Annual ACM Symposium on Principles of Distributed Computing, p. 311, June/July 1998.

[27] P. Fatourou, M. Mavronicolas and P. Spirakis, \Max-Min Fair Flow Control Sensitive to Priorities," Proceedings of the 2nd International Conference on Principles of Distributed Systems, pp. 45{59, Amiens, France, December 1998.

[28] E. Gafni, \The Integration of Routing and Flow Control for Voice and Data in Integrated Packet Networks," Ph. D. Thesis, Department of Electrical Engineering and Computer Science, Massachusetts Institute of Technology, 1982.

[29] E. Gafni and D. Bertsekas, \Dynamic Control of Session Input Rates in Communication Networks," IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. AC-29, pp. 1009{1016, 1984.

[30] M. Gerla and L. Kleinrock, \Flow Control: A Comparative Survey," IEEE Transactions on Communications, Vol. COM-28, pp. 553{574, 1980.

[31] A. Giessler, J. Hanle, A. Konig, and F. Pade, \Free Bu¸er Allocation { an Investigation by Simulation," Computer Networks, Vol. 2, 1978.

[32] E. Hahne, \Round-Robin Scheduling for Fair Flow Control in Data Communication Networks," Ph. D. Thesis, Department of Electrical Engineering and Computer Science, Massachusetts Institute of Technology, 1986.

[33] E. Hahne, \Round-Robin Scheduling for MaxMin Fairness in Data Networks," IEEE Journal on Selected Areas in Communications, Vol. 9, No. 7, September 1991.

[34] E. Hahne and R. G. Gallager, \Round-Robin Scheduling for Fair Flow Control in Data Communication Networks," Proceedings of the IEEE International Conference on Communications, pp. 103{107, June 1986.

[35] R. H-andel, M. N. Huber and S. Schr-oder, ATM Networks: Concepts, Protocols, Applications, Addison-Wesley, 1998.

ĄĹĄŁĹŐĆŘĂŤĹĂ 284

[36] H. Hayden, \Voice Flow Control in Integrated Packet Networks," Technical Report MIT/LIDS/TH/TR-601, Laboratory for Information and Decision Systems, Massachusetts Institute of Technology, 1981.

[37] M. Hofri, Analysis of Algorithms: Computational Methods and Mathematical Tools, Oxford University Press, 1995.

[38] S. Irani and Y. Rabani, \On the Value of Coordination in Distributed Decision Making," SIAM Journal on Computing, Vol. 25, No. 3, pp. 498{519, June 1996.

[39] V. Jacobson, \Congestion Avoidance and Control," Proceedings of ACM SIGCOMM’88, pp. 314{329, August 1988.

[40] J. M. Ja¸e, \Bottleneck Flow Control," IEEE Transactions on Communications, Vol. COM-29, No. 7, pp. 954{962, July 1981.

[41] J. M. Ja¸e, \Flow Control Power is Decentralizable," IEEE Transactions on Communications, Vol. COM-29, No. 9, pp. 1301{1306, September 1981.

[42] R. Jain, S. Kalyanaraman and R. Viswanathan, \The OSU Scheme for Congestion Avoidance Using Explicit Rate Indication," Technical Report ATM-FORUM/95-0883, The Ohio State University, September 1994.

[43] S. Jamin, S. Shenker, L. Zhang and D. Clark, \Admission Control Algorithm for Predictive Real-Time Service," Proceedings of the 3rd International Workshop on Network and Operating System Support for Digital Audio and Video, November 1992.

[44] L. Kalampoukas, A. Varma, and K. K. Ramakrishnan, \An E‹cient Rate Allocation Algorithm for ATM Networks Providing Max-Min Fairness," Proceedings of the 6th IFIP International Conference on High Performance Networking (HPN’95), September 1995.

[45] P. C. Kanellakis and C. H. Papadimitriou, \The Complexity of Distributed Concurrency Control," SIAM Journal on Computing, Vol. 14, No. 1, pp. 52{75, February 1985.

ĄĹĄŁĹŐĆŘĂŤĹĂ 285

[46] M. Katevenis, S. Sidiropoulos and C. Courcoubetis, \Weighted Round-Robin Cell Multiplexing in a General-Purpose ATM Switch Chip," IEEE Journal on Selected Areas in Communication, Vol. 9, No. 8, pp. 1265{1279, October 1991.

[47] F. P. Kelly, \On Tari¸s, Policing and Admission Control for Multiservice Networks," Operations Research Letters, Vol. 15, pp. 1-9, 1994.

[48] S. Keshav, An Engineering Approach to Computer Networking, Addison-Wesley, 1997.

[49] G. Kesidis, ATM Network Performance, Kluwer Academic Publishers, 1996.

[50] L. Kleinrock and R. Gail, Queueing Systems, John Wiley & Sons, Inc., 1996.

[51] E. Koutsoupias and C. H. Papadimitriou, \Worst-case Equilibria," Proceedings of the 16th Annual Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science, G. Meinel and S. Tison eds., pp. 387{396, Vol. 1563, Lecture Notes in Computer Science, Springer-Verlag, Trier, Germany, March 1999.

[52] H. T. Kung and R. Morris, \Credit-Based Flow Control for ATM Networks," IEEE/ACM Transactions on Networking, pp. 40{48, March/April 1995.

[53] R. Lamair and D. Serpanos, \A Two-Dimensional Round-Robin Scheduling Mechanism for Switches with Multiple Input Queues," IEEE/ACM Transactions on Networking, pp. 471{482, October 1994.

[54] J. LeBoudec, \The Asynchronous Transfer Mode: A Tutorial," Computer Networks and ISDN Systems, Vol. 24, No. 4, pp. 279{309, 1992.

[55] H. Luss and D. R. Smith, \Resource Allocation among Competing Entities: A Lexicographic Minimax Approach," Operations Research Letters, Vol. 5, No. 5, pp. 227{231, November 1986.

[56] Y. Mansour and B. Patt-Shamir, \Jitter Control in QoS Networks," Proceedings of the 39th Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, pp. 50{59, October 1998.

ĄĹĄŁĹŐĆŘĂŤĹĂ 286

[57] J. Mosely, \Asynchronous Distributed Flow Control Algorithms," Ph. D. Thesis, Department of Electrical Engineering and Computer Science, Massachusetts Institute of Technology, 1984.

[58] R. Motwani and P. Raghavan, Randomized Algorithms, Cambridge University Press, 1995.

[59] A. Odlyzko, \The Paris Metro Proposal for Pricing and Congestion Control on the Internet," invited paper in DIMACS Workshop on Networks in Distributed Networking, Special Year on Networks, DIMACS Center for Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science, October 1997.

[60] C. H. Papadimitriou, \The Value of Information," invited talk at the World Congress of Economics, Moscow, August 1992.

[61] C. H. Papadimitriou and M. Yannakakis, \On the Value of Information in Distributed Decision Making," Proceedings of the 10th Annual ACM Symposium on Principles of Distributed Computing, pp. 61{64, August 1991.

[62] C. H. Papadimitriou and M. Yannakakis, \Linear Programming Without the Matrix," Proceedings of the 25th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pp. 121{129, May 1993.

[63] C. Partridge, Gigabit Networking, Addison-Wesley, 1994.

[64] C. Partridge and S. Pink, \An implementation of the Revised Internet Stream Protocol (ST-2)," Internetworking: Research and Experience, Vol. 3, No. 1, pp. 27-54, March 1992.

[65] G. Polya, \Eine Wahrscheinlichkeitsaufgabe zur Kundenwerbung," Zeitschrift Fur Angewandte Mathematik und Mechanik, Vol. 10, pp. 96-97, 1930.

[66] M. D. Prycher, Asynchronous Transfer Mode, Solution for Broadband ISDN, Ellis Horwood, 1992.

ĄĹĄŁĹŐĆŘĂŤĹĂ 287

[67] K. K. Ramakrishnan, R. Jain and D. Chiu, \Congestion Avoidance in Computer Networks with a Connectionless Network Layer { Part IV: A Selective Binary Feedback Scheme for General Topologies Methodology," DEC-TR-510, Digital Equipment Corporation, 1987.

[68] K. S. Sin and H. H. Tzeng, \Adaptive Proportional Rate Control (APRC) with Intelligent Congestion Indication," Technical Report ATM-FORUM/94-0888, University of California at Irvine, September 1994.

[69] A. S. Tanenbaum, Modern Operating Systems, Prentice-Hall, 1992.

[70] C. Topolcic, \Experimental Internet Stream Protocol: Version 2 (ST-II)," Technical Report TR-455, Laboratory for Computer Science, Massachusetts Institute of Technology, 1989.

[71] W. K. Tsai, Y. Kim, and L. C. Hu, \ASAP: A Non-Per-VC Accounting Max-Min Protocol for ABR Flow Control with Optimal Convergence Speed," Proceedings of IEEE SICON’98, June/July 1998.

[72] J. Walrand and P. Varaiya, High-Performance Communication Networks, Morgan Kaufmann, 1996.

[73] L. Zhang, S. Deering, D. Estrin, S. Shenker and D. Zappala, \RSVP: A New Resource ReSerVation Protocol," IEEE Network, Vol. 7, No. 5, pp. 8{18, 1993.